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Chapitre 1

(Généralités sur les codes
correcteurs

Ce cours comportera trois notes : un controle au retour des vacances de
février, un TP noté et un controle a la fin de 'année, tous affecté du méme
coefficient.

Bibliographie :

— Mathématiques appliquées, L3, Pearson, chapitre 7. (On a un chapitre

aussi de cryptographie dedans)

— Introduction to Coding Theory, Ronald Roth.

Exemple 1.1.

On utilise des turbo-codes pour la mission Rosetta (ESA, Europear Space
Agency), concurrent des turbo-codes : codes LDPC.

Disques compacts : Codes de Reed-Solomon.

Télévision a satellite : DVC. S2 (Digital Vidéa Broadcasting) : on utilise des
codes LDPC + BCH.

Billet de banque, code ISBN, code sécurité sociale etc.

Les codes en gras seront ceux que l’on va étudier.

I Codes correcteurs : principe

Soit A un alphabet fini, et soit ¢ son cardinal.



CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES CODES CORRECTEURS

~ Définition 1.1 (Codes). | g
Un code (n, M), défini sur A est un ensemble non vide de A" ayant
M éléments.

On appelle n la longueur du code.

et M sa taille, ou son cardinal.

On peut avoir un autre paramétre : le log cardinal.

On appelle log cardinal la quantité, qui n’est pas forcément un
entier :

k= log, (M)
Autre notation pour un tel code : [n, k],

\ J

,—[Déﬁnition 1.2 (Rendement, ou taux d’information du code).]—

| o

Le rendement ou taux d’information du code est R = —.

BS

Quand k n’est pas un entier on trouve parfois I’écriture

)

Principe :

Le récepteur va décoder
le signal et restituer un
message au destinataire

Message  Message  Message  Message
codé décodé

Soit C' un code [n, k],.

On suppose que k est un entier si bien que C posséde ¢* éléments.

On considére un message que 'on couple en "morceau"de longueur k, et on
considére chaque "morceau"individuellement.

On construit une application injective ¢ : A¥ — A" telle que ¢ (Ak ) =C
On considére ¢ = ¢ (m), et on envoie c.

12

Source m +— c=¢(m) —> y —  ==cm?

encodage bruit décodage
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CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES CODES CORRECTEURS

On recoit un mot y et on cherche ¢’ dans C, le plus "proche"de y.
La quantité n - k est appelé redondance.

Exemple 1.2.
St on regoit 1101 au lieu de 1001.
On peut faire que de redondance :

1001 — 10011001 — 10001001

Réception
On ne peut pas corriger l'erreur la : est-ce un 1 ou un 0 ¢

On doit définir pour cela la notion de distance entre les mots de A™.
Dans la suite on supposera que A est un corps fini, qu’on notera F'

,—[Déﬁnition 1.3 (Distance de Hamming — 1940)}

J

Soit n € N*, soit © = (x1,...,2,) et y = (y1,...,y,) dans F".
Le poids de z est w (z) = Card ({i € [1,n],z; # 0})
La distance de Hamming de = a y est dg (z,y) = w (v — y)

[Proposition 1.1.]

La distance de Hamming est une distance, e. elle vérifie :
1. Ve,ye F", dg (z,y) = 0
2. Ve,ye F" dy (z,y) =0 y==x
3. Ve,ye F" dy (z,y) = dy (y, x)
4

. Inégalité triangulaire : Vz,y,z € F", dy (z,y) < dy(z,2) +
dH (Zvy)

Démonstration.

Montrons le quatriéme point : Ya,b e F" w(a +b) < w (a) + w (b)
Soient a,be F" w(a+0b) =#{ie[l,...,n],a; + b; # 0}
OrVie[l,n] ai+b; #0=a; #0oub; #0

Donc {ia; + b; # 0} < {ila; # 0} J{alb; # 0}

Donc w (a + b) < w (a) + w (b)

Soient x,y,z € F" :

w(ly—2)-(r—2) <w(@-2)+w(z-y)
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CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES CODES CORRECTEURS

,—[Déﬁnition 1.4 (Distance minimaule).W

J

La distance minimale d’un code C est :

d= min dy(c,c)
c,ceCc#c!

\.

Nouvelle notation du code C :

(n,M,d), [n,M,d],

Définition 1.5 (Taux de correction).}

) d
Le taux de correction est ryg = —
n

[Proposition 1.2.]

Soit C' un code [n, k,d],
Soit c e C' et soit Y € F" tel que :
d—1

du (y,c) < [TJ

d—
on dit que t = | | est la capacité de correction du code.

Démonstration. i1
Soit ¢ € C' tel que dy (y,c') < [%J
Par I'inégalité triangulaire :

dH (C7 C,) < d(C, y) + d(y7cl) <d

Or d est la distance minimale de C' donc dy (¢,¢’) = 0 donc ¢ = ¢

[Proposition 1.3.]

Soit C' un code [n, k, d], soit c € C' et soit y € F™ tel que dp (c,y) <
d—1.

Alors y =couvy ¢ C.
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CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES CODES CORRECTEURS

Démonstration.
Siy e C ety +# c alors par définition de d :

dH (ya C) = d
Exemple 1.3.
A=F =T,
Ak; N AQk:
1. ¢: , C =0 (A"

m o (m|m)
1
rendement : 3

Taux de correction ?

Si on prend ¢y = (10...0[10...0)e C et co = (0...0/0...0) e C
dH (61,02) =2

Soient m,m’ € A*, ¢ = (m|m) et ¢ = (m|m/)

w(c—d)=w((m-—m'm-m))
=2-w(m-—m)
=0[2]

2
doncd=2,r=—

Ezxemple :
10011001 — 10001001

on ne peut pas corriger...

2. Un exemple plus fort mais avec un moins bon rendement :

Ak _ A3k
o :

m > (m|m|m)

L C=0(4Y)
1

Rendement : 3
Si on prend ¢y = (10...0[10...0) e C et co = (0...9/0...0) e C
dH (01,02) =3

Soient m,m’ € A*, ¢ = ¢ (m) et ¢ = ¢ (m)
w(c—d)=3wim-m')=0[3] dond=3
On peut corriger 1 erreurs, et détecter 2 erreurs.

r = — le tauz de correction n’a pas bougé, c’est t qui a changé.
n
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CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES CODES CORRECTEURS

Ak N Ak+1
3. ¢
¢ m — (mlmy+ - +my)
C=9¢ (Ak) code de parité.
k

R= "
k+1
Si on prend (0...0|0) € C et (10...0[1) € C donc d < 2.

Soient m,m' € F*

k
c = (m|t) avect =my+---+my et ¢ = (mM'|t') avec t’ = Zm;
i=1

c—cd =(m-—mlt—1)

On a plusieurs cas :
sim=m' alorst=1t"etc=7<
sim#m wim-—m')>1
— Siw(m—m') =2 aorsw(c—) =2
— w(m—m')=1alorst #t doncw(c—c) =2
Objectif :

1. Construire des codes de longueurs arbitrairement grande avec un taux
d’information et un taux de correction élevé.

2. Construire des algorithmes de corrections d’erreurs qui soient efficaces
(complexité en temps polynomial.)

On a besoin de plus de structures : on va introduire les codes linéaires.
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CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES CODES CORRECTEURS

IT Codes linéaires.

,—[Déﬁnition 1.6 (Codes linéaires).

-/

Soit k,n des entiers tels que £ < n

Un code linéaire sur F' de longueur n et de dimension k est un sous-
espace vectoriel de F" de dimension k sur F.

Dit autrement, C' = ¢ (Fk) ol ¢ est injective et linéaire.

La matrice de ¢ par rapport aux bases canoniques de F* et F™ (notées
en colonnes) est une matrice n x k de rang k.

La transposée de cette matrice est une matrice génératrice de C'.
Ses lignes forment une base de C.

C={m-Glme F*}

m est une matrice 1 x k et G une matrice k£ x n.
ou GG est la matrice génératrice de C.
Ge My, (F)Rg(G) =k

G posséde un sous-déterminant d’ordre k& non nul.

Remarque 1.1.

Si C' posséde une matrice génératrice sous la forme G = | I| A |, on dit

n—k
que G est sous forme systématique.

Propriétés 1.1.}

Soit C' un code linéaire [n, k,d], d = rginow (¢)
ceC,c#

Démonstration.

Soit ce C' ¢ # 0w (c) = dy (¢,0) = d car 0 € C car C est un espace-vectoriel.
Soit ¢1, ¢y € C tel que dy (c1,c2) = d (ces deux mots existent par définition
de la distance minimale)

Soit ¢ = ¢1 — ¢, c € C car C est linéaire.

w(c)=d
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CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES CODES CORRECTEURS

\.

,—[Théoréme 1.1 (Borne de Singleton).

~

Pour un code linéaire [n, k,d], on a
d<n—-Fk+1

C’est vrai aussi pour les codes non-linéaires (on verra la preuve en

TD)

Démonstration.

Preuve longue matricielle Soit G une matrice génératrice de C'

Ge M, (F)et Rg(G) =k

Soient G, ..., G, les colonnes de G.

Soient jy, ..., jx € [1,n] distincts 2 & 2, tels que : A = (G, ... |g;,) est
inversible (possible car Rg (G) = k.) lamatrice A™'G = (Cy,...,C;...)

0
0
a ses colonnes : C;, = | 1 | avec 1 en position 7.
0
0
Soit
c=(1,0,...,0)-A "G
eC
=17 ?717 ) ,7,0,0 70577 7?
1 1 1
J J2 Jk
=1
On a: w(c)
w(e)<n—k+1

Donc ¢ est un mot de code non nul de poids inférieur & n — k + 1.
donc :
d<n—-k+1
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CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES CODES CORRECTEURS

Preuve plus rapide et élégante On regarde pour F un espace vecto-
riel des éléments de F™ ont les k—1 premiéres coordonnées sont nulles.

dmFE=n—(k—1)=n—-Fk+1

donc dim (F) + dim (C) = n + 1 > dim F" donc EﬂC # & donc E
Et C ne sont pas en somme directe, d’ou le résultat : C' posséde un
mot non nul de poids inférieur ou égal a n — k + 1.

]

Remarque 1.2.

Les codes tels que d = n — k + 1 sont des codes MDS : Maximum Distance
Separable, ce sont des codes optimaux.

Par exemple les codes de Reed-Solomon (1960) sont MDS.

Attention, on écrit plus les vecteur en colonne mais en ligne ! C' {m -G,m e IF’; }
G e My, (F,), de rang k.

~ Définition 1.7 (Code dual). | .

Soit C' un code linéaire [n, k] , le dual de C est :

CtE={zeF}Vce C, (z,c)=0}

n
ot Y,y € Fy (z,y) < Z z;y; (produit scalaire euclidien).
i=1
Une matrice de contréle de C' est une matrice génératrice de C.

Remarque 1.3.

Ct={zeF, VeeC,c'z =0}
= {zeF,,G'z =0}
Or Rg(G) = k cardim C' = k donc d’apres le théoréme du rang, dim (ker (G)) =
n — k donc dim (C’i) =n—k.
Notons H une matrice de controle de C, H e M,_y,, (F,) et Rg(H) =n—k
G'H=0etH'G=0

Définition 1.8. )

Un code linéaire C' est auto-dual si C' = C*
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CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES CODES CORRECTEURS

,—[Propriétés 1.2.}

Soit C' un code linéaire [nk], et soit H une matrice de controle de C.
C={zeF}H 'z =0}

La quantité H - z est appelée syndrome de ¢, Notation : S (z) =
H'x

Démonstration.
On a que :

Rg(H) =n—ket dim (ker (H)) =k

Donc dim (C') = dim ({z e F}|H -* 2 = 0}) Soit G une matrice génératrice

deC’tellequeH-tho,onaneC,ﬂme(Fq)kazzm-G

SoitxeC’soitmeIF’qC telquexszalorsH-tx=H~(t~tm) =0 car

H'G=0

Donc C' {:c € ]FZ| H'z= 0} I’autre inclusion vient par égalité de dimen-

sion des espaces.

Remarque 1.4.

Si G = | It]| M | est une matrice génératrice de C.
n—k
Alors H = (— (tM) |In,k) est une matrice de controle de C :
En effet :
— He Mn—k,n (Fq)
— Rg(H)=n—k

— H'G=(-"M | L) - ="M Iy + 1, "M =0

r—[Théoréme 1.2.}

Soit C'un code linéaire [n, k, d], et soit H une matrice de controle de
C.

H posséde d colonnes linéairement dépendantes et tout ensemble de
w < d colonnes de H sont linéairement indépendantes
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CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES CODES CORRECTEURS

Démonstration.
d= min_w(c).
c#0,ceC

Soit ¢ un mot de C' de poids w # 0, on a :

H'ic=0

w
donc Z ¢i, Hi; = 0 ou H; désigne le i-éme colonnede Hetc= | 0,...,0,¢;,,0...
j=1

¥
0
L’indépendance linéaire vient avec le caractére minimal de d! O]
Exemple 1.4.
N 2k
Lo F" o= (1Y)

m — (m|m)
Matrice génératrice G = (Iy|Ix)
Matrice de controle H = (Ii|1Iy)

A=1l<mA=m

H n’a pas de colonne nulle donc pas de mot de poids 1.
Hy = Hyyq done (1,0...0,1,0...0) e C

donc d = 2
2¢:M - F
m —  (m|mm)
G = (Li|I|1}) et H = L | Lo
klkllk) € I |

Pas de colonne nulle : pas de mot de poids 1
Colonnes distinctes : pas de mot de poids 2.
H1+Hk+1+H2k=0 doncd =3

T m o> (mmy + -+ my)
C=¢ (Fg) code de parité.
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CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES CODES CORRECTEURS

donc d = 2 donc c’est un code MDS.

C* est appelé code de répétition, c’est aussi un code MDS (borne
de singleton appliquée sur C*.

1 001
- —— 01 01
4. C ={mG|meF5} ou G = I 1 010
0110
1 010
' i 101 01
Une matrice de controle est H = 001 1 I
1100
d=3
Vi, H; # 0

Vi #j,H; + H; #0
Hy+ Hs + Hs = 0
5. C={mGmeF3} R=4/7

; (1) (1) i 0111100
G = 4 L1 olHE=lr01 1010
L1 1101001
Vi, H; # 0
Vi # j, H; # H;
H1+H4+H5=0
doncd =3

IIT Décodage des codes linéaires (premiéres tech-
niques)

Soit C' un code linéaire [n, kd],
La question que 'on se pose est la suivante :

soit y € Fy' on veut trouver c € C tel que dy (c,y) = HliCI}d (y,x)
xE

Il est possible de trouver plusieurs ¢ € C' vérifiant cette propriété (décodage
par liste)

Autre formulation : soit y € Fy trouver e € F; de poids minimum tel que
y—eeC
Moyen :
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CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES CODES CORRECTEURS

— décodage par tableau standard.
— Amélioration en terme de complexité : Décodage par syndrome.

1 Deécodage par tableau standard

Soit R la relation définie sur Fy par :
Ve,yeF 2Ry < y—ceC

R est une relation d’équivalence, on appelle coset de c € [ la quantité x + ¢
Un coset leader est un mot de plus petit poids dans un coset

Un tableau standard est un tableau qui a ¢" " ligne et ¢* colonnes construit
comme suit :

1. La premiére ligne est formée par les mots de C' en commencant par 0.

2. Chaque ligne commence par un mot e de F} de poids minimum qui
n’apparait pas sur les lignes précédentes, on compléte la ligne par les
e + c on ¢ décrit C — {0} dans le méme ordre que celui imposée
par la premiére ligne.

1

Exemple 1.5 (Exemple de calcul de tableau standard).
0
01

Soit C' le code [5,2], de matrice génératrice G = ( (1) 1 (1))

00000 | 10110 | 01011 | 11101
10000 | 00110 | 11011 | 01101
01000 | 11110 | 00011 | 10101
00100 | 10010 | 01111 | 11001
00010 | 10100 | 01001 | 11111
00001 | 10111 | 01010 | 11100
11000 | 01110 | 10011 | 00101
01100 | 11010 | 00111 | 10001
10001 | 00111 | 11010 | 01100

On a bien 8 lignes, et 2° colonnes, on peut s’arréter.
On cherche dans ce tableau le mot y recu, et on cherche le coset leader cor-
respondant et la différence entre les deux est le mot de code le plus proche.
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CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES CODES CORRECTEURS

,—[Algorithme 1.1 (Décodage par tableau standard).} \

Principe :
Soit y € IFy on cherche la ligne (ou coset) qui contienne y.
Soit e le premier élément de la ligne (coset leader), ie c’est un
mot de plus petit poids tel que y — e e C.
Alors ¢ = y — e est un mot de code le plus proche de y. (on a
pas nécessairement unicité)

Propriétés 1.3 (Unicité du décodage).}

d—1
Il existe au plus un coset leader de poids < lTJ dans un coset.

Démonstration.

_1Jetw(x2)<[d;

Alors w (7 — x2) < w (1) + w (—23) < d donc x1 = x4 O

Soient 1, x5 tels que w (z1) < | etz —a0eC

2 Décodage par syndrome.

Soit H une matrice de controle de C.

Soient x,y € F; on a :
2Ry < H-'x=HY

(On rappelle qu'on note le syndrome de z H -' z =: S (z)) En effet :

TRyesy—xeC
s H!'(y—2)=0
H'zs=H"'y

Construction du tableau :
1. Sur la premiére ligne on a le mot nul et son syndrome. (vecteur nul)

2. Chaque ligne suivante commence par un mot de plus petits poids dont
le syndrome n’apparait pas dans le tableau.
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CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES CODES CORRECTEURS

=)

Exemple avec : G = (1 (1)

1
0 10)etH= 1
0

1

o O =
O = O
_ o O

1
0

e, coset leader | 'S (e)
00000 000
10000 110
01000 011
00100 100
00010 010
00001 001
11000 101

on calcule le syndrome de 11000, on trouve 101 comme syndrome, il n’est
pas dans le tableau, on I’ajoute.
idem avec 10100, on trouve 010, il est dans le tableau, on ne ’ajoute pas...

,—[Algorithme 1.2 (Décodage par syndrome).} \

Soit y € Fy. on calcule S = H 4, on cherche dans le talbeau un coset
leader e de syndrome S.
Alors y — e est un mort le plus proche de y.

Exemple 1.6.
Soit y = (1,1,0,0,1) e F5.
Le syndrome de y est :

[ QS
+
i )

0 1
+{o]=1[o
1 0

Le coset leader du tableau ayant le méme syndrome est (0,0,1,0,0) donc un

mot de code le plus proche est ¢ = (1,1,1,0,1)
3—1
Il y a unicité de ce mot de code le plus proche car w (e) < [TJ

IV Codes de Hamming

But : Construire une famille infinie de codes linéaire 1—correcteurs d’er-
reurs.
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CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES CODES CORRECTEURS

Idée : on prend 2" — 1 colonnes, et r lignes, les vecteurs sont de (Fy)"\ {0}
Soit r un entier non nul, soit n = 2" — 1
Le codes de Hamming H, de longueur n et le code binaire linéaire de matrice
de controle H € M,.,, (F2) dont les n colonnes sont les n vecteurs non nuls
de (FF3)" rangés dans un certain ordre.
C = {mG,meF5} = {ceF5|H ' = =0} Soit j € [1,n] la j—éme colonne
0
de H est :
0

ou les 5(1j ) sont définis & D'aide de la décomposition en base 2 de j.

0000 --- 1
H = 00 1

0110 :

1010 1

r—1
; G oi
J= g2 2%
;) ~—
€{0,1}
Les colonnes de H sont non nulles et distinctes 2 a 2. (i # j = (5? ). el )> #

(ggi) . ~€,(f)>)

De plus (1,1,1,0--- ,0) € H, donc la distance minimale de H, est 3.

Rg(H)=r

Donc H, est un code [2" — 1,2" — 1 — 7, 3].
M =2
(n, M,d) = [n, k,d] avec k = log, (M)

Exemple 1.7.

0001111
Hs est définiepar H= {0 1 1 0 0 1 1
1 01 0101

Décodage :
Soit ¢ € C soit y € Fy tel que d (y,c) < 1.
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CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES CODES CORRECTEURS

On veut retrouver ¢ connaissant y.

Soit S = H 'y.

SiS=0alorsyeCetc=y.

Si S # 0 alors c est tel que d(y,c) = 1.

Doncy=c+eoueeclFyetw(e) =1
S =H'y=H'c+H'e
1 —— =

connu =0 H;

H; j—éme colonne de H ot ¢ est tel que :

€; = 1
{Vj e [1,n]\{i},e; =0

,—[Algorithme 1.3.] N

Entrée : H, youy est tel que y =c+eavecce Cetw(e) =0
ou 1, (c et e inconnus)

Sortie : ¢
1.S—H'y
2. Si § =0, alors rendre y

3. Parcourir les colonnes de H jusqu’a trouver i € [1,n] tel
que H; = S.

4. Rendre (y —e)one=|0,---, 1 ,0---,0

i—eme
posititon

J

On peut améliorer le point 3 de l'algorithme par les codes de Hamming :
SiS#0,3ie[l,n] S—H,.

r—1
De plus, par construction, ¢ = Z e x 2
. 1=0
el
ou Hz = :
0

Pour retrouver 7,il suffit donc de calculer :

|
—_

r

Sr—l X2l
0

! €{0,1}
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CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES CODES CORRECTEURS

S
ouS = | : [avecS; e Fy Correction de l'algorithme (point 3) pour l'amé-
S,
liorer : )
i > Sy 2
1=0
Exemple 1.8.

1. y=(1,1,1,0,0,0,0)

0001111
H=10 1100 11
101 0101
r=3
0
S=H'y=10
0
donc ye C.
2. y=1(1,1,1,0,0,1,0)
1(€F2>
S=H"'y= 1
0

donci=0-20+ 2 2'41.22-6
—
eN
Donc e = (0,0,0,0,0,1,0) et c = (1,1,1,0,0,0,0)

Exercice 1.1.

1. Montrer que la code de Hamming est parfait.
n=2"—1,k=2"—1—rett=1.

t
Mci(@-1)y =2t
1=0

t
Y Ci=14n=2=2"*
=0
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CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES CODES CORRECTEURS

Remarque 1.5 (Tableau standard).

3. Soit o dans For Tacine primitive (2" — 1) —iéme de 1.
On définit le code C par :

C ={ceFi|c(a) =0}

r—1
ot ¢ — (co,+ ,¢n) 00 c(a) Z cia' Montrer que C est un code
i=0
[n> n-—-r, 3]2

V Codes de Golay

Le code de Golay linéaire étendue Gy4 a été utilisé par les sondes Voyager

I et IT (1979 — 81) pour la transmission de photos de Jupiter et Saturne.
Il a pour matrice génératrice G = (I19A) ou :

et B € M1 (Fy) est une matrice dite circulante définie par sa premiére
ligne :

O = =
=
—
=
—

=1
—

I—‘H)—‘b
—
O = o
o o~
2
o o o3
—
*®
—

N =)

— o B
e
—
— —_= o0
=

_ O RN
— O O
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CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES CODES CORRECTEURS

ou les carrés modulo 11 sont : 1,4,9,5, 3.
vje{lv 711}

B {1 si (j—1=0) ou (j — 1 carré modulo 11)
ij =

0 sinon

1 sii+j—2=0o0ui+ 75— 2 est un carré modulo 11
donc Bz] = X
0 sinon
r—[Théoréme 1.3.} \

Soit C' un code binaire [n, k, d], et soit G une matrice génératrice de
C.

Si les lignes de G sont orthogonales entre elles, et si les poids des
lignes de G sont multiples de 4 alors les poids des mots de C sont
multiples de 4 et C = C* (le code est inclus dans son dual)

Démonstration.

1. Soient deux lignes u et v de G alors (u,v) = 0.
Tout mot de C' est une combinaison linéaire des lignes de G.
Donc Vx,y e C
(x,y) =0
donc Yz € C ce C*
C* = {w inF3|¥y € C,{z,y) = 0}
2. Montrons que le poids de la somme de deux lignes de GG est multiple

de 4 :
Soient u, v deux lignes distinctes de G :

w(u+wv) =#{ilu; +v; =1}
= # {ilu; = 1} = #{t|lu; = L,v; = 1}
+# {ilv; = 1} — # {ifu; = 1,v; = 1}
wu+v)=w) +w(v) —2ux*v

o ux*v = F#{iju; =v; = 1}
n

Or <u,v>=0=2uivi = 2 1
i—1

ui=1,vi=1
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CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES CODES CORRECTEURS

Donc # {iju; = 1 =v;} =
De plus w (u) = 0[4] w (v
lignes de G)

Donc w (u +v) = 0[4] Par récurrence sur le nombre r de lignes, on
obtient que le poids de la somme de r lignes de G est = 0[4].

0[2] donc 2u = v = 0 [4]
) = 0[4] (par hypothése car u et v sont des

]

On va utiliser ce théoréme pour déterminer la distance minimale de Goy (
sans faire la liste de 2'2 mots de Gyy)

On remarque que le poids des lignes de G valent 12 ou 8 et que les lignes de
G sont orthogonales entre elles.

Donc, d’aprés le théoréme, g = 0[4] et Goy < Gy
dim12  dim24—12=dim 12

Doncg=8ou4etg24zgrj4

Conséquences : soit H = (tA\I 12), H est une matrice génératrice de 92l4 donc
H est une matrice génératrice de Goy

G = (I3]A) et H = (tA|]12) = (A|l12) sont des matrices génératrices de Goy
donc

Gos = 1 (a]zd) |z € Fy’
~—

zG

(yAly) |y € F3?
—

y-H

Supposons qu’il existe un mot de Goy, ¢ de poids 4. ¢ est une somme de r
lignes de G :

dz,c = (z|zA)
—
G

avec w (x) = r.

Nécessairement r < 4

Sir =4 alorsw(x) =4 et w(zA) =0 or ¢’est impossible car A est inversible
(42 = 1)

Sir =3, alors w(z) = 3 donc w (z"A) =1

Or 3y € F3? tel que ¢ = (yA|a)

= yA

TA =1y
w (y) = 1 : impossible car les poids des lignes de A sont 11 ou 7.
Sir =1 : alors ¢ est une ligne de G : impossible car les poids des lignes de

Donc donc w (y) = 1 et w(yA) = 3, yA est une ligne de A car
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G sont 8 ou 12.
Sir =2 alors:

cC=01+Gg;

ol g; désigne la :—eme ligne de G et @ > 1

ouc=gy+g;oui>2

ouc=g;+gjout#j3<1i<jMatrice a finir voir feuille

w (g1 +g2) =8# et w(gs + ¢gi) =8 # 4 pour i > 2.

w(ga + g3) =2+ 6 = 8 et on vérifie w (go + h;) = 8 # 4 pour i > 3.
Conclusion : Gy, ne posséde pas de mot de poids 4.

<
Or d<8
dEO[4]
Doncd =8

Exercice 1.2.

On appelle Goz la code de Golay binaire, il est obtenu en otant une coordonnée
(la derniére) auz mots de Goy.

Montrons que Gog est un code [23,12,7], parfait.

3

D Chy=1+23+Ch+C3y

o 23-22 23-22-21
> T T 32

=14+23+253+23 x11x7

=277+ 1771

= 2048

=21

—1+23+

Décodage
Go4 est un code binaire 24,12, 8], de matrices génératrices (et de controle
car ce code est auto-dual) :

G = (I12|A), notons A; la j-éme colonne de A

et H = (A|[12) = (tA|[12).
et A=t Aet A' A= A% = I, de plus sa distance minimale est 8.
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CHAPITRE 1. GENERALITES SUR LES CODES CORRECTEURS

Soit ¢ € Goy soit e e= | x|y | € Fo* avec w (e) < 3 (e w(x) +w (y) < 3)
1253
Soit r =c+ e, on a 4 cas :
— w(z)=0

—w(z)=1,w(y)=1o0u?2
—w(x)=2w(y) =1

—w(y) =0
Notons les syndromes suivants :

S=H'z=H'c+H'c=A'z+"y
—
=0

T=G'r=G'c+Gle="z+A'ly
N
0

On verra dans un lemme que :

w(r)=0<w(s)<3

et
w(y) =0<0<w(T) <3
Lemme 1.1.
w(z)=0<w(s)<3
2 w(y) =0=0<ew(T) <3
Démonstration.

Siw(x) =0alors S ="y
Or w(z) + w (y) < 3 donc w(s) < 3.
Siw(x) #0

w(s) =w(zA) +w(y) —2(xA) =y

>8 car z#0 =3
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Lemme 1.2.

Supposons que w (s) > 3 et w (T) > 3 alors I'une de ces situations
est réalisée :
— Jje{l,---, 12} w(T — A4;) € {1,2}.
Dans ce cas y = ¢; et x =" T —" A;
—Fje{l, 12} w(S— A;) e {1,2}
Dan ce cas z = ¢j et y =" S —" A;

Démonstration.
Oaw(s)=w(y)=1louw(x)=2w(y)=1louw(x)=1et w(y) =2
* Supposons 3j € [1,12] T'= A; = 0.
Alors ‘o + Aty = A'le;
Donc ‘oz = A (ty +! ej) car on est en binaire (donc — = +)
Nécessairement y # e; sinon x = 0.
(y+e€j)-G=(y+ej|(y+ej)- A) est un mot non nul de Goy donc son
poids est > 8 (distance minimale)
Donc w (y +¢€;) +w((y +e;) A) =8
Or z = (y+e;) A donc w(y + e;) + w(x) = 8.
w(x) <2
C’est impossible car : { w (y) < 2
w (ej) =1
Donc Vj e [1,12] w (T — A;) >0
De méme Vj e [1,--- ,12],w (S —A4;) >0
« :Supposons 3j € [1,12] T = A =1
Soit 2 € Fy? tel que T — A; =" z avec w (2) = 1

(donc w (y + €;) < 3)

fr+ Alty—Ate =tz

donc 'z +'z=A (ty +1 ej)
— Siy=cjalorsx=2="T-"A;
— Siy # e; alors (y + €] (y + e;) A) est un mot de Goy non nul. Donc

N~

(y+e;)-G

son poids est > 8.

Donc w (y +e;)+w((y+e;)A) =8orw((y+e;)A) (x+ 2)
Donc w (y +¢€;) +w(z+2) =8
Orw(e;) =1, w(z)+w(z)<3etw(z)=1
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Donc w(y+ej) +w(rz+2) <z(z)+w(y) +wle)+w(z) <5
Contradiction.
* :Supposons 3j € [1,12] T' = A; = 2.
Soit z € Fy? tel que T — A; =" z avec w (z) =]mb2

e+ Aty—Ale =2

donc 'z +'z = A ("'y +' ¢)
— Siy=e¢jalorsz=2="T-"A;
— Siy # ej alors (y + e;] (y + e;) A) est un mot de Goyq non nul. Donc

. J
g

(y+e;)-G

son poids est > 8.
Donc w (y +e;)+w((y+e;)A) =8orw((y+e)A) =w(r+2)
Donc w(y +¢€;) +w(z+2) =8
Orw(e;)=1w(r)+w(z) <3etw(z)=2
Donc w (y +ej) +w(x +2) < z
Contradiction. Donc y = e

+ : Supposons qu’il existe j € [1,12] w (S — a;) € {1,2}
Alors on montre que z = e; et y =" S+ A;

+ : Supposons que Vj € lbbracketl,12] w (T + A;) = 3
et Vie [1,12], w (S + A;) = 3

w('z+A(e;+'y)) =3

Siy = e; pour k € [1,12] alors T' =" x + Ay, donc w (T + Ay) < 2 :
Impossible car w (T + A;) = 3 Vj

T=zx+ Alyet S="+A".

Donc y # e pour tout k donc w (y) # 1

De méme w (z) # 1.

Contradiction car w (z) =1 ou w (y) = 1
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,—[Algorithme 1.4.} N

Entrée : r,G, H
Sortie : c.
1. S« H"r
2. T —G'r
3. Siw(S) < 3 alors rendre 0 | S |+r
ol
@ y
4. Si w(T) < 3 alors rendre (*T0) + r (les deux derniéres
affirmations découlent du ler lemme)

5. 8135 € {1, - ,12} tel que w (T + A4;) < 2
Alors rendre r + (T +' Ajle;)

6. Sidje{l,---, 12} w(S+4;) <2
Alors rendre 7 + (e;['S +* A;)

7. Sinon il y avait plus que 3 erreurs.

\. J

Remarque 1.6.
Cet algorithme est adaptable a tout code binaire auto-dual de distance mi-
nimale = 8 ayant une matrice génératrice sous forme systématique :

G = (Ix|A)

avec AP A = Ik
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Chapitre 2

Code de Reed-Solomon
généralisés

But : Construire une famille de codes linéaires MDS sur F, ainsi qu’un
algorithme de décodage en temps polynomial.

I Codes de Reed-Solomon généralisés

Exemple 2.1. Construction d’un code [6,4,3],

111111

123456
Rg(H) = 2 et tout ensemble de 2 colonnes de H est linéairement indépendant.
En effet soient o # (B € F;\ {0}

11
a B

Construction d’un code [6,3,4], :

On considére H =

B—a#0

1 - 1
H=|1 2 3 4 5 6
12 92 32 42 52 @2

Soient o, 8,7 € F\ {0} a # B, v # 7,8 #

1 1 1
a B v|#0
od B A2

car o # 3,5 # v, #
C’est la déterminant d’une matrice de Vandermonde (o — ) (e — ) (8 — )
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CHAPITRE 2. CODE DE REED-SOLOMON GENERALISES

Tout ensemble de 3 colonnes de H est donc linéairement indépendant, donc
le code de matrice de controle H ne posséde pas de mot de poids < 3.
Donc d =4 or d <4 (Borne de Singleton) donc

d=14

~ Définition 2.1.] .

Soit [F, un corps fini & ¢ éléments.

Soient n € N* et ke {0,--- ,n}

Soient ayq, - -, des éléments de F, distincts 2 & 2 et non nuls.
Soient vy - - - , v, des éléments de F, non nuls.

Une code de Reed-Solomon généralisé [n, k], est un code linéaire dont
une matrice de controle est :

H =V, D

ol Vn@c ,, est une matrice de Vandermonde rectangulaire définie par :

1 . 1
(03] < [67%
Voha=| @ .
a?fkfl aszfl
et
(%1 0
D® —
0 U,
On dit que a4, -, «a, sont les localisateurs du code.
et que vy, - -+, v, sont les multiplicateurs du code.
Sin = q— 1 on dit que le code est primitif.
SiVie{l,---,n} v; =1 on dit que le code est normalisé.

On note GRS les code de Reed-Solomon généralisé.

Emily Clement page 30



CHAPITRE 2. CODE DE REED-SOLOMON GENERALISES

Pour remarque

U1 (%) Un,
a1V QU9 QpUn
vl . p = s a5y vy,
Ty i Ry Ry,
Exemple 2.2.
1.gq=7,n=6Vie{l,--- 6} =1
k=4Vie{l, - 6} v, =i
1 1 0
H= (1 2 ... 6> ' :
0 6
2.q =8n =06 etk =4 On construit Fg, il nous faut un polynéme

wrréductible de degré 3.

o P est irréductible, de degré 3. Par exemple on peut prendre X° +
X + 1, 4l est irréductible sur Fy car son terme constant est # 0 et il a
un nombre impair de termes.

Soit w e Fy tel que w® +w+1=0

Onaz®=zeta’ =1 '
On considére pourie {1, ,6} o = w'=".
OnaVio; #0

Vi # j a; # o car Uordre de w est 7.

Théoréme 2.1.}

Un code de Reed-Solomon généralisé est MDS

Démonstration.

Soit € un code GRS [n, k,d],.
Soient ay, - -+, ay € F,\ {0} distincts 2 & 2 ses localisateurs.

v, -+, v, € F\ {0} ses multiplicateurs.

On a

d <n—k+1 (Borne de Singleton)
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Montrons que C ne posséde pas de mot non nul de poids < n —k :
Soit H = Vn(fz " D,(l”) une matrice de contréle de C.
Montrons que tout sous-déterminant d’ordre n — k de H est non nul.

U1 0

al ... an

H = .
b e 0 v
ankl ankl n

Toute matrice (n — k) x (n — k) extraite de H est du type :

1 e 1 e 1
(%A 0
A — 5.1 e Bi '
k1 Bi/i 1 :k 1 0 Vi
P gt ke
Avec B1, -+, B,_ distincts 2 & 2.
1 1
Bl R /B’I’L—ki n—k
det (A) = : : : H vy,
- SV
1 Bk
n—k
= <H Bi — Bj) : Vi
i<j j=1
#0
O
[Proposition 2.1.]
Le dual d'un code GRS est un code GRS (ayant les mémes localisa-
teurs).
Démonstration.
soit C un code GRS [n, k,n — k + 1]q de localisateurs oy, - - - , o, et multipli-
cateurs vy, - ,Up
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22 : / / * .
Montrons qu’il existe vy, -+, v, € F tels que :
1 1
] 0
651 O
G = )
_ 0 v
okl L gkl
~ ~~ ()
=Dy,
:Vk(’fl)

. . . i . L
soit une matrice de controle de C*, ie matrice génératrice de (CL) =C.
Notons :

H est une matrice de contréle de C.
Montrons qu'’il existe v}, v/, tels que G -* H = 0 ie que les lignes de G et H
soient orthogonales entre elles.

G-tH@We{l,---,n—kH,Vje{l,---,k},Zaf’l-vl-afflml’:O
=1

(ona Hyy=ai ™ -upet Gyy=al ')
Vie{l,-- n—k}Vie{l, - k)

n

i+j—2 o
Z o v v =0
=1

1 1
U1 0 v}
Qg Qp
. . =0
71:—2 n—2 0 Un, 'U,
ay a,
-
~
ol

Vn(f)Lanf) est une matrice de controle d'un GRS [n,1,n],
Tous les mots d’'un code GRS [n, 1,n]q ont un poids nul ou > n donc tous
les mots # 0 ont un poids égal a n.
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Donc il existe (vy,--- ,v;,) de poids n tel que
vy
VDY | =0
Up
(Vi, v} # 0) O

Exemple 2.3. Code GRS (6,4, 3], de localisateur 1,--- ,6 et multiplicateurs
1, .6
Une matrice génératrice est :

Lo o) (0
1?22 6
13 93 63 0 Ug
ol
1 é L
IR
14 64 6 - vg

Ce qui correspond a VS(%) - D (cd preuve)
vy =+ =uvg =1 est solution (dans F;)

Conséquence : Interprétation polynomiale :
Soit C un code GRS [n,k,n —k + 1], de localisateur ay, - - -, o, et multipli-
cateurs vy, -+, Up
Une matrice génératrice de C est :
G = Vk(,?z) . D)

n
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pour un certain n—uplet de (IF;‘)" v=(vi, V)

C = {mGlm e F’}

( 1 . 1
v} 0
(0%} (7%
= < (mg, - ,mk_l) . tel que m; € Fy
!
\ o ek A
( k—1 k-l ‘ k—1 _ vy 0
= < <Z m;ay, Z miQy, -+, Z mia;) tqm,; e F,
\ i=0 i=0 i=0 0 o
( v} 0
=< (m(ar),m(az), - ,m(a,)) tel que m (X) e F,[X],deg(m) <k —1
0 v
\ n

= {(vim (a1), - ,v,m(ay,)) tel que m e F,[X],deg(m) <k —1}

Exercice 2.1.
Montrer qu’un code GRS est MDS en utilisant la caractérisation polynomiale.

Rappels
Soit C'le code GRS [6,2,5], de matrice de controle :
1
11 1 11 1 2 0
H— 1 2 3 4 5 6 3
I [ S S S 0 4
1?28 3 4 5 6 5

6

ou les coefficients de la 2e ligne de la premiére matrice sont les localisateurs,
et les coefficients diagonaux de la deuxiéme les multiplicateurs.

C ={zeF; tel que H 'z =0}

Une matrice génératrice de C est :
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On a les méme localisateurs.
Soit m € Fz,

mG = (mg + my, mg + 2my, mg + 3my, mg + 4my, mg + 5mq, mg + 6my)

=(f (1), f(2),f3),f4),f(5),f(6))

ou f =ng+mx

Donc C' = {(f(1),f(2),---,f(6)),feF;[X],deg(f) < 2} Vérifions que
la distance minimale de C' est 5 en utilisant :

Le théoréme de Singleton : d <6 -2+ 1 <5

Soit ¢ dans C' de poids < 4, montrons que ¢ = 0

f dans F7 [z] tel que deg (f) <2etc=(f(1), -, f(6)),d<4 donc
(i e [1,6], f () 0} <4

#{i € [1,6] tel que ¢; # 0}

Or deg(f) <2, f € F;[z] et F7 est un corps donc f est nul ou f a au plus
une racine, donc f =0et c =0

Donc Ve e C\{0} w(c) =5 doncd =5

Exemple de probléme si on est pas dans un corps : Z/10Z

Algorithme de Berlekamp-Welch

Soit C' un code GRS [n,k,n —k + l]q de localisateur ay,--- ,a, € F; avec
Vi # j, o; #+ ay
C={(f (o), -, f(an))|f €Fyla],deg (f) <k}
d—1

On suppose que d (= n — k + 1) est impair et on note t = —5

Soit ¢ = (f(aq), -, f (o)) avec feF,[x] et deg (f) <k

Soit 1 € [y tel que dy (c,r) <t

Etant donné r on chercher a retrouver f.

Onnote I ={ie{l,--- ,n},c; #r;}

Ona|l|<t

na f(a)=r;pourie{l,--- ,n}\l ou f est inconnu, et o;,r; connus.
Pour retrouver f on va construire deux polynémes Qo (), Q1 (x) tel que :

Vie{l,---,n},Qo(a;) =1 Q1 (v)

ot deg (Qo) < n—t,deg(Q1) < t+1 et on va déduire f (z) a partir de Qo ()
et Ql (J])
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1. Construction de Qg et Q1
On cherche Qg et Q1 tels que :

Vie{l,---,n},Qo () =r; Q1 () (1)
deg (Qo) <n —t (2)
deg (Q1) <t +1 (3)

(1) : n équations, (2) n—t inconnues, (3) : ¢ + 1 inconnues (donc n + 1
inconnues dans le systéme)

On a un systéme linéaire & n équation et n + 1 inconnues donc il
posséde nécessairement une solution.

2. Construction de f & partir de Qg et ()4
Considérons le polynome ¢ (z) = Qo (z) — f (z) Q1 (z) € F, [x].
Montrons que ¢ = 0

deg (¢) < max [ deg (Qo), deg (f (x)) +deg (@1 (x))
—_—— AN v

v v
<n—t <k <t

<max(n—t,k+1t)

deg(¢p) <n—t

Vielr; #f(a)
Vie{l,--- ,n}\I r,=f(a)
I={ir; # f(ay)} |I| <t
De plus Vi € [1,n]
Qo (i) = 7iQ1 () = 0
Donc Vi € [1,n]\/

Qo (z:) — f (i) Q1 () =0

Vie{l,--- ,n}\I,Q(a;) =0

¢ a au moins n — t racines (car [{1,--- ,n}\I| =n —1t)
Or ¢p e F, [ X] F, corps donc ¢ =0

~ Qo(z)
Donc f (x) = 01 (2)
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Remarque 2.1.
Les équations

{Vz e {1 }

Qo (i) = 1iQ1 (i)
peuvent s’écrire :

fQo =P - [F]

deg (Qo) <n—t

deg (@) <t+1

P (o) =r;,deg(P) <n

n

F=H(az—ai)

et on peut calculer Qg et Q1 en appliquant l’algorithme d’Euclide éten-
due a F' et P

Exemple 2.4.

C={fM) 12, f6)[f e Fr[z],deg (f) <2}

C est un code [6,2,5],, C est 2—correcteur d’erreurs.
flz)=—x+2

¢=(1,0,6,5,4,3)

e =(0,2,0,3,0,0)

r=c+e=(1,2,6,1,4,3)

Connaissant r on souhaite retrouver f.

On cherche Qo, Q1 € F7 [x] tels que :

A

Soit :

fQ(]( )—Ql( )=0=a0+a1+a2+a3—b0—b1—b2
0(2)—2@1( )—O=q0+2a1+4a2+a3—2(b0+2b1+4b2)
6 équations <gz 83_6@1(()) =0=--
Qo (5) = Q1 (5) =
[ Qo (6) — Q1 (6) =

Avec deg (Qo) < 4 et deg (Q1) < 3

Qo = ag + a1z + asz? + azz®
Ql = bo + bliL' + ng2
7 inconnues!
Ce systeme a pour solution X - (5,6,6,1,6,6,6) A € F;
5+ 6z + 622 + 23
f= 2
S e A

=—(z+5)=—x+2
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II Codes de Reed-Solomon

Les codes de Reed-Solomon sont des codes GRS particuliers.

r—[Déﬁnition 2.2.] N

Soit ¢ une puissance d’'un nombre premier et soit n un entier divisant
qg—1

Soit o un élément de F, d’ordre multiplicatif égal & n. (donc o™ =1
et Vie{l,---n—1},a" #0)

Un code de Reed-Solomon [n, k| , est un code de Reed-Solomon gé-
néralisé de localisations :

et de multiplicateurs :

Vj =0V j=1...n

Le code est dit primitif sin =¢q — 1
Le code est dit normalisé si b =0

\. J

Une matrice de controle est :

1 0
1 . 1 ol
1 « a? a1
- |1 o? ol 02—
: 0
1 an—k—l . a(n—k—l)(n—l) .
0 Oéb(n_l)
1 aob - ab(nfl)
ab+1

1 b+n—k—1 b+n—k—1)(n—1)

(0% Oé(

Exemple 2.5. ¢ = 2*,n = 15 Polynéme irréductibles de degré 4 sur
Iy

ne s’annulant par en 0 et 1

ne sont pas divisibles par X* + X + 1
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Pas divisible par z et par X +1 : X+ X3 +1, X'+ X2 +1 = (352 + X + 1)2
X X4+, X'+ X+ X2+ X +1

Fou ~Fo [X]/ (X" + X +1)

Soit a € Fou tel que a*+a+1=0

Onaa® =1

B #lecarat+a+1=0et X*+ X +1 est irréductible sur Fy

A’ =at-a=(a+l)a=a’+a#1

On a donca® =1,a® # 1 et a® # 1 donc o est une racine primitive 15—eme
de 1.

Prenons b=3 et k =13 :

1 1 1 - 1
H = (1 a o a“‘) - diag (17043,@6,049,0412’ 1,a3,a6,a9,a12, 1,. )
(5 blocs.)
Interprétation polynomiale
1 ab a2b - ab(nfl)
1 ab-i—l .. .. a(n—l)(b+1)
H - | .‘ ‘. . :TL_
1 o (@) o (o)™
i OébJr'd72 Oé(nfl).(b+d72)
d=n—-k+1

C = {c mIFZ|H-tc = O} c=(co, +,Cn1)
co + 1 (ab) + ¢y (ab)2 + ot Gt (0/’)”71

co+ ¢y (ab+1) te (ab+1)2 PR (ab+1)n—1
H'te= ‘ N .
’ Ccot+C1 (Oél> + Co (Ozz)2—|-...+cn_1 (az)” 1
co+ 1 (P 2) 4y (272) 4 gy (PR
c (ab)
e c (ab+1)
c (ab;rdf2)
ol C(:E) =ct+czr+---+ Cn_1$n—1 donc :
H-tCZO@c(ab) =c(ab+1) - ... :C(ab+d—1) —0

< g(2)e(2)
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bd—2
oitg(x) = | | (a0
i=b
De plus g (x) | — 1 : on a un code cyclique.
Remarque : ce Fy < c(x) e F, [X]/ (2" — 1)
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Chapitre 3

Codes cycliques

C’est une sous-classe des codes linéaires, et ils sont plus facile a encoder.

I Définition et propriétés

[F, désigne un corps fini & ¢ ¢léments, et n un entier non nul.

Définition 3.1.]

Un code linéaire C de longueur n est dit cyclique si toute permuta-
tion cyclique d’un mot de code est dans C.

Explication : Si on note les mots sous forme de n—uplet (la numérotation

commence a 0) ¢ = (¢o, -+ ,¢p1) €C
Alors ¢™ = (¢y—1,¢0,*+ ,Cn2) €C
(Fq)n < F, [X]., A Fq [X]/(X"—l)

c=(co, ,cn1) < c(X)=co+ -+ X" o c(X)=c+a X+ +cp X!

On associe & ¢ € C le polynéme ¢ (X) € Fy [X], ;).
On associe a ¢™ € C le polynéme

— -1 — -1
F(X) =1+ X + -+ s X = X A X+ F X

42



CHAPITRE 3. CODES CYCLIQUES

Définissons :
C(X) = {Co +a X4+ cn,lyn_l\c = (coy -+ ,Cn_1) € C}

On a une caractérisation des codes cycliques :

C cyclique < Ve (X)
< Ve (X)

eC
eC

Soit C un code linéaire de longueur n sur F,.
C est cyclique ssi C (X) est un idéal de Fy [X]yn_y)

Démonstration.

Montrons que : ¥a (X) € Fy [X];yn_y), e (X) € C(X)

a(X)e(X)eC(X)

C est cyclique donc V¢ (X) e C (X), X¢(X) e C(X)

donc X (X -¢(X)) e C(X)

donc..Yie N X'¢(X) e C (X)

Or, C est linéaire donc Va (X) = ag + a1 X + -+ + ap 1 X" 1 € Fo [X] xn )

a(X)e(X)=apc(X)+a Xe(X)+ - +a, 1 X" 'e(X)eC(X)

<~

Comme C (X) est un idéal de F, [ X1/ (xn 1)

Ve (X)eC(X), X -2(X)eC(X)

]

L’anneau ¥, | X|, +._;y est un anneau non intégre dont tous les idéaux sont
a Ay xn1)
principaux, ce qui va permette de caractériser les codes cycliques.
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r—[Théoréme 3.1.} N

Soit C un code cyclique de longueur n sur F,

Soit C (X) l'idéal associé & C (dans Fy [X] ) xn_y))

Soit g (X) un polynéome de C (X) de plus petit degré et unitaire.
Soit r son degré.

(X) engendre C (X) (comme idéal de F, [X]/xn_1) )

est I'unique polynéme unitaire de degré r tel que g (X) €

Démonstration.

1. Soit @ (X) e C (X).
Effectuons la division euclidienne de a (X) par g (X) dans F, [X]

a(X) =g(X)-Q(X)+ R(X)

avec Q (X),R(X)eF,[X]et R(X) =0oudeg(R(X)) <r
Onaa(X)-g(x)- QLX) -R(X)
\/_/ ——
C( ) eC( ) €Fq[X])xn_1)

donc R(X) e C (X)

Or r est le plus petit degré des polynomes non nuls de C (X) donc

deg (R (X)) =rouR(X)=0

Or R(X)=0oudeg(R(X)) <rdonc R=0ecta(X)=7(X)Q(X)
2. Soit ¢’ (X) tel que deg (¢’ (X)) = r , ¢ (X) unitaire et ¢’ (X) € C (X)

7(X)—g¢ (X)eC(X)etdeg(g—g) <r et par définition de r :

g—9 =0
3. Effectuons la division euclidienne de X" — 1 par ¢ (X) dans F, [X] :
X" 1= g(X)Q(X)+ R(X)

avec @ (X), R(X)
Onal=7(X) Q(X)+R(X)

Donc R (X) e C(X)
Donc R =0oudeg(R) =7
donc par définition de R, R = 0.
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Dans la suite on identifiera :
mn
c= (0, " ,;cn1) EF

et
o+t X" eFR, [XT)xn 1y

On note € (X) = {¢(X) € By [X],n_y le e C}

Exemple 3.1.

1. Soit n e N*.
X —1|X" =1 dans Fo [ X] donc X +1 engendre un code cyclique C de
longueur n sur Fy
Soit x € Fy

ceCe X +1lc(X) dans Fy [X]

<c(l)=0
<ctc+ -+ =0 dans Fy
1
< C= (007"' 7Cn—2)' -[n—l
1
donc C est un code de parité [n,n —1,2],
n—1
2. soit n € N*, soit g (X) = Z X'eFy[X]
i=0
gX) X" +1car X"+1=(X+1)g(X)
Soit c e Fy
n—1
ceCc>ZXi|c(X)
i=0
Or deg(c(X)) <n—1 donc
n—1 ‘
ceCec(X)=X-) X' onAe{0,1}
i=0

<c=(0,---,0) ouc=(1,---1)

C est un code de répétition [n,1,n],
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CHAPITRE 3. CODES CYCLIQUES

3 n="7q=2
X7 41, comment factoriser ?

7=2"-1

Or on sait que X?" — X = H f

firré
deg(f)=d,d|n

Done X¥' 71 —1 = H f

firré, f#X
deg(f)=d,d|n

Les irréductibles de degré 3 sur Fy :
X?4+7 41

X+ X241, X3+ X+1

Donc :
X'+1=(X+1)(X+X+1) (X’ +X*+1)

Les codes cycliques de longueur 7 sont engendrés par :
LX+L,X3 4+ X+, X34+ X2+, (X +1)(XP+ X +1), (X +1)(X3+
X24+1),(X°+X+1)(X°+X*+1), X" +1
Notons C le code cyclique de longueur 7 engendré par g(X) = X° +
r+ 1.
Soit c € 7

ceCes X+ X +1|c(X)

Soit av € Fas tel que :
P +a+1=0
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X+ X+1=(X+a)(X+a”) (X+a)

ceCe X+ X +1|c(X)
< (X +a) (X +a%) (X +a)[e(X)
(X + ale(X)
<< X +a?|c(X)
(X + a'le(z)
(¢(a) =0
= 4 c(aQ) =0
kx(o/l) =0

< c(a) =0 car on est sur Fy[X]

scep+eaa+-cga® =0

@co+cla+02a2+63(a+1)—|—c4(a2+a)+c5(a2+a+1)+06(a2+1)=0

s (cg+ez+es+cg)+(er+ces+estes)at (cat+ces+ces+cg)a=0
co+cg+cs+cg=0

S qc+est+ceg+es=0

Co+c4+c5+cg=0
1001011

< |01 01110 =0
0010111

A permutation des colonnes prés, on obtient la matrice de controle du
code de Hamming Hs

— o
I
—

[\

w

a+1

a? +a

W~

[
Ql\')
_|_
Q
+
—_

QLR R, RR ], &8
I I

e

[\

+

—

-3
[
—_

4. Soitn € N* tel que n|g—1, k € [0, n] et a une racine primitive n—iéme
de l'unité dans IF.
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Soit b e N et on prend le polynome :
g(X)= (X — ozb) (X — ab+1) (X _ an—k—1)

g(X) divise X™ — 1 (donc X —a'|X" —1 pourb<i<b+mn—k—1
et o # o pouri#je{b - b+n—Fk—1}

g (X) engendre un code cyclique C de longueur n

Vee Fy,

ceCeg(X)le(X)
@c(o/) =0,Vie{b,---,b+n—k—1}

- N (ab)"ll Co
_ 1 ottt o (ab+1)”— .
i bkl -1
C est un code de Reed-Solomon de localisation (1,a, e ,a”_l) et de

multiplicateurs (1, - ’Oé(nﬂ)b)

II Matrice génératrice et matrice de controle.

Soit C un code cyclique de longueur n sur F,, de polynéome générateur
g (X) avec deg (g (X)) = r
On note k€ N* tel quen —k =r
Les mots g (X),Xg(X),---, X" g (X) sont des mots de C et forment une
base.
En effet ils sont linéairement indépendant (forme échelonnée en degré)
Soit ¢ (X) € C(X), soit m (X) tel que ¢(X) = m (X) g (X) avec deg (m) <
n—-r—1<k-1

c(C) =mog (X) + -+ +mp_ 1 X" g (X)

Donc cette famille est génératrice, comme elle est libre, (g, Xg,---, X k_lg)

forme une base de C. ne matrice génératrice en prenant (1,X g, X "_1)
comme base de départ et g(X),--- X* g (X) en base d’arrivée :

g g1 - - g 1 0 o 0
0o . .1 0 -0

0
0 90 Gr—1 1
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Onac=mGoum= (mg, -, my_1)
C est un code [n, k],

C ={mG|me IF';} =<m(X)g(X)|m(X)eF,[X], deg(m(X))k
—_—
deg<n
Autre matrice génératrice
Ona:X'=g(X)Qi(X)+R;(X)pour 0 <i<k—TlavecdegR; (X) <n—k
X' —Ri(X)=9g(X)Qi(X)eC(X) et (X —R; (X))Osigk—l est libre.
Donc une matrice génératrice de C est du type :

—Ry
-R;

—Ry1
en prenant pour base de départ (1, L XTTE X ,X"_l).

Exemple 3.2.
g—2n—-T,9g=X>+X+1
Premziére matrice génératrice :

1101000
G:()110100
0011010
0001101

Deuzxieme matrice génératrice :

X mod X’ + X +1=X+1

Xt mod X*+X+1=X?+1

X’ mod X’ +X4+41=X>+X%? mod X3+X+1=X>+X+1

X% mod X?+X+1=X"+X> mod X*+X+1
—X?24+1+X% mod X3+ X +1=X%2+1

1101000

, ot tot100).

G=1111001 0% 1=9@)rX)
1010001
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Soit h (z) € F, [X] unitaire de degré k tel que :
h(X)-g(X) = X"

Le polynéme h (X) est appelé polyndéme de controle.
Soit ¢ € C, soit m (X) € F, [X] tel que :

Alors ¢(X) - h(X) = m(X) - g(X)h(X) = m(X)(X"—1) = 0 dans

Fo [X]/xn1)
YeeC

Soit a(X) = c(X)-h(X)= ) aX'
Onaa(X)=0[X"—1]ctVie0,n+k—1]:

L’indigage équivaut a : max (0,l —n + 1) < i < min (k, 1)

n—1 n+k—1

a(X) = DjaX'+ 3 X’
" .
= Z a; X"+ Z Uy i X"
;i? i n—1
= (a; + ajyn) X +ZCLZ X'[X"—1]
i=0 i=k

NB : degré de a? g est de degré au plus n — k, donc h est de degré au plus k,
comme ¢ = (cg, -+ ,Cy_1) c est de degré au plus n — 1 donc ¢ h est de degré
auplusn+k—1

Onaa(X)=0[X"—1] donc :

k—1 n—1

Z (Az + ai+n) X'+ Z aiXi =0

i=0 i=k

En particulier VI € [k,n —1],a; = 0

Vke [k,n—1],a, = Z hi ¢

max(0,l—n+1)<i<min(k,l)
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Vie{k,--- ,n—1}:
Donc { &
Zhi'cl—izo
i=0
On a donc Vee Fy - (onvadel=Fkan—1

he hp_y -+ hg 0O --- 0
0 hy - he O -+ 0
0 0 hy +++ hg O .- 0 Co
ceC=| . N
: SO e
0
0 0 hy ho
r—[Théoréme 3.2.} N

Soit C un code cyclique de longueur n, dimension %k et polynome
générateur g (X) (deg(g) = n — k, g unitaire).

Soit h(z) = X¥ + .- + h X + hg le polynéome de controle de C.
Une matrice de controle de C est :

1 hpqy -+ hg O .- 0
0 1 o hge O -+ 0
0 O 1 -+ hy 0 - 0 Co
1
0
0 0 1 ho
Démonstration.

— H posséde n—Fk liges linéairement indépendantes, donc Rg (H) = n—k
— Ve inC H ' c =0 (daprés (x))
Donc C est inclus dans le code C’' de matrice de controle H.
— dim (C) = k, dim (C") = dim (ker (H)) =n— (n—k) =k
— Conclusion : C =’
O

Remarque 3.1.
Le dual de C a pour matrice génératrice H, C' est donc un code cyclique de
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longueur n et de polynéme générateur

1
L4 hpoy X + o+ XM g XP = X*h (—) k
polynéme réciproque de

1
On a bien X*h (—) | X" —1.
h

X
En effet g(X)-h(X)=X"—1 donc

Exemple 3.3.
1. g =2 g(X) = X +1C code cyclique de longueur n et polynéme
générateur g.
n—1
Le polynome de controle de C est h(X) = Z X' (h(X) g(X) =
i=0
X"-1)

Le dual de C est le code cyclique de polynome générateur :

1
X" 1h (Y) = h(X) (code de répétition)

2.g=2,n=79g=X+X+1
(XT+1) =(X+1) (X’ +X+1) (X°+X*+1)
h=(X+1) (X°+X*+1)

=X+ X634+ X+ X+ X%2+1
= X'+ X?+ X +1

o~ o
_ o =
S = =
— =
—_ —_ O
_ o O

1
Une matrice de controle est H = |0
0
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IIT Factorisation de X" — 1.

On suppose que n et ¢ premiers entre eux.(alors X" — 1 est sans facteur
carré).
On veut factoriser X™ — 1 sur une extension de [F, en produit de facteurs
linéaires.
Pour cela, on va chercher le corps fini (extension de IF,) contenant les racines
n—iéme de 1.
Soit m le plus petit entier non nul tel que n|¢™ —1 : c’est 'ordre multiplicatif
de ¢ modulo n.
alors : X" — 1| X" 7' — 1
donc les racines de X" — 1 sont dans Fym
soit o une racine primitive n—iéme de 1 dans Fym.

n—1
Doncona X" —1 = H (X — o) (factorisation dans Fm [X]

i=0
On va chercher a rassembler les facteurs linéaires pour obtenir une factorisa-
tion dans F, [ X]

r—[Déﬁnition 3.2.] N

Soit s € {0,---,n—1}
La g-classe cyclotomique de s modulo n est :

mod n mod n mod n

C(S):{Sa s-q , 3'92,"',3'qms_1}

oil m, est le plus petit entier non nul tel que s - ¢™ ' = s[n] Les

classes cyclotomiques forment une partition de {0,--- ,n — 1}
On définit : .
My (X)= [] (X-d)
1€C(s)

OnaX"—-1= H M, (X) ou s parcourt les représentants des classes
s

cyclotomiques.

\. J

A-t-on une factorisation sur F, [X] en produit d’irréductibles ?
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[Proposition 3.1.]

M, (X) est un polynoéme irréductible de F, [X] (polyndme minimal
de o sur F)

Démonstration.
qu —> ]qu
a +— af

Va e Fym :

o est un automorphisme laissant fixes les ¢léments de IF,.

aelF,<a’=a

Montrons que Vi € {0, ---ms},a; € F,

My (X) = H (X — ') par définition

Montrons que M,s (Q)? = Mys (X9)
et Mys (X7) = i a; X7
O i=0
Mo (X)1 = [] (X =a)*

1€C(s)

- TT (xr-a)

1€C(s)

_ H (Xq_aiq modn)

€C(s)

- [T (x-a)
jeC(s)

- Mas (Xq)

cara" =1

Donc M, (X) € F, [X]
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Soit f irréductible dans F, [X] divisant M, (X)
Or Mos (X) = | (X —a)
1€C(s)
Donc Ji € C (s) tel que f (o) =0
donc i € C'(s) tel que f (') =0et f (') = f(a’) =0 car feF,[X]
donc Jie C(s) :

fl) =1 (Oé‘”')‘

donc Vie C(s), f (o) =0

Donc f = M,s (X) O
Exemple 3.4.

q=2n=7=2"-1

Fos ~ IFy [X]/(X3+X+1)

Soit o € Fos tel que o + o+ 1 =0 alors o’ =1 (o € Fos ), or 7 est premier
donc « est une racine primitive 7-eme de ['unité.

6
X —1=]][(x -0
i=0
C (0) = {0} on aura un polynéme de degré 1
C (1) ={1,2,4} on aura un polynéme de degré 3
C(3) = {13,6,5} on aura un polynéme de degré 3
M = (X —a!) (X3) (X —af)
My = (X —a?) (X - )( —a’)
X'-1=(X-a")(X-a)(X- a2) (X —a*) (X —a®) (X —a°) (X — )
=;((+1 :X3+X+1

M = (X —0®) (X - a®) (X — o)

= X+(043+045)X—|—a (X+a6) =X} +a?X?+aX +a’X?+aX +1
—

=X’ 4+ (& + %) X*+1
= X3+ X241
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Ezxemple avec ¢ =2 et n =15
2t =11[5], 22 = —1[5] # 1[5]

On cherche une racine primitive 5-éme de 1 dans Fas

Fos = Iy [X]/(X4+X+1)

Irréductible de degré 4 :
Pas étre divisible par X ou X + 1 : constante égale a 1 et nombre impair de
terme.
Pas étre divisible pas X* + X + 1.
— X'+ X +1
XX T = (X2 X+ 1)
— Xt X341
— X'+ X+ XP+ X +1
Soit ov € Fos tel que o* + v +1 =0
o’ = o + o donc a racine primitive 15—éme de [unité.
Sig(a) =0, g F,[X]
Alors g(a) =g (a') = =0
g(a') =0VieC(1)
f rréductible € F, [ X] tel que f(a) =0 f = H (X —a)

geFy[X] tgg(a) =0
alors Vie C'(1),g(a') =0« X — o'[g
Soit £ = o ‘
Alors €& =1 etVie {1,--- 4} & # 1

X’ —1=

s

(X -¢)

1=0

C(0) = {0}
C(1) = {1,2,4,3}
X+l=(X-O)(X-H(X-)X-&)(X-¢)=X-1D(X"+ X+ X*+ X +1)
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Chapitre 4

Codes BCH

I Principe (cas linéaire)

On va chercher a construire des codes dont on connait & l'avance une
borne de la distance, tout en restant dans Fs.

On sait : construire une famille de codes binaires qui corrige 1-correcteur
d’erreur de longueur 2" — 1 (r = 2)
On veut : construire un code binaire, 2-correcteur d’erreurs de longueur
2" —1 (dans Fy)
On aura besoin de se placer dans une extension de [Fy.
On rappelle que le code binaire de Hamming, de longueur n = 2" —1 (r > 2),
est défini par une matrice de controle :

(||

ou pour i € {1,--- ,n}, H; provient de la décomposition de 7 en base 2.

Ces colonnes sont les vecteurs non nuls de (Fy)" rangé dans un certain ordre.
A permutation des colonnes prés, on va considérer une autre matrice de
controle H ou on rangera dans 'ordre suivant :

(1 a o - a”_l)eMlyn(Fgr)

ou « est racine d’un polynéme irréductible P de Fy [X] de degré r et « est

d’ordre n.

Exemple 4.1 (Un petit exemple pour r = 3, n = 7).
Matrice de controle du code de Hamming de longueur 7 :

01 1 11
00 e M3 (Fs)
0 1

00
011 11 7
101 01

o7
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Soit v € Fos tel que a® +a+1=0
Considérons H = (1 o o® o® o' o® af) e Mz (Fyp)
Soit ¢ dans le code de matrice de controle H :

6
H'C=O<:>Zci04i=0
i=0
sotaatod+a(lta)ta(ata’)+e(@+a+l)+e(l+a®)=0

e (cg+est+esteg)+(cr+estestes)at(catestesteg)al=0
1001011 Co
<0101 11O0]-|:]=0
0010111 Ce
En prenant la base d’arrivé (1,04, e ,046) et la base d’arrivée (1,a,a2)
Maintenant soit C le code définie sur Fy de matrice de contréle :
H = (]_ o - an—l) € Ml,n (Fgr)

C={ceF3|H 'c=0}

Soity =c+e avecceC etw(e) <1

Soit :
S=H'y=H-'c+H'e
——
=0
0 ste=0
"o sie=|0,---,1,0,---0
iil
,—[Algorithme 4.1.} N

Entrée y tel quey =c+e,ceCetw(e) <1
Sortie ¢
1. S H'y

2. Si S = 0 alors rendre (y)
3. Déterminer i € {0,--- ,n — 1} te lque S = o' Et rendre (y + e)

ote=|0,---,1,0,---0
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Remarque 4.1. Soit ce Fy
OaceCecla)=0< M, (X)|c(X)
Sion prend y(X) =c(X)+e(X) ovw(e) <1 :
1. S - y(a)
2. 518 =0 rendre y
3. déterminer i € {0,--- ,n — 1} tel que S = X'
Rendre (y(X) + X7)

Or M, (X)|X™ — 1 donc C est le code cyclique de longueur n et de po-
lynome générateur G (X) = M, (X) = ppem (M, (X), Ma2 (X)) (c’est un
code BCH)

Pour construire un code binaire 2-correcteur d’erreurs de longueur n = 2" —1
on a ajouter une ligne a H :

H—( 1 a o o ! )
FU F@ e £
Otlf: ]Fgr — ]:FQT‘ A ‘

Soity=c+eavece(X)=X'+X et0<i<j<n-—1

S=H'c+H‘'te
H'te

e o)
T\ )+ (@)

Notons u et v les coordonnées de S.
Si f = Id on n’a pas assez d’information
u=ao +ao

Sif=: 2 — 2? ona: . 4 . .
vzam—i—oﬁj:(oﬂ—i—oﬂ)Q:u

2
u=ao + o’

V= azi + a3j = (0/)3 + (Ozj)3 = (ai + Ozj)3 + e (ai + Oéj)
Ceci équivaut & u = o' + o et ¢ = u® + a'a? - u

Sif: x 2® onobtient: {

. . . i j i g v+ u3
Ce qui équivaut a u = o' + o’ et a'a’ =
u
3
. , ) . v+u
o’ et o’ sont racines du polynome P (z) = 2° + uz +
u
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,—[Algorithme 4.2.}

Entrée : Y tel que Y = c + e et
ceC= {xe]Fg H ‘z=0
—
(%)
w(e) <2
Sortie : ¢

1. S— H 'y, u,v — coordonées de S
2. Si S = 0 alors rendre (y)

3. Si v = u® alors déterminer i € {0,--- ,n — 1} tel que u = o
rendre (y +e)oue= [0, -, %,0--- ,0
En représentation polynomialgl: rendre (y (X) +e (X)) ou
e(X)=X"

4. P—>z2+uz—|—vzu3

5. Déterminer i < j € {0, ,n — 1} tels que P (o) = P (o) =

0
6. Rendre y+e (y (X)+e(X) en représentation polynomiale) ot

e=0,--,1,0---,0,1,0---,0]| (e(X)=X"+ X7)

1 e an_l
(+) : H = (1 o a3(n—1)>
Remarque 4.2.
On utilise parfois le réciproque de P :

3 1
Pr—liuz+ Y ZQ—Z2P(—)
U 7

et on cherche i < j tel que P* (ofi) = P* (ofj) =0
Avantage : Si S # 0 le degré de P* fournit le nombre d’erreurs.

Remarque 4.3.
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Soit c € Fy

o (X) e (X)

<> :
X) et M,
) o3 (X)) [e(X)

@ppcm( (

dwzse Xn—1

C’est donc un code cyclique de longueur n et de polynéme générateur :

9 (X) = ppem (Mq (X)), Mys (X))
= ppem (Mo, (X)), Moz (X) , Mos (X)), Mo (X))

Mo (X), Mz (X)), Mas (X) , Mas (X) sont tous égaus.
i€f{0,--- ,r—1}3=1%x2" modn m=2"-1)

Exemple 4.2 (Exemple pour r = 4).

On consideére o € Fou tel que a* +a+1=0
On a bien :

1. X* 4+ X + 1 irréductible dans Fy [X]
X'+ X+1 mod X =1+#0
car{ X*+X+1 mod X +1=1#0
X' 4+ X+1 mod X2+X+1=1+#0

2 adordrel5 car - a® #0a° =’ +a #1

On considére le code sur Fy de matrice de controle :

- I o - o
B 1 a3 P (a3)4

C’est-a-dire le code cyclique de longueur 15 et de polynome générateurs g (X) =
M)y (X) Mys (X)
Que vaut Mys (X) ¢
(043)5 =1 donc o est racine de X° +1 = (X + 1) (X4 + X+ X+ X +1)
deg M3 (X) =4 car C (3) = {3,6,12,9}
Done Mys (X) = X"+ X+ X2+ X +1
Soity =c+e avecceC ete(X) =X+ XO.

2 6 3
. B t o+« _ [«
Soit X =H "y ((a3)2 n (a3)6> <a2>
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u=a’etv=a’
On veut retrouver e connaissant u et v.

w=a £ v
Soit :

uw+v
U
a® + o?
3
=Z2+a3Z+a—131
o
=7+ a2+ a8
P(a0)=1+oz3+a8
=a’+a® #0
P(a')y=a+a'+a®
=a#0
P(a2)=a4+a5+a8
=a+l+a’+a+a’+1
=0

P(Z)=27°+uZ +

=7+ a’Z +

Comme le produit des racines de P est a®, on a P (aG) =0
On a donc :

e(X)=X"+X°
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IT Définition et théoréme (borne BCH)

r—[Déﬁnition 4.1.]

Soit n un entier non nul, soit ¢ une puissance d’un nombre premier.
On suppose n et ¢ premiers entre eux.

Soit m 'ordre multiplicatif de ¢ modulo n.

Soit a une racine primitive n-iéme de l'unité dans Fym. (ng™ — 1)
Soit b un entier et soit § € N*.

Le code BCH de distance prescrite et associé a a est le code cyclique
de longueur n et de polynéme générateur :

g(X) =ppem (Mg (X)), -+, Myps—2 (X))

=ppem | My (X),ie<bb+1,--- b+—2

N
d—1 entiers

Si b =1 on dit que le code est BCH strict
Sin = ¢ — 1 on dit que le code est BCH primitif.

,—[Théoréme 4.1 (Borne BCH).J

La distance minimale d’'un code BCH de distance prescrite  est au
moins 0

Démonstration.
Supposons que le code posséde un mot C de poids < d — 1

C (X) = CilX’h + CiQXiQ 4+ Cia_lXi(;_l

Cipyr 5 sy € Fq
On veut montrer que

O<i1<i2~-<i5_1<n—1
avec

Vje{l, -+, 6—1},¢, =0

On a g (X) |c(X)
Donc Vi€ {0,--- ,d — 2}
Myos (X) Je ()

Emily Clement page 63



CHAPITRE 4. CODES BCH

donc Vi e {0,--- ,d — 2}

c (abJri) -0
donc : ’
Oéb“ RN abi571 Cil
Q0D btDis—1 Ci, 0
b+<;—2 i (b+6;2)‘ . 0
(a ) SRR o1 Cis_y
1 o 1
all [N Oéifsfl ) )
On a H, = _ . diag (ab“, e ,ab“‘—l)
Q0-Din o -Dis
Notons pour j € {1,---,6 — 1} p; = a¥
I |
proc pao
2 2
OnaleHQ-diag(pI{,~~,pg_l) ou Hy = P Ps—1
4

Or « est une racine primitive niéme de unicité de 1 et 0 < iy < ip--- <
ls—1 <n
Donc Vj #1e{l,---,0 — 1} p; # p
Donc det (Hz) # 0 (déterminant matrice de Vandermonde)
Donc det (Hy) # 0
Cil O
Donc : =|:]doncec=0 ]

Cié—l 0

Exemple 4.3.

1. BCH strict de longueur 15 binaire et de distance prescrite 3 :
Soit v € Fou tel que a* +a+1=0
On a X* + X + 1 irréductible et o d’ordre 15.
Soit g (X) = ppem (My (X)), My (X)) = X* + X + 1 car My (X) =
M, (X)
g engendre un code BCH de longueur 15 et de distance = 3 de dimen-
sion 11 (donc distance <5 par Singleton)
g (X) est un mot de poids 3 donc :
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2. BCH strict de longueur 15 et de distance prescrite 5.
Soit a € Fos tel que a* +a+1 =0, o d’ordre 15.
Soit g (X) = ppem (Mg (X)), Mpz (X)), Mys (X)), Mpa (X))
g (X) engendre un code BCH binaire de longueur 15 et de distance
prescrite 5 donc distance = 5.

(1) = {1,2,4,6}
donc
M, = My = M
et Mys = X* 4+ X3+ X% + X + 1 (cf exemple précédent et CC1)
Donc
gX)=(X*"+X+1) (X' + X°+ X* + X +1)
=X+ X"+ X0+ X+ X+ X+ X!
XXX+ X XXX+
=X+ X"+ X0+ X'+ 1
Le code est donc [15,7,d], avec d =5 par BCH et d <9 (Singleton)
De lus g est de poids 5 donc d =5

IIT Décodage des codes BCH

Soit n € N*, soit t € N et soit § = 2t + 1, soit ¢ une puissance d’un
nombre premier (¢ An = 1). Soit a ne racine primitive n-iéme de 1 dans Fym
(m = ord, (n))

Le code BCH (strict) C de longueur n, de distance prescrite §, associé a a
est le code cyclique de polynoéme générateur :

g (z) = ppcm ]P]‘W[j(] (), -, Ma2 (x) | € F, [X]
C={m(z)-g(x)[m(z)eF,[X], deg(m) <n—deg(g)}
Soit c € Fy :

ceC< g(x)|c(x)
= Vie{l,-,2t},c(a’) =0

Soit ce C :
y(x)=c(x)+e(zr)avecw(e) =1 < t.
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e(z) =D V2", V;eFyY; #0001 0<iy <+ <i, <n-—1.
j=1
OnaVie{l, -, 2t}:

S; = ¢ (ozi) +e (ozi)

T
= > Y, X oit X = a*
k=1

On a donc les 2t équations suivantes :

S1=YXi+--+VX
Sy =YV X7+ + Y, X?

S = VIXZ 4 4 Y, X

But : déterminer r, Yy, --- Y., Xy, -+, X,

Sont connus : Sy, -+, Sy les syndromes.

Elle sont linéaires en les Y; mais polynomiales en les X;.
On a 2t équations, et 2r < 2t inconnues.

~ Définition 4.2. ]

Le polynome localisateur d’erreurs est :

r

o(2) = [[ (1 = X;2) € Fyn [2]

j=1

But : déterminer o (2).
Notation : 0 (2) =1+ s12+ - 5,2

r

1 Premier algorithme : via systéme linéaire

On veut déterminer o (z), et plus précisément les coefficients sy, - - -

de o (z) comme solutions d’un systéme linéaire.

OnaVje{l,--- r} O(Xj_l) =0

Vie{l,--- r}: '
X+ s X+ +5,X =0
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On la réécrit :

XI+1+51X{+"'+STX1:O (XS/1>
X5+1+81X§+"'+S7’X2:0 (X§/2>

X s XI 4+ 45X, =0 (xY;)

En sommant :

Sr+1 + 515+ 8.5 =0

(On rappelle : §; = Z }/;X;)
j=1
On multiplie chaque ligne par Xy, -+, X, :
X{—H +51 X7+ 45X =0 (Xlel)
Xngl +51X5 + 0+ 85X =0 (xY2Xo)

X4 s X+ +5.X, =0 (xY,X,)

Sr+2 + SQST»+1 +- 0+ 5.5 =0
On re multiplie par Xy, -+, X, :

X{'-‘,—l —|—81X{+"'+STX1 = 0 (X}/:lX%)
X5+ 51 Xy 4+ 4+ 85,Xy =0 (XY2X22)

XM+ 51X+ +5,X, =0 (xY,X7)

On obtient : S, 3+ $125,,1+ -+ 5.55=0
On ré-itere pour avoir r équations : donc r fois, jusqu’a obtenir :

Sri1+ 815+ +8.51=0
Srio+ 815841+ +58.5 =0
Srig+ 8150+ - +5.53=0
o Sor + 51514+ -+ 5.5, =0

On obtient r équations linéaires, d’inconnues sy, - , s, :
Sl SQ ce Sr Sy —Or41
Sy 53 - Spp Sr—1 —Or+2
Sy Srpr o Sop 51 —Say
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Vi,je{l,-- r}:
Sij = Sitj-1

— Y v
k=1
= (V Dt V)

,L"j

i1
V= (X/ .
ol { ( ! )K” ST toutes deux inversibles

D = diag (X1Y1,---, X,Y;)
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,—[Algorithme 4.3.}

© 0 N o

10.

11.

Entrée : g(z),a,t,y(x)
Sortie : c(t),m ()
1.

Pourt=1,---,2t:

S;—y (ai)
Sivie{l,---,r} S;=0:
)
Tt
S, -+ S,
y<—11 : :
Sp o0 Sar
Tant que g non inversible, faire :
r<r—1
Sl R Sr
g < :
Sy o0 Sy
Déterminer sy, --- , s, tels que :
Sr —Or+1
gl : | = :
S1 —Sor

o—1+s12z+-+s.2"
Déterminer Xy, --- , X, tels que o (Xi_l) =0
Déterminer 4, --- 4, tels que X; = ali

Déterminer Yi, Y, solution
S5=XY+--+XY

s = 050

c—y— ) V¥
=1
Rentre c/g

de
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Exemple 4.4 (Avecn = 15,1t =2, a* = a + 1).

Faire au préalable la table de o* + a+1 =0

g = ppem (Mg, M2, Mys, M) = ppem (x4 +ax+ 12t +2%+ o+ 1)
Soity =c+e avecceC, ete(x) = 2* + 2°

Si=a’+a%=a?

SQZOéG
Sy =a’+a =a?
54:()412

8_ Sl SQ . a3 CMG
B S2 SS B C¥6 a2

det (y) = a® + a'* # 0 donc r = 2.

On résout :
a® b S9 a? - ad b S9 a?
ol o? S1 at? 0 ot 51 o't
S1 = Oé3
< o +a’
S9 = 3 =
o

On obtient le polynome localisateur :
o(2) =1+a’z+a®?

c(@’)=1+a’+a®=a"#0
oa')=1+a"+a"0#0

a(ag)=1+a12+a11=0

a(a13)=1+a+a4=0

On a donc :

e(x) = 21579 4 15718 = 46 4 42
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2 Deuxiéme algorithme : via Euclide étendu (partiel)

r—[Déﬁnition 4.3.] N

— Le polynéme syndrome est définie par :

2
S (Z) = Z SiZiil
i=1
— Le polynome évaluateur d’erreurs est :

w(z) = ZXiYi H (1-X;z)

Jj=1,7#1i

\. J

,—[Propriétés 4.1.} \

—vWlefl,-,r)
wX ) =xy [ 0-xX7
Jj=1,5#l

— o Aw =1 (0 et wsont premiers entre eux).
— deg (w) <t

But : déterminer o (2) et w (2)

~—

Théoréme 4.2 (Equation-clé).

S (2) o (2) = w(2) [*]

Démonstration.
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2
z) = Z Szt

12:tl ) |

=X (2 YjX}> 7
i=1 \j=1
r 2t

= Z X;Y; Z (Xj2)"
j=1 i=1

= SIXY; par (+)

j=1

Z J Jl_XZ [Z2t]

(+) [Z (ij)H] (1 - X;2) =1["]

i=1

car S (z ZXY H (1-X2)/(0(2) [2*]

1=1,i#7j
donc S (z Z X,Y; H (1—X;z2) [2*]
i=1,i#7j
w(z)

On cherche a résoudre 1’équation-clé :

S(2)o(2) =z (2) [2*]

d’inconnues o (z) et w (2)
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r—[Théoréme 4.3.}

ro = 22t,r1 = S (2)
Uy = 1, u; = 00

Vg = 0,U1 =0
et pour 2 > 1 : tant que r; # 0 :
Tiv1 = reste (Ti—lu Ti)
¢i+1 = quotiet (r;_1,7;)

Ujr1 = Ui—1 — Gi+1U;

Vi+1 = Vi—1 — ;4175

Soit k € N tel que deg (ry) <t et deg (rp_q1) =1t

Alors :
o(z) = vk (2) et w(z) = i (2)
Vk (O) Tk (0)
Démonstration.
On a - Vie {0, -, k}

i (2) = 22 xu; (2) + S (2) x v (2)
En particulier :

(1) S(2) o (2) + 2" up (2) = 72 (2) (x0(2))

Or :
S(2)o(z) =w(z) [2*]

donc, il existe u (z) tels que :
(2) S(2) 0 (2) + 2" ulz) = w(z) (xvr(2))
On en déduit de (1) et (2) :

Y

2 (o (2)u (2) —wop () u(2)) = 1 (2) 0(2) — v (2) w(2)
deg>2t ou o(2)uk(z)—vi(z)u(z)=0 <t <

t ? <t

Or deg (vg (2)) = deg (ro (2)) — deg (ry-1 (2)) = 2t — deg (rp1 (2)) <t
_

Donc : -
deg (ry (2) o (2) —vp (2)w(z)) < 1t
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ri(2) o (2) — v (2)w (2) =
o (2)up (Z) — v (2) - u(z) =0 (4)
Oro(z) nw(z) =1.

Donc d’apres le lemme de Gauss :

7 (2) o (2)

Nécessairement, D’apres (3), o (2) |vg (2) w (2).

D’aprés (4) :
vk (2) |0 (2) uk (2)

Or uy (2) A vg (2) = 1 donc v (2) |o (2)

Donc o (2) et vy (2) sont doc égaux, a une constante multiplicative prés. De
plus o (0) = 1 donc :
vk (2)
o(z) =
D’aprés (3) : 7 (2) /vk (0) = w (2) O
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,—[Algorithme 4.4.} N

Entrée : g,a,t,y

Sortie : m

1. S «— o

(3

2. SiS=0alorscy
3. 1o 2% v <0
ry < S,v; < 1
Tant que deg (r;) >t faire :
q < quotient (rg, 1)
ro,T1 <= T1,70 —q-T1
Vo, V1 <= V1, V9 — qU1
v1 (2)
4. o(z) « o1 (0)
ry (2)
w(z) <« o (0)
5. r < deg (o)
6. Déterminer Xy, -- , X, tels que o (Xj_l) =0
7. Déterminer i1, --- , 1, tels que X; = ali
. w (X, )
8. Pourl =1, --- r faire ¥; « ;
X; ]I (1—Xl’1Xj)
Jj=1,j#l

9. c—y— Z Y;x"
j=1
10. rendre ¢/g

Les étapes 4, 8,9 sont inutiles avec ¢ = 2.

Exemple 4.5 (Pour ¢ =2, n =15t =2, a* = a + 1). soit y = ¢ + e avec
ceCe=a*+2a"

S(z) = Sy + Soz + S32% + 542% avec S; = a®, 5y = b, S3 = a?, S, = a'?

On applique Ualgorithme d’Euclide étendu partiel a z* et S = o'?2% + a2 +

aﬁz + a3
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Initialisation :

A=A %x1+85x%0
S=:*x04+9x1

On divise z* par o'?2> + o?2% + o, on obtient :

4

ZT = (a3z + ag) : (a12 3

z° + oz222 + Oz3) + a13z2 + ozsz + ozn

A= x1+85x%0
S=z"x0+Sx1
132

oz +a82+a11:z4x1—|—5><(a3z—|—a8)

On a :

a2z +a® = (a1322 +aPz + an) (onZ + 0414) +at?

On s’arréte car deg < 2

A= x14+8S%0

S=z'x0+Sx1
a2+ alz+ ot =24 x 14 S x (a3z+a8)
a'? = 24x? + S x (1 + (a14z—|—a14) (a32+a8))

On obtient, a un coefficient multiplicatif prés o (2) :
a2 + (042 + a7) z+a" +1=a*22+a%+a’
o(2) =1+a’z+a®?

Comme précédemment, on a :
o (a13) =0 (ag) =0

D'ou e (x) = 2* + 2°
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Chapitre 5

Codes de Goppa

I Rappels

Soit C un code BCH strict binaire de longueur n, de distance prescrite &
et associé a « racines primitives n-iémes de 1 dans Fom.

C={ceF3g(z)|c(z)} ou f(x) = ppem (Mo, -, Mas1}

ceFylc(a) ==c(a®') =0
OéEE;IQ'm

={ceFy|H "' c=0}

« «
1 a? (a2)n_1
ou H = € My_1n (Fam)
1 aé;l o (Oé&i)”—l

C est dans F3.

C =C nTFy ou C est le code de Reed-Solomon défini sur Fom de localisa-
teurs 1,a,--- , o™ ! et de multiplicateur 1,a,--- ,a" ', de longueur n et de
dimension n — (0 — 1) = k, de distance 6 =n — k + 1.

Généralisation

Cpen définie sur F, de longueur n, valant Cgrs N IFZ se généralise en les
codes de Goppa :
Ce sont Caoppe sur Fy vaudront Ceors N IFZ.
que valent leur localisateurs ? Leur multiplicateurs ?
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CHAPITRE 5. CODES DE GOPPA

IT Définition

Soit C un code BCH strict sur F, de longueur n, de distance prescrite
2t + 1, associé a « racine primitive n-iéme de 1 dans Fym.
Soit c € Fy.

ceCeVie[l,2t],c(a') =0

I
—
Q

d
~
3
|
—
L
D
<

linverse de z — a7 modulo z%.

Notons .
z—a 7
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CHAPITRE 5. CODES DE GOPPA

On a:
ceC©z—12 = [th]
‘2z — oﬂ
i—0
n—1 1
= Z C; =0 [z%]

, z—at

1=0
Mise en garde!!! : dans cette définition ¢ (z) n’a rien a voir avec

un polynéme générateurs, c’est juste une notation

r—[Déﬁnition 5.1.] N

Soit ¢ (z) un polynéme unitaire de degré r dans F,m [z].
Soient g, - -+ ,Yn—1 € Fym distincts 2 a 2.

Soit L = {v9, "+ ,Yu-1), |L| = n.

On suppose que Vi € [0,n — 1], g () # 0.

Le code de goppa I' (L, g) sur F, est définie par :

F(L,g)z{celﬁ‘gtelque Ec,- ! E[g(z)]}

ol est I'inverse de z — ; modulo g (2)

z =%

Remarque 5.1. I' (L, g) est linéaire

Exemple 5.1.

2t
9(2) =2
B est une racine primitive n-ieme de 1 dans Fym.

L= {/8_07 5_17 T 75_(71_1)}
I'(L,g) est le code BCH strict associé a B de distance prescrite 2t + 1.

III Propriétés

Déterminons une matrice de contrdle (& coefficients dans Fym) de I' (L, g).
Soit c € F".

ceT (L,g) < Z%_ =0 [g(2)]
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Vjie[0,n—1], g(2) = (Z—w)erg(%) or g (7;) # 0.

V9GE) —g(y) (1N B
Done (2= 7) £ =2 (g(%))fl[gm

~—
inverse de (Z*’yj) mod g(Z)

cel(L,g) < chg(z)*g(vj) (fil ) =0 [g(2)]

z = (75)
1
j =
9 ()
Notons : 7
g(2) =, g
k=0
On a:
r k k
9(z)—g(y) _ D 2T
r k—1
k—1—i 4
= Z 9k 2, (1) <
k=0  i=0
Donc
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Le polynéme du membre de gauche de la congruence a un degré < r = deg (g)
donc la convergence est une égalité.

cel(L,g) < Zc]h igkz k=1-i i _

\

7=0
- Z <Z th 2 gk k 1— 2) i =0
= k=i+1
@vz'e[[o,r—u],zcjhj ( D gt ) =0
7=0 k=i+1
_ n—1
(C—(co,---,cn,1)©co—|-clx+---+cn,1x )
Z’ = 7r — 1 gT .. gr
L=1r—2 9o + gr—1 9rYn—1 + Gr—1
@ . . .
i=0 \g Hgm o i
G 0 C. . 0
. 1 -1
— . : h 0
Jr=1 g Y Tn—1 0
@ . . . . . )
T; T; 0 hn—l
gl . . g’!’—l gr \ ) ~- - D
- ~ _ V matrice de Vandermone

matrice inversible car gr7é0
Co
<V.-D : =0

Cn—1

['(L,g) = Gars N FZ

Théoréme 5.1.]

Le code de Goppa I' (L, g) a pour dimension k = n — r - m et pour
distance d > r + 1.

Démonstration.

1. La distance = r + 17
supposons que I' (L, g) posséde un mot ¢ non nul de poids < r
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CHAPITRE 5. CODES DE GOPPA

Or D - ¢ a le méme poids que ¢ (car D est diagonale inversible) donc
V' posséde un sous-déterminant d’ ordre r égal a 0.

Or toute sous-matrice de V' d’ordre r est inversible car V' est la matrice
de Vandermonde r timesn.

C’est absurde.

2. Dimension ?
H=V-DeM,, (Fgm)

On déduit de H une matrice H € My (F,) telle que I'(L, g) =

{CEFZ th:I-tCZO}.

H possede r x m lignes et est a coefficient dans F,.

Son rang est < r xm et la dimension de I' (L, g) est dim (Ker (f[)) =

n—Rg(ﬁ) >n—1rxm

0
Exemple 5.2 (Pour ¢ =2,m — 3).
L= {a,aQ,as,a4,a5,a6,a7 = 1,0} otaeFy a® =a+1,r=deg(g) =2
g(z)=1+az+2°

Les éléments de L sont distincts 2 a 2 car o est d’ordre 7.
On a |L| = 8.

gla)=1+#0
g(@®)=a”>#0
g(@®)=a=+#0
gy =a”#0
g(@®)=a’#0
g(@®) =a®#0
g@)=a=+#0
g(0)=1%0

donc ' (L, g) est bien défini.
De plus :
I'(L,g) ={ceF; tel que H ' c =0}
/111 11111, s s s o g
AvecH—(& 2 b ot ob o 0) dzag(l,a,a,a,a,a,a,l)
Donc :

1 o o o o a? b 1
H=< 2 9 I € Myg (IFg)
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avec (1 o a2) base de Fg sur Fs.

On déduit de H une matrice de contréle H :
1 11110011
a |01 010000
01 111110
1 01 001010
« 1000 0100
o> \0 0110010

Déterminons le rang de H (on fait un pivot de Gauss pour mettre cette
matrice sous forme échelonnée)

On trouve Rg (ﬁ) =0,

['(L,g) = {cng tel queI:I-tCZO} = Ker H

Donc dimI' (L,g) =8 —6 = 1.
La distance minimale est = 3 (car deg (g) = 2) et < 8—2+1—7 par la borne
de Singleton.

On peut améliorer la borne sur la distance minimale dans un cas particulier
sur [y :

Théoréme 5.2.}

Supposons ¢ = 2 et que g (z) n’a pas de racine multiple.
Alors la distance minimale de I" (L, g) est supérieur ou égale a 2r + 1.

Démonstration.
On va montrer que I' (L,g) =T ( )
— Onal (L,g*)<T(L,g) aerEIFS:

St =)= Horts =0l

2=
En effet, g|g*.
— Soit ce I' (L, g), nz_:lci ! =0[g(2)]
i—o i
Considérons le polynome f(z) = T (z—7)"% € Fom [2] o0 d; =
i=0
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0 sic;=0
{ sLe anoter que d; =0,1eNet ¢; =0,1€F,!

1 sic¢g =
fz) _ onc f’ z
Donc f(z)_o[()]d f(z) lg ()]

Notons f (z Z f;2

f/ (Z) _ Zfﬂzz—l _ Z fizi_l
=0

i=0,iimpair

= Z f2j+122j

4,25 +1<s

De plus f2]+1 € FQm dOHC f2j+1 f3a

Donc f'(z 2 5117

Fo- X () - (S

1" (2) est le carré d’un polynome de g (2)|f' (z), g (z) est donc sans
facteur carré.

!
donc g (z)* divise f'(z) donc ]}((z)) =0/g (2)2] donc ceT (L, g%).
z
Conclusion : I'(L,g) =T (L, ¢°).
D’aprés le théoréme précédemment, la distance minimale de I’ (L, 92) est
>2r 4+ 1 =deg (¢*) + 1 donc la distance de I' (L, g) est > 2r + 1. O
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IV Décodage

~ Théoréme 5.3. |

Z(2)o(z) =w(2) [g9(2(]
(5() =Y 290 y=ctecel (g w(e) =13
<U(Z>=H(Z—%) ou M = {i tel que e; # 0} ,deg (o) <
’w(Z)ZZeiAH‘(z—fyj) deg (w) <t

~=
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Chapitre 6

Cryptosystéme de Mac Eliece

1978 : Mc Eliece propose un cryptosystéme basé sur la théorie des
codes correcteurs.

Méme époque : Rivest Shamer Adleman : RSA, cryptosystéme basé
sur la théorie des nombres.

1994 : Shor : ordinateur "hypothétique" quantite : Casser RSA : re-
lancer I'intéret pour les cryptosystémes basée :
Cryptographie post-quantique : sur le théorie des codes correcteurs,
sur les réseaux, sur les systémes polynomiaux.

Qu’est ce qu’'un cryptosystéme ?
Alice veut envoyer un message m a Bob mais Charles écoute sur la ligne. Elle
va utiliser un cryptosystéme pour transmettre a Bob.
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~ Définition 6.1. |

Un cryptosystéme est un 5-uplet (M,C, K, E, D) avec :
1. M est un ensemble appelé ensemble des messages en clair.
2. C est un ensemble appelé ensembles des messages chiffrés.
3. K est un ensemble appelé espaces des clés.
4

. B = {E)|k € K} est une famille de fonctions M dans C' appe-
lées fonctions de chiffrements.

5. D = {Dglk € K} est une famille de fonctions de C' dans M,
appelées fonctions de déchiffrements.

A chaque clé e de K, on associe une clé d de K telle que pour tout
m de M, Dy (E, (m)) =m

Alice calcule le cryptogramme ¢ = E, (m) en utilisant la clé de chif-
frement e de Bob. Elle envoie ¢ & Bob, celui-ci calcule Dy (¢) avec sa
clé de déchiffrement d.

La clé de déchiffrement est secréte.

\.

On va construire un cryptosystéme a clés publiques en 4 phases :
1. Génération des clés
2. Chiffrement
3. Déchiffrement

4. Sécurité.

1. Génération des clés :

On va considérer un code linéaire C [n, k, d], pour lequel on connait

un algorithme de décodage jusqu’a t erreurs en temps polynomial

Exemple 6.1.

C' de binaire de Goppa, T' (Fom, g) ot g (z) est un polynéome irréductible

dans Fom [z] de degré t.

Soit G une matrice génératrice de C, G € My, (F,).
Soit S une matrice inversible aléatoire de My . (F,).

Soit P une matrice de permutation aléatoire de M,, ,, (F,)
Soit G' =S x G x P

Remarque 6.1.
Le code engendré par G' a pour distance minimal d
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Clé publique : G’ (et t) (de Bob)
Clé privée : S, G, P. (de Bob)
Taille clé publique : k x n
2. Chiffrement :
Alice veut envoyer m € IFI; : Elle calcule c=m -G’ +eonec [, oue
aléatoire et w (e) < ¢
Elle envoie ¢ & Bob
Complexité du chiffrement : k x n.

3. Déchiffrement :
Bob recoit c.

11 calcule :
y=c-P!
=mG'P '+ ep!
[
poids <t
= (mSG) + ¢ P!
— ——
mot du code C erreur de poids <t
car @ = SGP

Bob utilise I’algorithme de décodage associé a C pour retrouver (mS) G
pour z = mS il en déduit m = z- S~%.

Complexité du déchiffrement : O (n2) avec algorithme de déco-
dage en temps quadratique.

4. Sécurité
La sécurité du cryptosystéme est basé sur le probléme du décodage
par syndrome :
Soit H une matrice (n — k) x n de rang n sur F,, soit S dans F, ",
déterminer e tel que H " e = S avec w (e) < t.

Exemple 6.2 (¢ = 2,n = 1024,t = 50).
Ci%y ~ 3 x 10% possibilité

Attaques :

— Stern

— Contour et Zijlstra : Projet tutoré (a venir) (ISD) : Information
Set Decoding.

I Exemples

Bob construit le code de Goppa binaire C =T'(L,g) ot g(z) = z et L le

corps fini privé de 0 : Fys\ {0} = {a,aQ,a3,a4,a5,a6,a7} ota’+a+1=0
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C est bien définie car g ne s’annule pas sur L.

De plus g est sans facteur carré de degré 1 donc la distance minimale de C

est =>2x1+1=3

Cz{celﬁ‘;,[:]-tc=0}

Q@
« 0
Q
onH=(1111111): o’ = (a® «
o
ol
1
On en déduit C = {c€ Fj, H ' ¢ = 0} avec :
111 11 0\a?
H=1011 010 |«
110 001/1
Une matrice génératrice de C est donc :
1000101
G=|0 10 0 1 1 1] privé
0001011
1 001 0110
Bob construit S = (1) 1 8 1 privé, d’inverse S~ = i (1) ? (1)
1110 1110
0010000
100 0O0O0O0
000O0T1O0O0
P=10 00 0 0 1 0] privé
000O0O0OO01
0100000
0001000
S et P sont pris au hasard, avec les conditions S inversible et P matrice de
permutation.
01 10011
Il calcule G' =S x G x P = 1 8 (1) (1) 8 1 (1] : public (t = 1)
1010101
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Alice veut envoyer m = (1,0,1,1) a Bob.
Elle calcule le cryptogramme ¢ = mG’ + e ou :

e =(0,1,0,0,0,0,0)
—(0,1,0,0,1,0,1) + (0,1,0,0,0,0,0,0)
~ (0,0,0,0,1,0,1)

Elle envoie le cryptogramme ¢ & Bob, qui calcule :
y=c-P'=(0,0,1,0,1,0,0)

qui est un mot de C perturbé en 0 ou 1 position.
Déterminons le mot de C le plus proche de y :
Soit

S(z):zziﬁb mod 2z

1 1
= + mod 22
z—ao3 oz —qa?

22 —ab (-1 N 2?2 — atl -1 q 22
—_ | — _— — mod z
z—a® \ ab z—ab 10

= (z+a3) Qo+ (z+a5)a4

=a+a22

Pour rappel ’équation clé est :

S(z)o(z)=w(z) mod (z*)

ouo(z)= H(z—ai)
el
Appliquons I'algorithme d’Euclide étendu a 22 et o’z + o :
22 =221+ (a2z+0z) -0
a’z+a=220+ (a2z+a)-1
a® =221+ (a2z+a) . (a5z+a4)
[
ab(z+ab)

Polynoéme localisateur d’erreur : (z + a6)
Le mot de code associé a y est donc :

y +(0,0,0,0,0,1,0) = (0,0,1,0,1,1,0)
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—_ = = O

_ O = =

e R

= (1,0,1,1)

O = O O

Si on dispose de ¢ = (0,0,0,0,1,0,1) = (mG’ + ¢) avec w(e) < 1 et

On a donc :
mSG = (0,0,1,0,1,1,0)

mS = (0,0,1,0)

m = (0,0,1,0)
Attaque :

0

1

, J—
G = 1
1

Question : Comment trouver m a ’aide de ces

G~

— O = = = O === O

En fait on trouve H' =

— = o
[ S
e Y S —

Donc e = (0,1,0,0,0,0,0) Une
H' x" (mG") + H' x'e
Y— —

0 0 ott =0, ou colonne de H'

o O O =
—_ O = =

O R OO0 O OO OO O
O R = = OFFFH = O =

11
10
10

o O = O

OO O OO O OO o

0
1
0

fois qu’on a H', on calcule :

_ o O O
O ==
e = e =

seules informations ?

010

011

011

1 01

1 01

010

011

011

1 01

010

011

011

0 1
0 | et on trouve H' -f¢c = (
1 01
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On a donc I'équation :

mG' = (0,1,0,0,1,0,1)

0111

-~

SO+ O O H O — O O - — O —
N—

| I |

-~ - -~
— N < — N o — N
EEEE EEEE EEEE
N— N— N—
O O — O OO = = % S O O
SO oo A H OO —H O % o O - O
O = O -4 O O - O % o —H O O
N OO A A O OO % — O O O

page 92

Emily Clement



	Généralités sur les codes correcteurs
	Codes correcteurs : principe
	Codes linéaires.
	Décodage des codes linéaires (premières techniques)
	Décodage par tableau standard
	Décodage par syndrome.

	Codes de Hamming
	Codes de Golay

	Code de Reed-Solomon généralisés
	Codes de Reed-Solomon généralisés
	Codes de Reed-Solomon

	Codes cycliques
	Définition et propriétés
	Matrice génératrice et matrice de contrôle.
	Factorisation de Xn -1.

	Codes BCH
	Principe (cas linéaire)
	Définition et théorème (borne BCH)
	Décodage des codes BCH
	Premier algorithme : via système linéaire
	Deuxième algorithme : via Euclide étendu (partiel)


	Codes de Goppa
	Rappels
	Définition
	Propriétés
	Décodage

	Cryptosystème de Mac Eliece
	Exemples


