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Questions de cours.(06 points)
Soit (E, A, i) un espace mesuré.

1.
2.

d.
6.

Décrire les espaces L1(E, A, i) et L'(E, A, 11).

Rappeler le critere de mesurabilité d'une application f : (E, A, u) — (R, B (R)),
puis donner un exemple d'une application non mesurable.

. Donner un sous ensemble de R de mesure nulle et qui n’est pas dénombrable.

Si on note A la mesure de Lebesgue sur R, on sait que A ({z}) = 0 pour tout = € R
et A (R) = +o00. Dites alors ou est le probleme dans 1’écriture suivante

)\(R):/\<U {x}) => A({z}) =0. (1)

zeR
z€eR

Déterminer la section de [0, 1] x [1,2] selon z = 2.

Est ce que B={A xR, A € B(R)} est une tribu sur R? ?

Solution .1

1.

L’espace L' (E, A, 1) est lespace des fonctions mesurables qui sont intégrables.

Donc
LB, A ) = fwuﬂmh/mm<m
E

L’application qui a

ﬁ%WMZ/VMu 2)
E

définie une semi norme sur L' (E, A, 11).

Lespace L' (E, A, 1) = L' (B, A, i)\ (= p—p.p) = {f, f € L(E, A, )}, [ désigne
la classe d’équivalence relativement a la relation d’équivalence ”égalité p — p.p.”

L application (2) est une norme sur L' (E, A, u) .

L’application f : (E, A) — (R,B(R)) est mesurable ssi {f <a,Va € R} est
mesurable.

Exemple d’application non mesurable : on sait qu’il existe une partie de R qui
n’est pas Lebesque mesurable, donc la fonction indicatrice de cette partie n’est pas
mesurable.



3. L’ensemble de Cantor est un sous ensemble de R de mesure nulle et qui n’est pas
dénombrable.

4. la formunle (1) n’est pas vraie car la réunion n’est pas dénombrable.

5. Déterminons la section de [0,1] x [1,2] selon x = 2.

On appelle section de A C R? selon x ou x—section de A et on note A, le sous
ensemble de R? défini par

As ={y €R, tq (z,y) € A}.
Donc
([0,1] x [1,2])s = {y € R, tg (2,y) € [0,1] x [1,2]} = 0.
6. La famille B={A xR, A€ B(R)} est une tribu sur R%.

Vérifiant les trois propriétés qui caractérisent une tribu.

(a) REB car R? =R x R, avec R € B(R)

(b) Soit B € B montrons que B¢ € B. On a B € B alors par définition B =
A xR, A€ B(R) alors
B¢ = A°x R

Comme A° € B(R) alos B¢ € B.
(c) Si B,, € B pour tout n € N, montrons que UNB" € B. On a B, € B alors par
ne
définition Vn € N, B, = A,, X R alors,

UB,= U (A, xR)= U (A4,) xR

neN neN neN

alors U A, € B.
neN

Donc B est une tribu sur R?.

Exercice 1. (07 points)
On note B (R) la tribu borélienne sur R.
Soit 1 la mesure définie sur B(R) par :

+
8

H= Ok

Q|
i
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| =

0 est la masse de Dirac au point k  avec k un entier naturel.

1. Calculer 1 ({0,n}), n € N*.
2. Calculer p (N) et pn(R\ N).

8. On considére la suite de fonctions réelles f,, - x — Xjon(2)

(a) Justifier que f, est borélienne pour tout entier naturel n .



(b) Est ce que f, est continue u—p.p sur R ¢

(c) Calculer lim /fnd,u.
n——+0oo
R
Solution .2 1. Calculons pu({0,n}), n € N*.

1 ({0,n}) = é > %cﬁ ({0,n})

_ é (G0 (N + 81 (N) + .06 (N) + ...

1 1 1 1
:E(l—i-g—i—g—i— ..... )I—.ezl.

Comme R\ N ne contient aucun entier naturel alors p (R \ N) = 0.
On considere la suite de fonctions réelles f,, : x = X(o.n)(T)

1. fn = Xjon est borélienne pour tout entier naturel n car [0,n] est borélien.

2. fn nest pas continue p—p.p sur R car p({0,n}) # 0

3. Calculons lim fndp. La suite (fy), est croissante et Lim  f, = X[0,400] aloOTS
n—-+oo n—-+oo

R
d’apres le théoréme de la convergence monotone
lim fndp =
n—-+o00
R

lim /X[O,+oo[du:N(R+) =1

n—-+00
R

Exercice 2. (07 points)
Soit F' la fonction définie sur |0, +oo[ par

+oo
F(t) = /etf’”wdm
T
0



1. Montrer que I est dérivable sur |0, +oo[ puis calculer F'(t).
2. Calculer lim F(t).
t—+o00

3. Déterminer F(t).

Solution .3 Pourt >0, on a

F(t) = /e_msm(x)d
T
0
On pose pour t € ]0,+o00[ et x € |0, 00|
sin(x)

ft,z)y=e"
1. La fonction t — f(t,x) est continuement dérivable sur )0, +o0].

(a) Soitt € [a,b], 0 <a <b alors

of (t.2)| _ '_xﬂ

- = e sin(z)| <e ™ =g (a)..... (1,5 point)
x

ot

La fonction g est intégrable sur ]0,4o00[. En effet,

—+o00

1
/ e “dxr = —.
a

0

Alors d’apres le théoreme de dérivation sous le signe intégrale F est dérivable

(b) Calculons F'(t) par parties

+00
F'(t)=— / e " sin wdx
0
+o0
=[—e ™ cosx|f> — / e ™ cos vdx
0

+00
=1—t[—e "sinzg|f> —t / e " sin zdx
0
o0
Ce qui donne (1 +1t*) [ e *sinzdr = —1.
0

Par conséquent

+o0
/ —1
F(t) = / e " sinxdr = Tz
0



(¢) Calculons tEeroo F(t).
On a

+o0

0<iFw)< [
0
“+00

1
/ eftxdx — [_geftx]aroo

sin(x)

|dx

IN

<-—=0t—+0

~+ | = o

Donc lim F(t) =0.
t—+o0

(d) Déterminons F(t).
Ona F'(t) = Tz, done F(t) = —araztan(t) + c.
Comme lim F(t) =0. Alors C = z

t——+o00



