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Partie : Commande optimale :

Exo. 5
— Fonction d’Hamilton
H(x(t), ult), A(t), ) = 2®(£) +u®(t) + A(t) u(t) (1)
— Expression de la loi de commande
OH (x(t), u(t), A(t), 1) _ _ _A®)
u(t) =2u(t) + A(t) =0=u(t) = — >
— Optimum de la fonction d’Hamilton
. A2(t)
H* = H‘ )\(1‘) IIL‘Q(t)— 1
W=
— Equations d’Hamilton-Pontryagin
o OHT ()
: oOH*
t)=— = —2u(t
M) =~ 5o =20 (3)
En dérivant (2), il vient
i A(t)
)=
Bt) = -2

En remplacant A(t) par son expression donnée par (3), on obtient

Z(t)—xz(t) =0

D’apres I'indication, la solution de 1’équation est : 2:(t) = ¢1 cosh(t) + c2 sinh(¢). Pour déterminer les constantes ¢q
et ¢y, on impose les conditions suivantes :

x(0) =1, A(1) = 0(état final libre)
=0:2(0)=1= ¢ cosh(0) + ¢c2 sinh(0) =1=¢; =1
=1 : d’aprés I’équation (2), on a

At) = —2(t)

—2 (¢q sinh(t) 4 ¢ cosh(t))

Alors

A(1) = =2 (¢; sinh(1) 4 ¢ cosh(1))
sinh(1)
cosh(1)

0= —2(1 sinh(1) 4 ¢ cosh(l)) = co = —

Par conséquent,

A () = -2 (sinh(t) - Z:;};l((i; cosh(t)>

B cosh(1) sinh(¢) — sinh(1) cosh(t)
=2 ( cosh(1) )




La commande optimale est :

A*(t)
2
cosh(1) sinh(¢) — sinh(1) cosh(t)
cosh(1)
_ <sinh(1) cosh(t) — cosh(1) sinh(t))
cosh(1)

D’apres 'indication, on a :
sinh(1) cosh(t) — cosh(1) sinh(t) = sinh(1 — ¢)

alors

sinh(1 —¢t)

w(t) = cosh(1)

Exo. 6 Données du probleme :

Pour le probleme de régulation, on a :
u(t) = —R™'BT K x(t)

K est la solution de I’'équation de Riccati. Comme A, B, Q) et R sont constantes et ’horizon de commande est infini,
alors ’équation de Riccati est algébrique :
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—b*+1=0 (4)
a—bc=0 (5)
2b—c2=0 (6)
(4)=b=+1
6)=>c=+V2=b=1
(5)=a=4V2
(7)
a=—2est rejetée car la matrice K solution de I’équation de Riccati n’est pas définie positive, alors ¢ = V2. Par

conséquent, la solution de I'équation de Riccati est :

(7 3

1 V2




et la commande optimale est :

ww=-[o 1] [ 7 ][00

u(t) = —a1(t) — V2as (1)

Exo. 7 On doit écrire le modeéle ’équation différentielle ordinaire de second ordre) sous la forme d’état en utilisant le
changement de variables (méthode des intégrateurs) suivant :

8 8
[V} =
—~ o~
~~
—

Ce qui donne

et

et le critere prend la forme suivante

—+o0

/ [23(t) +u(t)] dt

0

Ce qui correspond aux matrices de pondération suivantes :

1 0
0=} 0] e

Pour le probléeme de régulation, on a :
u(t) = —R™ ' BT K 2(t)

K est la solution de I’'équation de Riccati. Comme A, B, Q) et R sont constantes et ’horizon de commande est infini,
alors ’équation de Riccati est algébrique :

ATK+KA-KBR'BTK+Q= [8 8} =

—b*+1=0 (8)
a—b—bc=0 9)
2(b—¢c)—c*=0 (10)




(8) = b=+l

(10) = pourb=—-lonac=0ouc=—2 (11)
(10)=pourb=1lonac=0ouc=2 (12)
(9) =pourb=—-letc=—-2onaa=1 (13)
(9)=pourb=—-letc=0onaa=—1 (14)
(9)=powrb=1letc=0onaa=1 (15)
(9)=powrb=1letc=2onaa=3 (16)

En résumé, les quatre solutions de I’équation de Riccati sont :

-1 -1 1 -1 11 3 1
S R T e P A
Les trois premieres solutions sont rejetées car la matrice K, solution de ’équation de Riccati, n’est pas définie positive.
Par conséquent, la solution de I’équation de Riccati est :

w[31]

ut)y=—[0 1] [i’ H [i;g”

u () = —x1(t) — 2x2(t)

et la commande optimale est :

et en tenant compte du changement de variables utilisé, la commande optimale prend la forme suivante :

lw(t) = —a(t) — 2a(1)|

Exo. 8 Le probléme sous la forme discrete est :

g&;)l J(u(k) = [x(k) +u’(k)] At
k=0
sujet a :
ok —1) = 2(k) + (x(k) +u(k) + 1) At
x(N)=4
z(0e) =0
u(k)| <7
— N=1:
0=22(1)+u(l)+1=u*(1) = —(295(1) + 1)
et
JH(x(1),1) =42%(1) + 52(1) + 1
La@) [wr (@) | J*(2(1),1) |
1 —3 10
2 -5 27
3 —7 52
— N=2:

En utilisant ’équation fonctionnelle de Belman, il vient :

J*(x(2),2) = 31(121)1 [2(2) + u?(2) + J*(2(1),1)]




[22) [u@) [2o(1)=222)+u@)+1 [22)+u*(2) | J*((1),]) [ J(x(2),2) |

—4 1 18 10 28
2 -3 2 11 27 38
-2 3 06 52 58
—6 1 39 10 49
3 -5 2 28 27 55
—4 3 19 52 71
4 =7 2 53 27 80
—6 3 40 52 92

En résumé, on a :

w7 [u@) ] T2 ]
1 -3 10 — —
2 -5 27 —4 28
3 -7 52 —6 49
4 - — -7 80

La commande optimale v*(k) pour transférer le systeme de I’état initial x(tg) =4 a I'état final z(t5) = 0 est :

[k [ a(k) | w (k) [ (k) + [u* (k)] ]

2 4 -7 53
1 2 -5 27
0 0 0 80




