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CORRIGE DE I’EPREUVE FINALE

Exercice 1 : 4,5 pts=4x0,54(0,5+4x0,25)+1.
1/ 4008

(P +42+1)° + (3245 =0 (2 + (4+3i) 2+ 1+5i) (P + (4—3i) 2+ 1 — 5i) = 0.

Les deux solutions de l’équation z* + (4 + 3i) 2+ 145 = O sont 2; = -3 —2i et 2y = —1 —i.
D’autre part, on a

P24+ (4-3)z+1-5i=0<= (2’ +(4+30)Z+1+5i=0.

Ainsi, 2y = =3 — 24,20 = —1 — 4,23 = —3 + 2i,24 = —1 + i sont les solutions de ’équation.
ii) Il est clair que 0 est une solution de I’équation zZ = 2°. Si z # 0, alors |z| = 1 ; il existe
un unique réel 4 € [0, 27| tel que z = expif. D’od

Z = 2% <= exp (—if) = exp (3i0) <= exp (4if) = 1.

Donc 6 € {0, 5y T 37” } Conclusion : ’ensemble des solutions de cette équation est {0, 1,4, —1,

2/ Soit z € C — {1}. On a

142 | 142 1+ 2 1L ar 1+7%
€ iR < = — == — — == |z =1,
1=tz li=% =z l—2z —-1+%z

Exercice 2 : 4,5 pts=(2x0,54+1)+1+1,5
1/ Pour n =0,1,ona A+ B = qy et Aa + B = a;. Comme a et 3 sont distinctes, alors
la relation a,, = Aa™ + B" est vraie pour n = 0 et n = 1 si et seulement si

a; — Pag aag — ay
A= —6 et e

a—f3  a-f°

Prenant ses valeurs pour A et B et supposons que pour tout entier 1 < p < n on a a, =
Aa? + BBP, d’ou

Gny1 = UGp + Ugn_1 = Uy (A" + BE") + ug (Aa™' + Bﬂ”_l)
= A" (ma +ug) + BV (w1 + ug) = Ao to? + B2
Aan+l + B/3n+1.

2/ La série entiére ) a,2™ s’écrit d’aprés la premiére question

neN
A (ax)"+BY_ (82)".
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Sans perdre de généralité, on peut supposer que |a| < |/3|. Ainsi, le rayon de convergence de

la série entiére . a,2" est R = I/Lil Pour tout |z| < ﬁ, on a

neN
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Exercice 3 : 3,5 pts=1,542
Soient U un ouvert non vide de C et f : U — C une fonction holomorphe sur U.
1/ On suppose que l'ouvert U est connexe et que la partie réelle de f est constante sur U.
Les conditions de Cauchy-Riemann montre que

Olmf OImf

oz Oy 0'

Comme U est connexe, ceci prouve que la partie imaginaire de f est constante sur U, on
conlut alors que f est constante sur U.

2/ On suppose que : z € U = z € U, pour tout z € C. Soit a € U et z un point assez
proche de a, on a

9(z)—9(0) f(fz‘)~f(a)_<f(?)~f(6)).

20— G 2 —a zZ —

Comme la fonction z — Z est continue sur C, on en déduit que g est dérivable au point a

et que ¢’ (a) = f'(@). Ce qui montrer que g est holomorphe sur U.

Exercice 4 : 4,5 pts=3x0,5+6x0,5
1/ Le support de v, est le segment de la droite vertical d’équation z = 1 reliant le point
(1,0) au point (1,1). Le support de 7y, (respectivement, ;) est le demi-cercle supérieur
(respectivement, inférieur) du cercle unité.

2/

T S L= —l o e DR e sl .
397 zde = =z 474, fh Rdz = i, fﬁra zZdz = —im,
Sdy=1ln2 =  —dz =m —dz = —im.
f'h 2 2 " Al *(#'72 i i f’Ys i 4

Exercice 5 : 3 pts

On note I' le cercle unité parcouru dans le sens trigonométrique. On a

1\ exy 3
}4(2_2.}_—) eXpZdz = Q%BXPzdz—j{expzdz+}{e‘{2zdz
T z) % Jr 4 r il

= 2(2miexp0) — 0+ 2miexp’ 0
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