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Exercice 1 (06 Points)

(1)

03 points ....
Nous savons que la solution générale de I’EDP de transport

uz(x,y) + cuy(z,y) =0; ¢ >0,

est u(z,y) = f(y — cx) pour f € C*(R). 0,50 point
Donc les solution de ’EDP ug(z,y)+5uy(z,y) = 0, sontu(z,y) = f(y—5z); f € CL(R).
01 point

Maintenant, pour ’EDP
Uz (2, y) + yuy(z,y) = 0,
nous pouvons utiliser la méthode géométrique, on trouve (Gradu(z,y),V(1l,y)) = 0,

qui donne Z—Z(m,y) = 0. 0,50 point Donc les solutions u sont constantes suivant les
courbes caractéristiques d’équation & = ye~*. En effet; UEDO: d%—(xx) = y admet come
solution générale: y = £e*. 0,50 point

Finalement u(x,y) = g(¢) = g(ye™®); g € C*(R). 0,50 point

Remarque: Nous pouvons uliliser la méthode analytique et nous trouverons le meme
résultat. En effet; on trouwve du(z,y) = 0 et u(z,y) = f(y — 5x); f € CYR) pour
UVEDP uy(z,y) + buy(z,y) = 0, et u(z,y) = g(&) = glye™™); g € CY(R) pour 'EDP
uaﬁ(l‘7 y) + yuy(xv y) = 07

03 points ....

Nous avons le probléeme de Cauchy

(i) ve(t,x) + bug(t,x) = 0; (t,z) € Ry x R,
i
v(0,7) =1 — 27,

implique
v(t,z) = f(x — 5t); f € CHR).,
v(0,2) =1 —€2*. 0,50point
On trouve alors, f(z) = 1—€?®, et donc l'unique solution du probléme (i) soit v(t,r) =
1 — 210t 01 point
Maintenant pour le probleme (ii), on trouve
(iiy | W 0) = glae™); g € CH(R).,
ii
w(0,z) = xze™*. 0,50point

Donc g(z) = we™*. Donc l'unique solution du probléme (ii) soit w(t,x) = ze ' exp(—ze™?).
01 point
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Exercice 2 (07 Points) Nous avons le champ de vecteurs X (t,z) = (1,e!7%); (t,z) € Ry x
R*.

(1) Les courbes intégrales du champ X sont les courbes v : t — v(t) = (t,z(t)), ou v'(t) =
X(y(t) = (1,e7%) = (1,2/(t)). D’ou, 2'(t) = e!=*. Cette EDO admet comme solution
générale £ = e* — e'. 02 points

(2) Les solutions de U'EDP de trasport u(t,z) + €' %u,(t,x) = 0, sont constantes suivant
les courbes d’équation & = e* —el. Donc elles s’écrivent nécessairement u(t,z) = f(€) =
f(e® —e') avec f € CY(R). 01,50 point

(3) Le probleme de Cauchy

u(t,z) + e Fuy(t,z) = 0; (t,z2) € Ry x R¥,
w(0,z) =1+ z; € R*,

implique 01,50 point

u(t,z) = f(e® —€'); f € CHR),
u(0,2) =1+z; z € R*.

D’ou, f(e* —1) =1+2z. 02 points Il s’ensuit alors que f(y) = 1+1n(y+1), et donc
uw(t,r) =1+ In(1+e® — €').

Exercice 3 (07 Points) Nous avons le probléme des ondes

(P1) u(t, ) — dugy (t,x) =0; t >0, = >0,
u(O,x) = ¢(.ﬁlf), ut(()?x) = w(x)a x> 0.
(1) Le probléme (P1) est mal posé. En effet, c¢’est un problme des Ondes dans Ry avec deux
conditions initiales, et pour r — 2t < 0; nous avons plusieurs solutions. 02 points

La solution générale du probléeme (P1) soit

u(t,z) = §(@(x + 2t) + ¢ — 20)) + § [T ¥(s)ds, & — 2t >0,
u(t,z) = f(x +2t) + g(r —2t); x —2t <O0.

01,50 point
(2) Le probleme suivant

ug(t, ) — dugy(t,z) =0; t >0, >0,
(P2) ¢ u(0,2) =1 — 52 + 22, uy(0,2) = e!=2%; x>0,
u(t,0) = 0; ¢ > 0,

est bien posé. En effet c’est le probléme (P1) avec la condition auz limites homogéne
u(t,0) = 0; t > 0. qui va régler le probléme et donne 'unicité. 02 points
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La solution unique du probleme (P2) soit

{u(t,x) =
u(t,x) =

01,50 point

((a +2t) + p(a — 2t)) + L [TF2 g (s)ds, = — 2t >0,

(B(x + 2t) — B2t — 2)) + L [2F2 4 (s)ds,; x— 2t < 0.
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