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CORRIGE DE L'EPREUVE DE RATTRAPAGE

Exercice 1. (6 points) Soit la fonction f: R — R, définie par :

1
1+ In(e+a?)’

()

1. Dresser le tableau de variations de f.

La fonction f est définie sur R car Vz € R, 1+ In(e + %) > 0.

f est dérivable sur R et f'(z) = (6”2)(11?2(6”2))2.

f#)=0e 22=0=>2=0.
avec f(0) = 1. De plus f'(z) est du signe de —2z, c’est-a-dire
e f'(z) > 0, pour tout = € R*,

e f'(z) <0, pour tout x € R*.

1 1
lim ——— =0 lim ——— =0
Pty In(e + 2?) ST In(e + z2?)

> Le tableau de variations de f

X —00 0 —+00




2. Déterminer 'image directe f({—1,1}) et I’image réciproque f~'({—1}).

L’image directe. on a :
F({=1,11) = {f(x) | = e{-1,1}}.

L’image de —1 et 1 par f est f(—1) = f(1) = m D’ou,

J{-11}) = {m} |

L’image réciproque f~'({0}). On a :
F oY) ={z eR| f(z) € {0}}.
On résout donc,

f(x) e {0} & f(z) =0
1

Trmer) @

L’équation (1) n’admet pas de solution dans R car f(z) > 0 pour tout z € R. Ainsi,
f{op) =2

3. Déduire alors que f n’est ni injective ni surjective :
> f n’est pas injective car il existe deux réels z; et z, différents tels que f(z1) = f(z2) et
1 # To, on prend xy = —1 et 9 = 1.
> f n’est pas surjective car il existe un réel y tel que pour tout = € R, y # f(x). Il suffit de

prend y = 0.

4. Déterminer un ensemble de départ et un ensemble d’arrivée pour que f soit bijec-
tive.
Premiere méthode : A partir du tableau de variations de f, on déduit que :
> f est continue sur [0,4o00[;
> f est strictement décroissante sur [0, 4+00];
De plus, f([0,+o0]) =]0,1/2].
D’apres le Théoreme de la bijection f réalise une bijection de [0, +oo[ dans ]0,1/2].

Remarque : f réalise aussi une bijection de | — 0o,0] dans ]0,1/2].

Deuxieme méthode : La fonction f est bijective si et seulement si pour tout y € F' I’équation

y = f(z) admet une unique solution = € E.



Soit y € F', alors

1
T 1+ In(e + 22)
yln(e +2%) +y =1

Y

1—
In(e+2%) = —=
( ) ==,

r ¢ ¢ ¢

r =€ v

& rx==£\ev —e (2)
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> Siy €] — 00, 0]U]1/2, +00], 'équation (2) n’admet pas solution dans R.
> Siy €]0,1/2], 'équation (2) admet au moins une solution dans R : x; = \/e% —e et
Ty = —\/el;yy —e. De plus, on a : 21 € [0,400] et x5 €] — 00,0].
Conclusion :
Si E =[0,400[ (ou E =] —00,0]) et F =]0,1/2] alors I'équation (2) admet une unique solution.
On déduit alors que f réalise une bijection de [0, 4+00[ dans |0, 1/2] (et de | — oo, 0] dans |0, 1/2]).
Déterminer ’expression de f~!.
Soient £ = [0,4o00] et F' =]0,1/2], on a
1 1y
y=f(x):$y=m:»x: eV —e.

La fonction réciproque f~':]0,1/2] — [0, +oc[ est donnée par :

Remarque : Si on considére E =] — 00,0] et F =]0,1/2], on a

1-y
=>r=—-—\ev —e.

y=f(x)$y:m

La fonction réciproque f=1:]0,1/2] —] — 00, 0] est définie par :

Exercice 2. (8 points)
Soit

et — 1
1. Montrer que g est prolongeable par continuité en x = 0.
La fonction g est prolongeable par continuité en x = 0 si et seulement si lz'n%g(x) =1
T—

T
er—1

La limite g(x) quand z tend vers 0 <li7%g(l‘) = lir% ) est une forme indéterminée %. Pour
T— T—
lever cette forme indéterminée, on utilise la regle de I'Hopital.

Soient
{ flr) =z = f(r)=1,

h(z) =e*—1= h'(z) =e"

3



D’ou,

1
lim— =1= lim

=1.
z—0e® z—=0eT — 1
Alors,
" ef_ , six€eR*
glx) = { '
1, x=0.
2. Montrer que g est dérivable en x = 0.
~ : . .. g(x)—g(0
g est dérivable en 0 si et seulement si lm%M =c.
T—r X
i(x) — §(0 2 -1
x—0 € x—0 €x
et ]
= lim% est une forme indéterminée —.
z—0 €T 0

On applique la regle de I’'Hopital. Soient

fl@)=z—e"+1= f(z)=1—¢€",
h(z) = 2* = h'(z) =2z
d’on,

1 —e€"
lim
z—0 2x

. . . 0
est aussi une forme indéterminée 0’

on applique une deuxieme fois la regle de I’'Hopital on obtient :

s DI Yo
vh0 2 2 a0 20 2
donc
/ r—e"+1 -1
g (0) = Lim P R
3. Calculer g sur R.

(1—z)e*—1 . *

gy | @ SiTER

= siz =0

Exercice 3. (7 points)
1. Déterminer le développement limité a ’ordre 2 au voisinage de +oo de la fonction
f.
1
flz)=x—x4/1+ —.
x

On pose d’abord le changement de variable y = % ol y — 0 quand x — +o0.

Alors, on a
1 Vi+y
fly) = ——
Yy Yy
1= y1+y
—y .



Maintenant, on calcule le DL de la fonction f au voisinage de 0. On commence par le DL du

numérateur a l'ordre 3 car on va diviser par vy,

1 1 1
1 :1 T a2 .3 3
V1+y toy Y gy +o(y°),

donc
1

1 1
1—\/1+y:§y—§y2+1—6?/3+0(93)-

Ce qui donne

1-Vit+y _ sU— 3P+ 5y 4 o(y)
Yy Yy
_ Y5yt v’ +o@?)
Yy
111,
= 3 §9+Ey +o(y").
Finalement, on obtient
1 1 1 1
fo) =3~ 5" o2 T2

Calculer la limite suivante :

1
lim x — zln (1 + —) est une forme indéterminée oo x 0.
T—400 €T

Au voisinage de +ooona:z —a?ln (1+31) =1 — L 4+ L 4 o(%), donc

1 1 1 1 1 1
lim x—x2ln(1+5> = lim (———+—+0(—)) =5

T—+00

. Déterminer le développement limité a ’ordre 2 au voisinage de 0 de la fonction g.

_ 4sin(z) — arctan(x)

9(@) = In(1+x)
On a
- L 3 3
sin(zr) = o+ 6" + o(z?)
1
arctan(x) = = — gx?’ + o(z?),
alors,

1
dsin(x) — arctan(z) = 3x — gx?’ + o(z?).
D’autre part, le DL de In(1 + x) au voisinage de 0 a 'ordre 3 est donné par

1 1
In(x+1)=z— 5202 + gxg + o(z%).



Donc,

dsin(x) — arctan(z) 3z — 3a® + o(2?)
In(1+ x) oz — 1224 123 + o(a?)
z (3 — 12?4 o(z?))
z (1= 32+ 322 4 o(a?)))
3 — 32 + o(z?)

1— sz + 322+ o(z?)

Ensuite, on effectue la division suivant les puissances croissantes

3 —32® | 1— iz + 3a?

-3 43z —2? |3+ 3z La?
e
—3z 4322
R
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D’ou, le DL de g au voisinage de 0 s’écrit comme suit :

4sin(x) — arctan(x) 3 7 9
(i + ) —3—|—2:1: T + o(z?).

Calculer la limite suivante :

lim 4sin(x) — arctan(z)

0
est une forme indéterminée —.

4sin(x) — arctan(x) _34 §x _ lx2 + o(x?), donc

Au voisinage de 0 on a :

In(l+ ) 2" T 12
_A4sin(x) — arctan(z) 3 7 ) _
e~ (g ) =3



