Chapitre 1

Introduction a la complexité

arithmétique

1.1 Notion de récursivité

Une procédure qui fait référence a elle méme dans sa définition est une procédure récursive.
La notion mathématique de définition par récurrence correspond au principe de programmation
par récursivité, I’écriture de procédure récursive est souvent proche de la formule mathématique

par récurrence.

1sin=0

nx(n—1sin#0
La procédure Maple suivante utilise un appel récursif pour calculer la valeur de n!

Exemple 1 n!:=

nfact :=proc(n)
if n=0 then 1
else n*nfact(n-1)

end ;



Le processus de calcul déclenché par lappel nfact(4) peut étre représenté par le schéma suivant :

nfact(4)

4*nfact(3)

4*(3"nfact(2))

4%(3%(2%nfact(1)))

4%(3%(2%(171)))

4%(3%(2%1))

4%(37%2) v~ Compression
476

24

N\, Fxpansion

Exemple 2 La suite de Fibonnaci définie par :X 1) =1

Up, = Up—1 + Up—9 ST T > 2
Le processus de calcul déclenché par Uappel u(4) peut étre représenté par le schéma suivant :

u(4)
/ N
u(3) + u(2)
/ N\ / N\ :
FEzxpansion
u(2) + w(l) u(1) + u (0)
/ N
u (1) + u (0)
5
/ AN
3 + 2
/ AN / AN .
Compression
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/ N
1 + 1




Remarque 3 Les calculs récursifs peuvent étre acceléré sous Maple grace a ’option remember.
Exemple 4

> restart
Jibo ==procin)
ifn=0then !
elif 7= 1 then 1
elsefiba(n-1) + fibo(n-2);
fi;
end:
t = timel ) :
fibo(30); time( ) — 1
1346269
5.523

Exemple 5

> restart:l
fibo:=proc(n)
option remember:
if n=0 then 1
elif n=1 then 1
else fibo(n-1l)+fibo(n-2);
fi;
| end:
> t = time(): fibo (30); time() -t
1346269
0.015

1.2 Complexité arithmétique

Définition 6 Etant données deux fonctions f et g de N* dans R* on dit que g (n) = O (f (n))

s’il existe une constante réelle ¢ > 0 telle que lim £

gn) — ¢

Définition 7 Le coit arithmétique d’une méthode de calcul est le nombre d’opérations arith-
métiques nécessaires & son aboutissement, on l'appelle également complexité arithmétique. On

utilise la notation O pour indiquer le comportement asymptotique de la complexité.

Nous allons & présent étudier quelques algorithmes et calculer leurs complexité arithmétique.



1.2.1 Calcul de la puissance

1. La méthode naive.

On désire écrire un algorithme qui permet de calculer " pour x,n donné.

Une premiére approche pourrait consister en I’évaluation en faisant des multiplications

successives comme suit :

Le cotit de cette méthode en opération arithmétiques est de (n — 1) multiplications et on
note O (n).
. L’exponentiation dichotomique.

Il existe une autre technique d’évaluation de x™ qui consiste & décomposer le produit ="

en deux parties, on peut décrire ce procédé par la formule :

Exemple 8 26 =

multiplications pour évaluer x'6

(@) = ()’

2

n
<x2> si n est pair

n—1\ 2

x|z 2 si n est impair

2
= <((($2))2>2) ainst on a besoin de 4 opérations de

contrairement & 15 opérations pour la méthode naive.

Exemple 9 Voici deux programmes le premier nommé naive calcule la puissance par la mé-

thode naive :

restart :
naive =proc(x, 1)
local i, P;

P:=1:
foritondo
P:i=Px:
od:

P
end:



Le second nommé dicho calcule la puissance par la méthode dichotomique :

dicho =proc|x n)

7 a

if7=0then 1 elif »mod 2= [}thendfcﬁ?a[x_ %} else.‘c-d.fcho[_\: n‘; L J fi:

end:

Voici a présent une comparaison du temps d’exécution des deux programmes

[ Temramin of crsspnit enccancs imE oF TODOOO0,
szs.o8s

[Lorgth of cuspur wecocds T of FO00O0T
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1.2.2 Evaluation des polyndmes.

1. Méthode naive

Soit P, () = ag + a1 + .... + anz™ on peut évaluer ce polynome au point « en utilisant
directement la définition du polynome, cette définition nous impose de calculer les puis-

sances successives de x

Ainsi pour évaluer un polynome par la méthode intuitive on devra procéder comme suit :

calculer z2,...a"

calculer a1z, asx?...an,x”

calculer ag + a1x + ... + a,x™

Le cotit dépend de la méthode utilisée pour évaluer z". dans notre exemple on suppose

que z" est évalué également par la méthode naive donc nécéssitant n — 1 opérations de



multiplications.

Calculer x

Calculer % (1 mutliplication) 9

(14+2+4..4+n—1) =< (n* —n) mutliplications.

N =

Calculer 2™ (n — 1 mutliplications)

Calculer a1z

Calculer asz? o
n mutliplications.

Calculer apx™

Calculer ag + a1z + .... + apx” n additions

Donc le cotit de I'opération est de 3 (n® —n) + (2n — 1) + n = in® + 3n — 1 opérations
donc de 'ordre O (nz) .

. Algorithme de Horner

L’algorithme de Horner a pour but d’éviter I’évaluation des puissances successives de x,
I’idée consiste en une évaluation répétée d’un polyénme de degré 1, ainsi un polynéme P

de degré n sera évalué selon la technique suivante :

P(2) = apa™ + ap_12" L+ azx® + agz? + a17 + ag

= (ansc”_l + an 12" 2.... + asz? + asx + al) T+ ag

= an+apn_1 | r+apn_2....+az3 | x+ax|xr+a1 |+ ag

———
P1

—

P2



On peut vérifier par récurrence que la formule calcule bien le polynéme défini plus haut

Le Cout de la méthode de Horner peut étre évalué comme suit :

P, =Fyx+ap_1 1 addition + 1 multiplication
Py=Pix+ an—9 1 addition + 1 multiplication
P3s = Pox + an_3 1 addition + 1 multiplication

................... 1 addition + 1 multiplication
P,=P,_1z + ag 1 addition + 1 multiplication

Donc le cotit en calcul de la méthode de Horner est de n multiplications + n addition ou 2n

opérations. L’ordre est par conséquent O (n).

Exemple 10

restart

Hornar =proc(l, x)

option remember

if nops(!) = 0 then 0

elif nops(!) =1 then /[ 1]

elsex Horner([seg(l[i], i =2 nops()) ]. x) + [[1]
fiend:

PolyNaive =proc(/, x)

local P, i;

P=10:

for i to nops([) do

P = P+ [[i] naive(x, i — 1);
od: P end:

st= time( ) :

Homer([.sag(l__ i=1 __104]]__ 9] :
timel ) — st

st = time( ) :
Po.{lah’afve[[sag[l., i=1 ..104]], 9] :
timel ) — st;
9485



1.2.3 Calcul matriciel
Calcul du déterminant

Le détérminant d’une matrice de dimension (n x n) peut se calculer de la fagon suivante :

ailr a2 ... Qain
azlr a2 ... Q2p n+1

= CL11M11 — a21M21 + ... (—1) ananl
anl Aap2 ... Qapp

Ou M;; sont appelés les mineurs de la matrice A. C’est les détérminants obtenus en suprimant
la ligne i et la colonne 1 de la matrice A.

Pour I’évaluation du déterminant on doit calculer
n déterminants de dimension ((n —1) x (n — 1)) +n multiplication + (n — 1) additions
Pour évaluer un déterminant de dimension (n — 1) x (n — 1) on doit calculer
(n—1) déterminants de dimension ((n—2) x (n —2))+(n — 1) multiplication+(n — 2) addition
Notons Cout,, : le cott d’évaluation d’'un déterminant de dimension n donc on a :
Couty,, = nCout,_1 + n multiplication + (n — 1) addition

Coutp, = n[(n—1)Cout,—2 + (n— 1) multiplication + (n — 2) addition]+n multiplication+(n — 1) addi

On peut déduire que le cotit d’évaluation du déterminant est supérieur a n!.

Algorithme de Strassen 1969

Soient A, B deux matrices carrés de dimension (2" x 2") 'algorithme de Strassen permet
de calculer & un cout plus faible le produit des matrices par rapport a la compexité en O (n3)

de la méthode directe.



On décompose chaque matrice en 4 blocs identiques de dimension (2"*1 X 2"*1)

A Ag
Ay Ag

On calcule alors

Etona:

Cn
Cr2
Ca
Ca2

Bll Blg C Cll C’12
By Bao Co1 Oy

(A11 + Ag2) (B11 + Ba)
(A21 + Ag2) B
A11 (Bi2 — Baz)
Az (B21 — Bi1)
(A11 + A12) Baz
(A21 — A11) (Bu + Bi2)

(A12 — A22) (Ba1 + Bao)

My + My — M5 + My
M3 + M5
Mo + My

My — My + M3 + Mg

Remarque 11 Si la matrice n’est pas de dimension 2™ on compléte avec le nombre nécéssaire

de 0 pour atteindre cette dimension.

Calcul de la complexité de la méthode de Strassen

Soit n = 2™ et notons CoutStrassen le cout du produit par la méthode de Strassen et notons

CoutAdd le cout de ’addition de deux matrices.



On a alors

CoutStrassen (n) = 7 x CoutStrassen ( ) + 18Cout Add ( ) =7 x CoutStrassen (g) + 1748712
= Tx (YC’outStrass en ( ) + 18Cout Add (%)) + 1748712
18 2

= 7% C’outStrassen( ) + 7 x 18 x —n + — 4

= 7% x CoutStrassen ( )

= T7"CoutStrassen (1) + O (n?)

Ona2=n=m= %(%)ldou

In(n) In(n) In (n) In(7) In(7)
T =Th® =exp(In|7=@ =exp | | @) In(7) | =exp(In(n))=®@ = nhe
n

N

La valeur approchée de iﬁgg est donnée par 2.8074 d’ou

CoutStrassen (n) = O (n2'8074) +0 (n2) =0 (n2'8074) .

10



