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Corrigé de la série de TD 1 : Fonctions périodiques

Exercice 1.

1. Montrer que si f est T— périodique sur R alors ses translatées f,, 7 € R sont aussi
T—périodiques et Py = Py.

Rappelons que fr est la fonction définie sur R par f(z) = f (x4 7).

2. Soit f une fonction T-périodique. Soit F' une primitive de f
T

Montrer que F est T-périodique ssi [ f (t)dt = 0.
0
3. Montrer que toute fonction périodique continue qui admet une limite en +00 est constante.
Solution .1
1. Par hypothese f est une fonction T —périodique sur R alors
VeeR, frx+T)=fx+T+7)=f(x+71)=fr(x).

Donc f est T—périodique.
Soit p € Py donc f (x +p) = f(x), Vo € R. Alors

fr@tp)=flz+tp+7)=fz+7)=[fr(2).
Donc p € Py, .
Sip € Py, alors
VeeR, fr(z+p)=fr@)=>fl+tp+tr)=Ffla+7)=f(@+7)+p)=f(z+7).
Ce qui donne p € Py.
Autre maniére de montrer la duxiéme inclusion : si p € Py alors d’aprés la

premicére inclusion p € Py —p,.

2. Si F est une primitive de f. Comme l'intégrale d’une fonction périodique ne dépend pas
de lintervalle choisi mais seulement de sa longueur on aura, pour tout x € R

F(x) = F(0) + / £ (1) dt.
0

Donc,
T+x x z+T T
Flz+T) - F(z) = /f(t)dt—/f(t)dt: /f(t)dt:/f(t)dt. (1)
0 0 T 0
T

En utilisant (1) on obtient que F est T-périodique si et seulement si /f (t)dt =0
0



3. f est T-périodique alors
VeeR, f(x+nT)=f(z), Vnel

On suppose que f n’est pas constante et montrons que f n’admet pas de limite a oo.
f n’est pas constante alors il existe a,b € R, a # b tels que f (a) # f (b). Posons

Tp=a+nT ety, =b+nT.

Alors
f(a) = f(a+nT) et f(b) = f(b+nT), ¥n € N.
Par labsurde, on suppose que lim f(x) =1. Comme lim z, = lim y, = +oo alors
T—+00 n—+o00 n—+oc0

fla) = nEToof (xn) =1 et f(b) = ngrfoof (yn) =l contradiction avec f (a) # f(b).

Exercice 2. Soit a (0 < a < ) un paramétre réel. On lui associe la fonction 2mw-périodique,
définie par
0st —m<z<0
f(z) = lsi0<z<a
Osta<z<m

Montrer que

en (f) = smﬂ(;)e_m; pour n # 0. Que vaut co (f)?

Solution .2 Par définition

2 a
1 —in 1 —in
0 0

et

Exercice 3. Soit la fonction g : R — R définie pour tout x € [—m, 7] par g(x) =1—2%; et
prolongée comme fonction 2mw-périodique continue sur R.
Calculer les coefficients de Fourier de g.



Solution .3 les coefficients de Fourier de g.
Par définition
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Exercice 4. Soit f : R — C une fonction 2mw-périodique et k— Lipshitzienne. Pour h > 0, on
définit gn, en posant

gn(x) = f(z +h) = f(z = h).
1. Vérifier que |gn(x)| < 2kh.
2. Calculer les coefficients de Fourier Cy(gr) en fonction de Cy(f).

3. En utilisant I’égalité de Parseval montrer que Y. |sin(nh)Cy(f)|> < k2h2.
neL

Solution .4 1. En utilisant le fait que f est k— Lipshitzienne on obtient
lgn(@)| = [f(z +h) — f(z = h)| < klz + h — (z — h)| < 2kh.

2. Par définition

Chn (gh)—217r/9h () e " dx
= [ G+ n)— fo - m)emds

—T

1 [ . 1 [ ‘
=— /f(:L' +h)e "™ dr — — /f(:n — h)e " dx.
27 2



En faisant un changement de variable dans les deux intégrales on trouve

w+h

/ f fzn (y— h / f —m(erh
—W+h
w+h
— znh / f f'mydy 7znh / f fznydy
—m+h

Comme f est périodique alors

w+h 7+h

| swemay= [ swe iy - / F(y)e~mdy

—7+h —7m+h

Ce qui donne

Cn — znh / f f'mydy 7znh / f(y)eilmydy.
— Cn(f)(eznh _ efznh).
= Cy(f)2isin(nh).

3. En utilisant ’égalité de Parseval montrons que > |sin(nh)C,(f)|* < k2R
nez

D’aprés égalité de Parseval

> 1Cn(gn) > = /’9h )Pdz

ne”

Alors

1 ™
4 h? < — [ 4k*hPdz = 4k*R>.
Z]C’ ) sin(nh)| _27r/ x

nez g

Finalement, > |Cy(f)sin(nh)|?> < k2h2.
nez

Exercice 5. On rappelle que le noyau de Dirichlet Dy et le noyau de Fejer F, sont définis

comme suit :
k n

m=— k=0

Montrer que

s 2k+1

s xT .
1. Di(z) = { sin% si x ¢ 21

2k+1 st x€2nZ

1
2. 5=

:Iq%ﬁ



4. Fy(2) >0, o= [ Fy(x)dz =1 et Vs >0, lim [ F,(z)dz=0
- O s fal <

Solution .5
1. Une autre écriture du noyau de Dirichlet
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Si x € 2nZ alors Dy, (v) = 2k + 1.

™
2. Montrons que i | Dn(y)dy =1

-7

s T

1 1 i
D . ima
s | Dot =5 / > e

1 L7
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T

s

Sim # 0 alors [ e™*dx = 0.
T( .

Sim =0 alors [ e"™*dx = 2.

—T

™
Ceci donne que 5~ [ Dy(y)dy = 1.
—Tr

3. Montrons que si x ¢ 277 alors




Six ¢ 277, on a
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2

Il est alors clair que F, (z) > 0,Vz € R.

4. Montrons que 2 f F,(z)de=1. On a

7,m7'r —imm

—e

— =0 on trouve

Comme ¢

™

1 1
o Fn(az)dxzi)z;%r:l

—T

5. Montrons que ¥§ >0, lim [ F,(z)dz=0.

n—-+00

o<|z|<
1 sin’(n+1)%
lim / F,(z)dr = lim / = (.n2 )3
n—-—+o00 n——+o0o (n + 1) sin %

5<|a|<m o<|z|<m

1
< lim —u([—m, =0l U d, 7])0 quand n — +oo
~ n—+oo(n 4 1) sin? gﬂ([ Ju))-04q

w désigne la mesure de Lebesgue sur R.



