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Corrigé série de TD 2 : Fonctions presqu périodiques de Bohr

Exercice 1. Soit f € AP(R,C). Montrer que pour tout € > 0,

1. E(e,f)CE(, f), Ve <€,

2. E (e, f) est fermé dans R.

3. E(fa,e) = E(f,e). C’est-a-dire, AP(R,C) est invariant par translation.
Solution .1

1. E(e,f) CE{e, f}, Ve <€,
Soit T € E (g, f) alorssup |f(x +T) — f(z)| < e. Comme e > e, on obtient
zeR

sup|f(z +T) — f(z)| <e <€
z€eR

Ce qui donne, T € E{', f}.
Par conzéquent,
E(e f) C E{e’,f}.
2. E (g, f) est fermé dans R.

Soit (Ty,)nen une suite d’éléments de E {e, f} qui converge vers T dans R. Montrons que
TeE(Ef).

(Tn)nen C E (g, f) c’est a direVn €e N T, € R et

sup |[f(x +Tp) — f(z)] <e.
z€R

Par passage a la limite et grace a la continuité de f, on obtient

sup |f(x + lim T,) — f(x)| <e,
z€R n—oo

ce qui est équivalent a

sup|f(z+T) — f(x)| <e.
z€R

DouT € E (¢, f).

3. E(fa,e) = E(f,e). C’est-a-dire, AP(R,C) est invariant par translation.
Supposons que T € E{e, fo} et montrons que T € E (g, f).

Soit T € E{e, fo}, alors

sup ‘fa(x + T) - foc(x)‘ S €.
zeR



Alors

sup|[fle+T+a)— flx+a)| <e.
r€R

En Posant z = x + «, on obtient
f+T)=f)=fl@+a+T) - flx+a) = falz+T) - fa().

On a

sup | f(z+T) — f(z)| =sup|fa(z + T) — fa(z)| <e.
z€R z€eR

Donec T € E(¢, f). Par conséquent

E{e, fa} C E{e, f}. (1)
Maintenant supposons que T € E (g, ) et montrons que T € E {e, fo}.

TeE(,f), alors

sup | f(z +T) — f(z)| <e.
zeR

On a
fa(x—i—T)—fa(a?):f(a:+a+T)—f(a;+a),

on pose, y = x + «, on obtient
fa($+T) - foz(x) = f(y +T) - f(y)

sup [fo(z +T) = fa(z)| =sup[f(y +T) — f(y)| <e.
zeR yeR

c’est-a-direT € E(e, fo).

Donc,
E(e, f) C E{e, fa} (2)
Donc (1) et (2) impliquent que Ve > 0,

E(e, fo) = E(g, f).
Exercice 2. Montrer que la fonction définie par

f: R —- R
x +— sinz+sinyv2z

Solution .2 f n’est pas périodique car la fonction x — sinx est 2w périodique et la fonction
T — sinz est % périodique et comme le rapport des deux périodes est irrationnel donc la

fonction n’est pas périodique.
Montrons que f est presque périodique.
Soit T € R. En utilisant le fait que |cosz| <1 et |sinz| < 1, Vo € R, on trouve.

F@+T) = f@)| = |sin(e + T) +sin (V2(x + T)) — sinz  sin v2a]
—|sinz cos T + sin T cos x + sin V2 cos V2T + sin V2T cos V22 — sinz
— sinv/2z|
= | sin V22 (cos V2T — 1) +sinz (cosT — 1) + sin T cos x

+ sin V2T cos v/ 2z|
<|cos(V2T) — 1| + |cos(T) — 1| 4 |sin T'| + | sin v/27T.



On prend T = 2n7, alors
sinT = sin(2nm) = 0 et cos(T") = cos(2nm) = 1.
D’ou
\f(x+T)— f(x)] < |1 —cosV2T| + ‘sin \@T‘ = ‘1 — cos \/5(2n7r)‘ + ‘sin V2(2nm)

Soit € > 0, d’apres le théoréeme de Gottschalk, il existe deux entiers m,n tels que

m—\/in‘<i
4

Posons c
V2n —m = a, avec|a| < =
s

ce qui donne

V2T = V2(2n7) = (m + a)27.

On a
cos V2T = cos (2mm + 27a)
= cos(2mm) cos(2ma) — sin(27m) sin(27a)
= cos 2ar,
et

sin V2T = sin (2rm 4 27a) .
=sin(27m) cos(2ma) + sin(27a) cos(2wm).
=sin 27a.

Ce qui est équivalent a dire que
|f(x+T)— f(z)| < |1 — cos2mal + |sin 27al .

Comme
|sinf] < ||, et |1 —cosf| < |0], V6.

Alors,
f(z+T) — f(z)| < 2]a| 7 +2|a| 7 = 47 |a §47T4i <e.
T

Par consequent,
{2nm, n € Z C E(e, f).

Puisque {2nm, n € Z est relativement dense alors E(e, f) est aussi relativement dense. Ainsi
on conclut que [ est presque périodique.

Exercice 3. Soient f et g deuz fonctions presque périodiques et a € R. Montrer que
1. f+9 € AP(R,C) et af € AP(R,()
2. Si inf |f(z)] =m > 0, alors (%) € AP(R,C).
T€R
3. f.ge AP(R,C).

4. Si h une fonction uniformément continue alors ho f € AP(R,C).



5. si o € LY(R) alors (f x ¢) € AP(R,C).

Solution .3
Montrons que

1. si f est une fonction AP(R,C) alors af est AP(R,C) pour tout réel a. C’est a dire
montrons que E(e,af) est relativement dense. On a

E(s,af):{TER tel que sup |af (x+T) — af (x)] gs}
zeR

_{TER tel que suplal|f (x+T) — f (2)] gg}
T€eR

:{TER tel que sup|f(x+T)—f(az)]§E}

zeR |a|
—FE (€,f> .
||

Comme E (@—‘, f) est relativement dense, on a le résultat recherché.

2. La somme de deux fonctions de AP(R,C) est une fonction de AP(R,C).
Soit f1, fo € AP(R,C), alors on vérifie facilement que

€ €
E(E7f1 +f2) D F (57.}01) E <§7f2> .
Par conséquent, l’ensemble E (e, f1 + f2) est relativement dense. Ce qui implique que
f1+ fo est AP(R,C).
On peut aussi utiliser Uapproximation par des polynomes trigonométriques pour montrer
cette propriétés.
3. Le produit de deux fonctions AP(R,C) est une fonction AP(R,C).

Avant de montrer la stabilité par le produit on peut montrer facilement que si f € AP(R,C)
alors f?> € AP(R,C) (Montrer que E (m,f) CFE (5, f2)

La fonction fi.fo peut étre donnée par
1 2 1 2
frfe= (it )= (fi—f2)°-

Ce qui donne le résultat.

4) si f une fonction presque périodique et inf|f(x)] = M > 0, alors, L est presque
R f

périodique.
Soit T €E(e, f) alors |f(z+T) — f(x)] <e, Vz eR

On aura donc .

‘ 1| |f@tT) — fa)
[+ 1) 7@

fle+T).f(x)

!
relativement dense . D’ou le résultat.

Donc T € E{ﬁ,l}, c’est a dire E{ﬁ,%} contient E{e, f}, donc cet ensemble est



4. si f1 et fa sont deux fonctions de AP(R,C) avec iﬁf |f2(x)] > 0 alors % est une fonction
AP(R,C).
f1, f2 sont deuz fonctions AP(R,C). alors + est aussi AP(R,C). Comme L= fi+,
f2 f2 f2
alors elle est AP(R,C).

5. soit AP(R,C) donc f est continue et comme g € L*(R), alors la fonction (f x g) est
continue.

On a pour tout y € R,
[(f*9) ) < 1 fllso N9l 1wy -

On suppose que g # 0 car si ||9||L1(R) =0 alors f+xg =0 et donc (f xg) € AP(R,C).

Ona f € AP(R,C) c’est a dire Ve > 0, il existe £z > 0 tel que tout intervalle de [, o + £]
contient un nombre T vérifiant

<
9/l L1 (m)

[f(z+7) = flz)

Posonsx=y—teR

fly—t+7)—fly—1)] <
9/l L1 (m)

On obtient,

Frg)at) - (Fra)w)= [ 9@)fy+r—z) / 9(2)f(y - 2)dx

R

/
/ (fly+7—2x)— fly —2)) g(x)da.
R

Alors,

(fxg)@+71) = (f*9)W)|=fly+7—2)— fly—2)| 9l 1w
(3
Sm 191l L1 m)

<e.

Exercice 4. Soit f une fonction T—périodique et continue, donc f est presque périodique. En
utilisant la définition de la valeur moyenne d’une fonction presque périodique et le fait que tout
réel T peut s’écrire T = nt + oy, avec 0 < oy, < T, retrouver

1. la formule de la valeur moyenne de f,

2. les coefficients de Fourier de f.

Solution .4 On pose donc T = nt + oy, avec 0 < oy, < 7, on voit que T — 400 si et seulement
st m — +o0.



1. La valeur moyenne d’une fonction presque périodique est par définition

nT+an

1T 1

M(f)= lim = f(x)dr= lim — f(z)dx

T—4o00T'0 n—+oonT + Qy,

= lim

= lim

n—+0oNT + Oy

= lim

0

T NnT+on

n;mmian/ d“/f )dx + ...+ / f(x)do + / f(z)dx

0 (n—1)7 nT
T nT+an

! n/f(x)daH- / f(x)dz
L O nr
T nT+an T

n/f(x)dx—i- lim# / f(x)dxzj_/f(w)dm

n—+oonT + Qi

n—+conNT + Qp,
0 nrt 0

et on retrouve la notion usuelle de valeur moyenne.

2. les coefficients de Fourier de f.

a(\)=M {f(x) e_i)‘x}

= lim —
T—>+ooT

T nrT+aon

n—+0oNT + Qip,

1 - 1 .
(z)e ™ dg = lim —— f(z)e ™ dy
/ 0/

0

1 nr nr+an
= dim | [ @t [ f@eas [ e
0 (1) nr
_ (k+1)7 nT+omn
:nEToom kZO ’Z f (@) e M d + n[ f(x) e M dy
] LT —idz
Comme f est bornée alors ngrf e [ f(z)e2ds =0.
Donc a (M) = lim nzl (k—}l) f(x) ey
n~>+oon7_+an = i .

On pose y = x — k1 alors,

T

n—1
_ —i(Ay+kT)
a(N) nirfwn7+an;0/f y+kr)e dy.
=00

f est périodique alors

n—1 T,

- ] el (Ay+kT)
a()\) nﬁlrfoonr + oy kz—o/f dy

n—1

f . 1 :
:/f(y) e~ Mdy lim 726_1/\]”.
0

n—+conT + Qi —0



On doit distinguer deux cas :

n—1
Premier cas : si e” =1 c’est a dire \ € 27”Z. Alors 3. e =n. Ce qui donne
k=0

T

o) =1 [Fwe
0

On retrouve les coefficients de Fourier usuels.
i 2 ok 2
- N . y —1IAT 7 N N X —1 T
Deuzxiéme cas : si e # 1 c’est a dire X ¢ “T7Z. Alors |kzoe | < et Donc

a(A) =0.
On retrouve le résultat concernant les coefficients de Fourier dans le cadre des fonctions
périodiques.

Ezxercice 5. Soit f de R dans C une fonction presque périodique dont la dérivée est presque
périodique. Calculer les coefficients de Fourier de f’

Solution .5 Si on note a () le coefficient de Fourier de f" alors par définition

T
a(A\) =M {f, (z) e_“‘m} = lim 1/]‘, (z) e” g

T—+ooT
0
En faisant une intégration par partie on aura
T

a(=lim |- [f (z)e —W T+2TA/f ) e~y

. T :
= Jim 2 [ 7 @) e Pde =i {f ()¢ )

0

On obtient



