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Corrigé de la série N̊ 1 - Statistique inférentielle

Exercice 1

Soit (X1, ..., Xn) un n-échantillon aléatoire simple issu d’une variable aléatoire X de moyenne
µ et d’écart-type σ. On suppose que la v.a X admet un moment centré d’ordre 4 :

µ
′
4 = E(X − E(X))4.

Le moment centré d’ordre 2 (variance empirique) de l’échantillon est :

S2 =
1

n

n∑
i=1

(Xi −X)2.

– Montrer que :

V ar(S2) =
n− 1

n3

(
(n− 1)µ

′
4 − (n− 3)σ4

)
.

Solution.
On a :

S2 =
1

n

n∑
i=1

(Xi −X)2 =
1

n

n∑
i=1

X2
i −X

2
.

D’autre part : ∑
i,j

(Xi −Xj)
2 =

∑
i,j

(
X2
i − 2XiXj +X2

j

)
=

∑
i,j

X2
i − 2

∑
i

∑
j

XiXj +
∑
i

∑
j

X2
j

= 2n
∑
i

X2
i − 2

∑
i

Xi

∑
j

Xj

= 2n
∑
i

X2
i − 2(nX)(nX)

= 2n2S2

On peut donc calculer la variance de S2 en utilisant la relation suivante :

V ar(S2) = cov
(
S2, S2

)
=

1

(2n2)2

∑
i,j,k

cov
(
(Xi −Xj)

2, (Xk −Xl)
2
)
.
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Exercice 2

Soit (X1, ..., Xn) un n-échantillon aléatoire simple issu d’une variable aléatoire X. les réa-
lisations x1, x2, ..., xn peuvent être réordonnées en y1, y2, ..., yn où y1 < y2 < ... < yn. Les yi
constituent une permutation particulière des xi. Les yi sont des réalisations du n-uplet de va-
riables aléatoires (Y1, Y2, ..., Yn) qui constitue l’échantillon ordonné de X.

1. Calculer la loi de Yn = sup
1≤i≤n

Xi.

2. Calculer la loi de Y1 = inf
1≤i≤n

Xi.

3. Déterminer la loi du couple (Y1, Yn). En déduire celle de l’étendue R = Yn − Y1.

4. Soit Nz le nombre de Xi inférieurs à z. Quelle est la loi de Nz?

Solution :
Soit F (resp. f) la fonction de répartition (resp. la densité) de la variable aléatoire X. Soient

Hk (resp. hk ) les fonctions de répartition (resp. les densités) de Yk.

1. • Loi de Yn.
Hn(y) = [F (y)]n, hn(y) = nF (y)n−1f(y).

2. • Loi de Y1.

H1(y) = 1− [1− F (y)]n , h1(y) = n [1− F (y)]n−1 f(y).
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3. • Loi du couple (Y1, Yn).

Supposons dans un premier temps que y1 ≤ yn. On peut écrire :

P (Y1 ≤ y1, Yn ≤ yn) = P (Yn ≤ yn)− P (Y1 > y1, Yn ≤ yn)

= [F (yn)]n − P

(
n⋂
i=1

{Xi ∈]y1, yn]}

)
= [F (yn)]n − (F (yn)− F (y1))n .

En dérivant deux fois, on obtient

∂FY1,Yn(y1, yn)

∂y1
= n(F (yn)− F (y1))n−1f(y1)

et
∂

2
FY1,Yn(y1, yn)

∂y1∂yn
= n(n− 1)(F (yn)− F (y1))n−2f(y1)f(yn).

La densité de probabilité du couple (Y1, Yn) est

hY1,Yn(y1, yn) = n(n− 1)(F (yn)− F (y1))n−2f(y1)f(yn)1y1≤yn .

• Loi de R = Yn − Y1.

Disposant de la densité du couple (Y1, Yn), pour trouver la densité de la v.a.r. R = Yn−Y1,
on peut dans un premier temps calculer la densité du couple (Q,R), où Q = Y1, et ensuite
calculer la loi marginale de la seconde coordonnée de ce couple. Le calcul de la loi du
couple (Q,R) s’effectue facilement grâce à la formule du changement de variable. Prenons
la fonction g(q, r) = (g1(q, r), g2(q, r)) = (q, r − q) qui est évidemment{

q = y1

r = yn − y1
=⇒

{
y1 = q = ϕ1(q, r)

yn = r + q = ϕ2(q, r)

La matrice jacobienne de la transformation est donnée par :

J =

(
∂ϕ1(q,r)

∂q
∂ϕ1(q,r)

∂r
∂ϕ2(q,r)

∂r
∂ϕ2(q,r)

∂q

)

Le déterminant de la matrice J est égal à 1.
La densité de probabilité du couple (Q,R) est donnée par :

ψQ,R(q, r) = hY1,Yn(q, r + q) | J | 1R×R+ .

= n(n− 1)(F (q + r)− F (q))n−2f(q)f(q + r)1R×R+ .

La densité marginale de R est :

φR(r) =

∫
R+

ψQ,R(q, r)dq.

=

∫
R+

n(n− 1)(F (q + r)− F (q))n−2f(q)f(q + r)dq.

La fonction de répartition de la variable R est donnée par :

FR(r) =

∫ r

0
φR(x)dx.
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4. Loi de Nz. On a

Nz =
n∑
i=1

1Xi≤z.

Les v.a.r. 1Xi≤z, pour i = 1, n, étant i.i.d. de loi de Bernoulli de paramètre F (z), la loi de
Nz est une Binomiale de paramètres n et F (z), i.e. Nz  B(n, F (z)).

Exercice 3 Pour les modèles suivants, donner la vraisemblance associé à l’observation d’un

échantillon aléatoire simple (X1, ..., Xn).

1. Modèle gaussien.

2. Modèle uniforme

3. Modèle exponentiel.

Solution.

1. • La vraisemblance pour un modèle gaussien.
On considère le modèle gaussien de loi

{
N (µ, σ2) : µ ∈ R, σ > 0

}
. La vraisemblance de

l’échantillon (x1, ..., xn) est alors :

L(x1, ..., xn;µ, σ2) =
n∏
i=1

f(µ,σ)(xi)

=
n∏
i=1

1√
2πσ2

exp

{
−1

2

(
xi − µ
σ

)2
}

=

(
1√

2πσ2

)n
exp

{
−1

2

n∑
i=1

(
xi − µ
σ

)2
}

2. • La vraisemblance pour un modèle de loi uniforme.
On considère le modèle uniforme de loi :

{
U[0,θ] : θ > 0

}
. La densité de la v.a. (variable

générique) X est :

fθ(x) =
1

θ
1[0,θ](x).

La vraisemblance de l’échantillon (x1, ..., xn) est alors :

L(x1, ..., xn, θ) =

n∏
i=1

fθ(xi)

=
1

θn

n∏
i=1

1[0,θ](xi)

=
1

θn
1[0,+∞[

(
inf

1≤i≤n
xi

)
1]−∞,θ]

(
sup

1≤i≤n
xi

)
=

1

θn
(
1{inf xi≥0}

) (
1{supxi≤θ}

)
.
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3. • La vraisemblance pour un modèle exponentiel.
On considère le modèle exponentiel de loi : {exp(λ) : λ > 0}. La densité de la v.a. générique
X est :

fλ(x) = λe−λx, x ≥ 0.

La vraisemblance de l’échantillon (x1, ..., xn) est alors :

L(x1, ..., xn, λ) =
n∏
i=1

fλ(xi)

=
n∏
i=1

λe−λxi

= λne−λ
∑

i=1 xi .
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