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Exercice 1

Soit (X7, ..., X;,) un n-échantillon aléatoire simple issu d’une variable aléatoire X de moyenne
1 et d’écart-type . On suppose que la v.a X admet un moment centré d’ordre 4 :

Wy = E(X — E(X)"

Le moment centré d’ordre 2 (variance empirique) de I’échantillon est :

— Montrer que :

Solution.
On a:

1 - 1 @& —
2 _ 32 2
S = EE (X; — X) _nZEIXi X,
D’autre part :

d(Xi-X))? = Z (X7 —2X:X; + X73)
= ZX2 - QZZXX +ZZX2
= 2nZX2 - QZX ZX
= 2 Z X? - 2(nX)(nX)
= 2n2;2
On peut donc calculer la variance de S? en utilisant la relation suivante :

Var(S?) = cov (S, 8%) = @) Zcov Xi— X;)% (X, — X))?) .
Vi



On calcule alors les différentes covariances selon la forme des facteurs :

— de la forme cov((X; — X;)%, (X, — X;)?) avec i, j, k, 1 tous différents,

— de la forme cov((X; — X;)?, (X — X;)?) avec i, j, k différents,

— de la forme cov((X; — X;)?, (X; — X;)?) avec 1, j différents.

On remarque que si i = j ou k = [, alors on obtient une covariance avec zéro (de la forme cov(0, (Xj —
X1)%)) ou cov((X; — X;)2,0) qui est nulle.

Commencons par le calcul de cov((X; — X;)?, (X; — X;)?) avec i # j.
cov((Xi — X;5)%, (Xi — X;)%) = B(Xs — X;)") — [E((X: — X;))).
On introduit la moyenne p dans le calcul de ’espérance :

(X:i—X;)' = [(Xi—p)—(X;—p)]*
= (X —p)* —4(X; — @) (X — p)* +6(X; — p)*(X; — p)® —4(X; — p)*(X; — p)
+(X; — )"
2ty — 8yilapty + 6142
= 2;Li1+604 car,u,lzDet,u‘E:cJQ.

E((Xi —X;)")

(Xi—X;)? = [(Xi—p)—(X; =)
= (Xi—p)? = 2(Xi — p)(X; — p) + (X; — p)?

E((X: —X;)%) 2p3 = 207,

Ainsi, pour i # 7,
cov((Xi — X;)%, (Xi — X;)%) = 24y + 20

Continuons par le calcul de cov((X; — X;)2, (X — X;)?) avec 4, j, k différents.

cov((Xi = X;)%, (X = X5)) = B((Xi — X;)*(Xx = X;)?) = [B((Xi = X)) E((Xi — X;)7]
= B((Xi — X;)*(Xx — X;)%) = (20%)%.



(Xi — X;)*(Xi — X;)?
= [(Xi—p)® = 2(X; = ) (X — ) + (X5 = 1)?] [(Xie = ) = 2(Xp — ) (X — ) + (X — )]
= (Xi — )" (Xi = p)* = 2(Xi = ) (X — ) (Xpe — ) + (X — ) (X — )
—2(X; — p)* (Xie — 1) (X5 — ) + 4(Xs — ) (Xe — ) (X5 — p)* = 2(Xp — p) (X — p)°
G = ) = 20— (X~ )+ (K )
= 3(h2)* + 14

Ainsi, pour ¢, 7, k différents,
cov((Xi — X;)* (X — X;)?) = pf — 0.

Le dernier cas est rapidement calculé : si i, j, k, [ sont différents, alors, par indépendance des X;,

cov((X; — Xj)z, (X — XEJZ) =0

11 reste & compter le nombre de termes dans chaque cas présenté.

— cov((X; — X;)2, (Xr — X1)?) est un terme de la forme cov(X; — X;)2, (X; — X;)?) lorsque (k =i,l = j)
ou (k= j,l =1) avec i # j, soit 2n(n — 1) termes.

— cov((X; — X;)?, (Xx — X;)?) est un terme de la forme cov(X; — X;)%, (X — X;)?) lorsque (I = j ou
[ =1) et k,i,7 differents on (k=i ou k = j) et 1,14, j différents, soit (2 + 2)n(n — 1)(n — 2) termes.

Z cov = 2n(n—1)(2ds+20") +4n(n —1)(n - 2)(pz — o)
i,7,k.0

) n—23

Exercice 2

Soit (X1, ..., X;,) un n-échantillon aléatoire simple issu d’une variable aléatoire X. les réa-
lisations x1,x2, ..., x, peuvent étre réordonnées en yi,42,...,Yn OU Y1 < Yo < ... < Yp. Les y;
constituent une permutation particuliere des x;. Les y; sont des réalisations du n-uplet de va-
riables aléatoires (Y71, Y, ..., Y,) qui constitue ’échantillon ordonné de X.

1. Calculer la loi de Y,, = sup X;.

2. Calculer la loi de Y7 = inf X;.

3. Déterminer la loi du couple (Y1,Y,,). En déduire celle de I'étendue R =Y,, — Y7.

4. Soit N, le nombre de X; inférieurs a z. Quelle est la loi de N,?

Solution :
Soit F (resp. f) la fonction de répartition (resp. la densité) de la variable aléatoire X. Soient
Hj, (resp. hy ) les fonctions de répartition (resp. les densités) de Y.
1. e Loi de Y,,.
Hy(y) = [FWI", hn(y) = nF (y)" " f(y).

2. e Loi de Y;.



3. e Loi du couple (Y1,Y,,).
Supposons dans un premier temps que y; < y,. On peut écrire :

P<Y1§ylyyn§yn) = P(Yngyn)_P(Y1>y17YnSyn)
= [F(y)]" —P (ﬂ {Xi €]y, yn]})
=1
= [Fyn)]" = (F(yn) — F(y1))"-
En dérivant deux fois, on obtient

OFy, )y, (Y1, Yn)

Do, =n(F(ya) — F))" ' f(n1)

et

: Fg;na(g:yn) =n(n—1)(F(yn) — Fy1))" > f(y1) f (Yn)-

La densité de probabilité du couple (Y7,Y},) est

hy v, (1, yn) = n(n = 1) (F(yn) — F(y1))" 2 f (1) f (n) Lys <yn-

e Loide R=Y, — Y.

Disposant de la densité du couple (Y1,Y;,), pour trouver la densité de la v.a.xr. R =Y, — Y7,
on peut dans un premier temps calculer la densité du couple (@, R), ou @ = Y7, et ensuite
calculer la loi marginale de la seconde coordonnée de ce couple. Le calcul de la loi du
couple (Q,R) s’effectue facilement grace a la formule du changement de variable. Prenons
la fonction g(q,7) = (g1(q,7),92(q,7)) = (¢, — q) qui est évidemment

{ a=1u :>{ y1=q=¢1(q,7)
T=Yn = Yn =T+ q=p2(q,7)

La matrice jacobienne de la transformation est donnée par :

Beo%(qm) 3%(11,7")
T=\ opslar)  dps(ar)

or dq

Le déterminant de la matrice J est égal a 1.
La densité de probabilité du couple (@, R) est donnée par :

Vo.r(¢;7) = hviy,(¢,7+q) | J | lpxrt
= n(n—1(F(g+r) = F(@)"*f(@) f(q+ ) lgxr+-

La densité marginale de R est :
or(r) = / YQ,r(q,7)dg.
R+
= [ nn =D+ ) = @)@+ )
La fonction de répartition de la variable R est donnée par :

Fr(r) = /0 " bn(a)da.



4. Loi de N,. On a
n
N. =) lx<..
i=1

Les v.a.r. 1x,<,, pour ¢ = 1,n, étant i.i.d. de loi de Bernoulli de parametre F(2), la loi de
N, est une Binomiale de parametres n et F'(z), i.e. N, ~» B(n, F(z)).

Exercice 3 Pour les modeles suivants, donner la vraisemblance associé a ’observation d’un

échantillon aléatoire simple (X7, ..., X,,).
1. Modele gaussien.
2. Modele uniforme

3. Modele exponentiel.

Solution.

1. e La vraisemblance pour un modele gaussien.
On considere le modele gaussien de loi {N (n,0%) :peR, 0 > 0}. La vraisemblance de
Iéchantillon (z1, ..., x,) est alors :

E(xlv oo T Wy 02) - H f(,u,a') ('Ccz)

() ()

2. e La vraisemblance pour un modeéle de loi uniforme.
On considere le modele uniforme de loi : {L{[O,g] :6 > 0}. La densité de la v.a. (variable
générique) X est :

f@ ((L‘) = %1[079] (ac)

La vraisemblance de I’échantillon (z1, ..., x,) est alors :

L(x1,.yxpn,0) = H Jo(xs)
=1

1 n
= | JERYIED)
=1

1

= —1 inf ;)1 ;
gitoet (18 20) s (300 )
1

= o (1{infxi20}) (1{supmi§9}) .



3. e La vraisemblance pour un modeéle exponentiel.
On considere le modele exponentiel de loi : {exp(A) : A > 0}. La densité de la v.a. générique
X est:
falz) = Xe ™ 2> 0.

La vraisemblance de I’échantillon (z1, ..., x,) est alors :

L(x1, .0y Ty A) = H Ia(zi)
i=1

n
=1

— )\”6*)‘ Dim1 T .



