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Exercice 1. (B;,t > 0) un mouvement brownien réel et (F;) sa filtration naturelle.
1. Soit s;t € RT,

o B(B,B2) = ?

On a E(B,B?) = E [E(B,B?|.F,)] (d’apres le théoreme de 1'espérance totale).

1 cast > s

E(B,B?) = E [B,E(B?|F,)] (car B, est Fy-mesurable).

On sait que B? — t est une martingale donc

E(Bf|F,) = E(Bf —t+t|F,)
= E(B? —t|F,) + E(t|F,)
= B2—s+t

par la suite

E(B,Bf) = E[B,(B?—s+1)]
— E(B®— sB, +(B,)
= Ocar E(B,) =E(B?) =0 car B, ~ N(0,s)

28me ag g > ¢

E(B.B}) = E[E(BB}|F)]
= E[BIE(B|F)]
= E(B?B,) car B, est F, — martingale
= E(B}) =0 car B, ~ N(0,1).

o si s <t, E(B|Fs) = Bs car B est une martingale.
sit <s, E(By|Fs) = Bs car By est Fs-mesurable.

° E(Bt\Bs) =7
1°" cast < s

E(B|B;) = E(B, — LB,) + {B, = LB,. car B, — LB, est centrée et indépendante de B,. En



effet: (B; — ﬁBs, By) est un couple gaussien centé de covariance:

t t
Cov(B; — —Bs, Bs) = Cou(By, By) — —VarB,
s 5

t

= t—-s
S

= t—t=0

28me cag 5 <t

E(Bi|B,) = E(B;— B, + By|B,)
— E(B, - B,|B,) + B,

= B, car B; — B, est indépendante de B, et est centrée

2. On a si X ~ N(0,0?), E(X?) = 30* (voir Exo6, série 1).
E(BB;) =7
1" cas s <t

E(B'BY) = E[E(BBYF)]

= E|[BIE(B}|F,)]

E [B2(B2 — s +1)] car Bf —t est une martingale
= E(B:) — sE(B?) + tE(B?)
= 25% +ts

g8me cagt < g

De la méme maniere on trouve E(B?B?) = 2t — ts.

3. Loi de B; + B,?
B; + By est gaussienne centrée car B est un processus gaussien centré.
D’autre part on peut écrire B, + By = B; — Bs + 2B, par la suite Var(B; + Bs) = Var(B; —
B,) +4VarB; car By — B — s est indépendante de B;.
Dousi s <t,Var(B;+ B;) =t —s+4s =1t + 3s et By + Bs ~ N (0, + 3s)
Sit<s B;+ Bs~ N(0,s+ 3t).

4. 0, une v.a. bornée F,-mesurable.

Pour ¢ > s calculons, E(0s(B; — B;)) et E[0,(B; — Bs)?.

E(QS(Bt - BS)) = E [E(GS(Bt - BS)U:S)]
= E [GSE(Bt - lefs)] = 0



De méeme
E(6,(B; — By)?) = E[E(6,(B; — By)*|F,)]
= E[0,E((B; — B,)*F)]
= (t—s)E(6;)
5. E(Lp.ca) = B(Bi S @) = B(2 < 5)
Or B; ~ N(0,t) = % ~» N(0,1)
D'ou E(1p,<4) = QS/\/’(OJ)(% avec ¢ est la fonction de répartition de (0, 1).

E(Bilp,<a) = f - dx\/
\/ te 2t
onposeyz%zﬂn—y\/_

a/Vt 1 2
E(Bt]-BtSa) = \/%/ S_Tdy

]E(/O exp(Bs)ds) = /OE(GBS)ds
= /Ot exp{E(B;) + %Var(Bs)}ds

t

= /egds car Bs ~ N (0, s)
0

= 2(e2 — 1)

Elexp(aBy) f(f exp(vB;)ds]) = fot E(exBet7Bs),

On a aB; + vBs = a(By — Bs) + a + 7) Bs est une v.a gaussienne car B; — By et B sont deux
gaussienne indépendantes.

E(aB: +vBs) =0 et
Var(aB; +vB,) = o*Var(B; — Bs) + (a+7)*Var(B,)
= a*(t—s)+ (a+7)%s
= ot + (72 + 2a7)s

D’ou

t t 2 2
2
/ E(eaBt+’YBs)dS — / exp{a t+<72+ a’Y)S}dS
0 0

2

t
a’t 10,2
— 3 /62(7 +2a~/)sd8
0

— —2 +22 @%Qt <6%(72+2a7)t _ 1> .
Y ary



