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Corrig¢ de 'Examen de Processus Stochastiques

Exercice 1. (06 points)
(X,,) une C.M sur E = {0,1,2,3,4,5} de matrice de transition
(1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 )

1/2 0 1/4 1/4 0 0
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1/2 0 1/2 0 0 O
1/2 &, ¢ 0 0@ 142
\1/2 0 0o 0 1/2 0 )
1. Le graphe de transition (voir la figure ci-dessus). 0.5 pt
2.
P(Xs =2,X; =1,X,=0)
( 1 3 2 | 0 ) IP(XO = O)
= P(X2=2/X1 =1, Xo=0)P(X; =1|Xp=0)
= P(X2;=2|X; =1)P(X; =1|X,=0)
= P2 X Py
Lok B Lot
- 176 1 -
P(X; =0|Xo=0) = P = (1/6)> +5(1/6.1/2) = £ + 3 = 4. 1pt
3.OnaVi,j €eE, i+ j. Donc (X,) est irréductible. 0.5 pt
Le graphe possede une scule classe finale apériodique E. Done (X,,) est régulicre. 0.5 pt
L’état 0 est un site intermédiaire pour passer d’'une page web a une autre. 0.5 pt

4. (X,) est une C.M finie, irréductible, apériodique donc ergodique. Elle posséde donc une

5
unique distribution stationnaire m = (mg, m, T2, 73, T4, 75) telle que 1 = 7P et Y m = 1.

. i=0
Apres résolution du systéme linéaire. on tronve 7 = (3, &%, =, 2, 1, 1) 2 pt




Exercice 2. (08 points)
(X, )une chaine de Markov sur E = Z*.

1. Vi,j € E, i<+— j. Donc (X,,) est irréductible. 1 pt

2. Soit fl(?) la probabilité du premier retour en 1 en n étapes. L’état 1 est récurrent si
> i) =

n>1

Ona fiy) =0, & =1/2, & =0, fiY = (1)
0, sin=2k+1;

On en déduit que f ™) —
. (3)F, sin =2k

Par la suite, 3 £ = Z(%)k = 1. D’ou I'état 1 est récurrent. 2 pt
n>1 k=1

3. L’état 1 est récurrent positif car le temps moyen de retour est

= >, fl(?) = > 2k(3)" =4 < co. Donc l'état 1 est récurrent positif. 1 pt
n>1 k>1
4. Ona PGCD{n > A Pl(f”) > 0} = 2. Donc I'état 1 est périodique de période 2. 1 pt
5. Soit 7 la distribution stationnaire de la chaine. On 7@ = 7P
On trouve m = m_y et m; = 7_; = (3)""'m et comme Y m =1, on trouve my =1/4 2 pts
=
6. m = (1)1 = (2" pour tout i € E. 1 pt

Exercice 3. (06 points)
Soit Ny ():” nombre de voitures arrivant a la station sur [0, ¢]”.
(N1(t))t>0 un processus de Poisson da parametre A\; = 10v/h

1. Soit T temps entre le passage de deux voitures consécutives: On sait que T' ~> exp(\).

D'ou E(T) = /\% = s5h =6mn 1 pt

2. Sachant que 10 voitures sont passées entre 12h et 13h, la probabilité que 5 voitures soient

passées entre 12h et 12h30 est donnée par:

BV(g) = sia(n) = 10) =~ ZROZI upns )
_ P(Ni(3) =5, Mi(35) = 5)
P(N, (1) = 10)
P(Ni(3) =5)P(MN(3)=5) ., .
- POV, (1) = 10) (d’apres Cs)
_ e__w_xw_l?(;:%:o.% 2 pts



3. Soit Ny(t):”Le nombre de camions arrivant a la station service sur [0, ¢].”
(N2(t))+>0 un processus de Poisson da parametre Ay = 5¢/h.
(N1(t)) et (N2(t)) sont indépendants.
Soit N (t):”Le nombre de véhicules arrivant sur l'intervalle [0,¢].” N(t) = Ny(t) + Na(t).
(N(t)) est un processus de Poisson de parametre A = A\; + Xy = 15v/h (supperposition de deux
processus de Poisson indépendants.) Donc N (t) ~» P(At). 1 pt
La probabilité que k véhicules (voitures ou camions) passent entre les instants 0 et ¢ est donnée
par

(15t)*

P(N(t) =k) = 6_15tT, Vk € N. 1 pt

4. Soit S: "le temps séparant le passage de deux véhicules consécutifs.”

S~ exp(A) = E(S) = 1 = £h = 4mn. 1 pt

Fin



