Université A. Mira - Béjaia Département de Mathématiques & MI

1° année MI Examen d’Analyse 1 Le 07 février 2013
Durée: 2P Calculatrice non autorisée
La qualité de la rédaction et la précision des raisonnements influent sur la notation

Exercice I
On considere la suite (U, ),y définie par

Uo = 0,
{ Ui = 2U,+3, VneN.
1) Montrer que : Vn € N,;0 < U,, < 3.
2) Montrer que (Uy), ¢y est monotone.

3) En déduire que (Uy),cy est convergente et déterminer sa limite.

Exercice I1
Soit f la fonction définie par

e’ —1 . <0
fa)={ a1 TS
ox si x>0

Ou a € R.
1) Etudier la continuité de f sur R.
2) Etudier la dérivabilité de f sur R.

3) La fonction f est - elle de classe C*(R) ?

Exercice II1
1) Ecrire la formule de MacLaurin avec le reste de Lagrange pour la fonction f (z) = e® a lordre n.

2) Montrer que
1 1 1 e

1 1 1
1 — — — < <1 — — — JE—
ottt ettty ot Tt

3) En déduire la limite de la suite

Exercice IV
On considere la fonction définie sue R* par

e*/1+x —cos®

X

fz) =

1) Ecrire le développement limité & 'ordre 2 au voisinage de 0 de la fonction f.
2) En déduire que f admet un prolongement par continuité en 0, noté g.
3) Montrer que g est dérivable en 0.

4) Calculer la limite suivante
g @) =5
im

x—0 ln(l + :E)
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Correction de ’exercice 1
Soit

Uy = 0,
{Un+1 = V2U,+3, VneN.

1) Raisonnement par récurrence
Pour n =0, 0<Uy=0 <3, la propriété est vraie.
Supposons que : Vn € N,0 < U,, < 3, montrons que Vn € N0 < Up41 < 3.
On a :

0<U,<3=3<2U,+3<9=>V3< V22U, +3<3=0<V3<Upy1 <3
Donc, VneN: 0<U, <3.

2) La suite (Up),, ¢ est une suite récurrente, c’est a dire
Uns1 = f(Un) avec [ ([0,3]) = [0,3]
On peut donc définir la fonction f comme suit

f: [0,3] — [0,3]
r+—  f(zr)=+v2x+3

L’é¢tude de la monotonie de la suite (Uy,), oy revient a I'étude de la monotonie de f.

On a f est une fonction strictement croissante sur [0,3] car f/'(z) = ———— > 0,Vz € [0,3]
V2z +3

De plus, U; — Uy = V3-0=+3> 0, alors la suite (Un)nEN est strictement croissante.
D’ott la monotonie de (Uy,),,cy sur [0,3].

3) La suite (Up),,c est croissante et majorée par 3, donc elle est convergente.

Posons | = lgm Un, le calcul de cette limite revient & la résolution de I'équation f(I) =1
n—oo

f)=l=V2+3=1=2+3=1P=1>-21-3=0

L’équation du second degré obtenue admet deux racines [y = —1 et ls = 3, la premiere racine
l1 = —1 ¢ [0,3], par contre I = 3 € [0,3], donc

lim U, =3

n—oo

Correction de ’exercice 11
Soit la fonction f

-1y <0
f@y=4 ee+1 > *S

% si x>0

Ou « € R, est bien définie sur R.

1) Continuité de f sur R :

e’ —
e +1
e Siz >0, f(x) = ax est continue sur |0, + oo, Voo € R (fonction polynomiale).

e Six <0, f(zx)=

est continue sur | — 0o, 0] (rapport de deux fonctions continues).

e Siz=0,0na

e —1
lim f(z) = lim =
CEE)O zi>0 e? +1

0= f(0) et lim f(z) = lim ax = 0= f(0),Vaa € R

3330 =0

Donc lir% f(z) = f(0),Va € R. Alors f est continue en 0.
T—
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D’ou la continuité de f sur R,Va € R.

2) Dérivabilité de f sur R

T+1
e Siz >0, f(x) =ax est dérivable sur |0, + oo[, Va € R (fonction polyndmiale).

est dérivable sur | — 0o, 0] (rapport de deux fonctions dérivables).

e Six <0, f(zx)=

e Siz=0,0ona

_ T _ _
m5>0 £ 350 x et +1 2 30 x 30 x
0 — 1
Donc lim )~ f(0) = lim @) = £ si et seulement si &« = —, donc f est dérivable en
30 x 30 x 2

0 si et seulement si o = 3"

1
On déduit que f est dérivable sur R si et seulement si o = 3

3) La fonction dérivée f’ est définie par

ff: R =R
2e* .
—— si <0
T = f/(x) = gex +1)
3 si x>0
. , 2e” . . .
e Siz <0, f(z) = 5 est continue sur | — 0o, 0] (rapport de deux fonctions continues).
(e +1)
1
e Siz>0,f(z)= 5 est continue sur |0, + oo| (fonction constante).
e Siz=0,0na
2e” 1 1
lim f'(z) = hm ———— === f(0) et lim f'(z) = = = f'(0)
30 30 (ex + 1) 2 230 2

Donc lin% f'(x) = f'(0). Alors f’ est continue en 0.
T—
D’ou la continuité de f’ sur R. Donc f est - elle de classe C*(R).

Correction de I’exercice 111
1) La formule de MacLaurin avec le reste de Lagrange a 1’ordre n pour une fonction f de classe C"
et de dérivée énieme dérivable est

n k n+1

f@) =3 PO +

RS FOD(02), Yz € R,0 < 0 < 1,

Appliquée a la fonction f(z) = €®, on obtient

nl'k n+1
Zﬁ : T VreR0<0<1 (1)
= (n+1)!
2) Montrer que
1+1+1+ +1< <1+1+1+ SRS
e il
2! 2! n!  (n+1)!

1° année MI Examen d’Analyse 1 3 / 5



On a pour x = 1 dans la formule (1) précédente

n 0 n 1 9

1 e e
e=3S —+ 0<I<l=e-) —=—=0<0<1
=k (n+ 1) =k (n+1)!
D’autre part, on a
el e

D<f<l=1l<e’<e=0< < <
c=c n+1)! ~(n+1) ~ (n+1)

Donc . ; N N
1 e e 1 1 e
0<6—Z—: < :>Zf<e<zi+
| | | | | |
okt (n+ 1) (n+1)! = k! =k (n+1)!
C’est a dire
I DU S U PO I
J— J— .. —_— e —_— —_— .. —_—
12! n! 12! n!  (n+1)!
3) D’apres la question précédente, on a
n
1 e
0<e Z — <
| |
=k (n+1)
Passage a la limite
) L | e
0<, bm, (e_ ;_%M) <, ((n+ 1)!) =0

Donc

On déduit la limite de la suite

Correction de ’exercice IV
Soit f définie sur R* par
e*/1+ x — cos?

T

fz) =

1) Le développement limité a l’ordre 2 au voisinage de 0 de la fonction f.
On cherche tout d’abord le développement limité a l'ordre 3 au voisinage de 0 de la fonction

e?/1+ x — cos? x.

2 3
e’ = 1+x—|—%—|—%+o(z3)
R
S T T
Donc ) 5
3 7 17
EVIFT =140+ — + —— +o(a?)
2 8 48
Et
2
cosr = 1—$—+0(fn3)
cos’x = 1—2%+o(z?)
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Donc
15 ,

17 . .
e®V1+ 2 —cos’z = ga:—i- 3 + Z;:cs—i-o(ms)

D’ou, en divisant par x suivant les puissances croissantes

3 15 17
flx) = 3 + gl’ + —z?+ 0(332)

48
2) Ona
_ (315 1T, L, 3
i%ﬂ“)i%(z*g“zlsx +ole ))2

Donc f admet un prolongement par continuité en 0, le prolongement noté g, est défini par

g: R —-R
e*/1+x — cos?z .
si z#0
r ogla)={ 4 @
3 si =0
3) Dérivabilité de g en O :
3 15 17 9
— 40 flx)—= —z+ —a° 4 o(x?)
g (0) = lim 9(z) ~ 9(0) = lim 2 _ i -8 48
z—0 x—0 z—0 T z—0 x
_ 15 L 17 +o(z)
- I el
B
8
D’ou la dérivabilité de g en 0
4) On a les développements limités a ordre 1 suivants
3 3 15
9(95')—5 = f(fﬁ)—i = gﬂH‘O(ﬂU)
In(l14+2z) = x4+ o(x)
Donc 15 15
lim ——"—2 = lim €——— = lim *——— = — o@1 limo(1) =
z=0In(l+xz) 2-0 x4 o(z) z—0 14 0(1) 8 z—0
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