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Septembre 5, 2006

Le Corrigé

Exercice 1. Etude de la continuité, la dérivabilité et la continuité de la dérivée :

1. La fonction f

f:R—=R
sin(Y) si x#0 est définie sur R
$'—>f(l'):{ 0<x) si IiO ﬁ

Continuité : limf(z) = lim sin(%) =3 4 prouver en utilisant la définition
z—0 z—0

Donc f n’est pas continue en 0, d’ou [ est continue sur R*
Dérivabilité de f : f nest pas continue en x = 0 donc elle n’est pas dérivable en 0
[ est dérivable sur R* de dérivée f'(z) = —(25) cos(2)
Continuité de [’ : La fonction f’
ffR* =R

x— f'(x) = —=5 cos

(L) est définie et continue sur R*.

2. La fonction f

fR—=R

[ wsin(L) si x#£0  est définie sur R
fo(x)‘{ 0 si 2=0

Continuité : }:}L%f(x) = glcg%x Sin(%) = 0 = f(0)

f est continue en 0, donc elle est continue sur R

Dérivabilité de [ : f est dérivable sur R* de dérivée f'(z) = sin(2) — (1) cos()

Dérivabilité en x =0 : i{%% = lig(l]sin(%) = 3

f nest pas dérivable en x = 0, donc elle est dérivable sur R*

Continuité de f' : La fonction f’

fR*—=R . _ §
v f(x) = sin(2) — (1) cos(L) est définie et continue sur R*.

3. La fonction f

fR—R
22sin(L) si x#£0  est définie sur R
“’Hf(x):{ o(x) si a;?—éo !




Continuité : aljlgéf(x) = iﬁ%ﬁ sin(%) = 0 = f(0)
f est continue en 0, donc elle est continue sur R
Dérivabilité de [ : f est dérivable sur R* de dérivée f'(z) = 2xsin(L) — cos(2)
Dérivabilité en x = 0 limLig(O) = limzsin(;) = 0
T z—0 z
Donc f est dérivable en x = 0, elle est dérivable sur R

Continuité de f' : La fonction f' définie sur R par

ff"R—=R
2z sin() —cos() si z#0
! _ x T
fo(“:)_{ 0 si =0
n’est pas continue en x = 0, du moment que : }jlg(l)f/(x) = 71613(1)237 sin(%) - COS(%)

Donc [ est continue sur R*.
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Exercice 2. 1. Prolongement par continuité de f(x) = (cosx)= en x = 0.
. 1 . In(cos x)
hm(cosa:)alv =lime = =1
=0 z—0

D’ou f est prolongeable par continuité en o en une fonction g définie par :

g:R—R
x»—>g(x)—{ f(z) = (cosz)s si x#0

1 si =0

2. Le DL de f en 0 a lordre 2 s’écrit :

f(z) = ag + a17 + axx® + o(x?)

Avec :

1 _ _ — i d@—9(0) _ 1 — im 2 @=g'(0) _ 1
ao—}g%f(x)—g(O)—l, ax —01613[1)%——5 eta2_i1£%%_z
D’ou : | .

flz)y=1- 3% + sz + o(z?)
3. La dérivée de la fonction g est définie comme suit :
J:R—>R
! _ ( __In(cosz)  sinzx % .
z s ¢ (x) = f(z) = < — MOSI) (cosx)z si x#0
—% si =0
Exercice 3. a >0 et Sp(a) =14 35 + -+ .
1 1Sm(1) = Sa(D)] = 2+ 2l 4o ok 2 o o ek | = 12
s LT L2 =" 12n  2n on|

v
n fois

D'ou 3e =1/2 tel que Vn e N*,Ip=2n,3g=n:p<netg<net|S,— 5, <1/2
La suite S, (1) ne vérifie pas le critére de Cauchy donc elle est divergente.
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2. Ona:VYae0,1]:1<1,3 <5500+ <
En sommant, on obtient : S, (1)
Sn(1) est une suite croissante et divergente donc elle n’est pas bornée (majorée), elle
admet comme limite :

lim S,(1) = +o0

n——4-00
D’ou
lim S,(1) < lim S,(a)=+o0
n——400 n—=400

Donc la suite S, («) est divergente.

3. On applique le TAF a la fonction : f(t) = -% sur Uintervalle [z, x + 1]

to

f(t) verifie les critéres du TAF (continuité et dérivabilité), donc :

1 1 o'
Vt € [z, + 1], 3e, €],z + 1] : (IE+—1)°‘ - = _cg‘ﬁ
C’est a dire - — —(x+11)a _ cg%

D’autre part :

1 - 1 - 1
(ZL‘ + 1)a+1 ng—&-l xa—&—l

T< e <r+1=z0 <2t < (z 1) =

En multipliant par o > 0, on obtient :

o .o __«a
1 1 1
(x + 1)att — ol got

D’ou :
@ 1 1 < O
(l’—l- 1)a+1 - o (x‘i‘ 1)a - xa+1
4. En remplagant x par 1,2,--- ,n et en sommant les inégalités, on aura :
A IS S [ ML SNy
9o+1 3o+l (’I’L + ]_)Oc—H - (7’L + 1)a — n
—a+aS,(a+1)<1— —— < aSot!
( )< (n+ 1) —
De la premiére inégalité on tire :
1 1 1
Spla+) < —la+(1—-——)| <1+ =
e (n+ 1) a

D’ou S, (a+1) est une suite croissante et magjorée par (1—1—&) donc elle est convergente
Vo > 0, on déduit que S,(«) est une suite convergente Yo > 1



