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Corrigé-type de I'épreuve semestrielle

Exercice 1. (6 pts).

1. Notons que la matrice 4 n'est pas symétrique, par conséquent le graphe G est orienté.

e (0.75pt) Un graphe orienté G est simple s'il ne contient pas de boucles et que entre toute paire de
sommets, il existe au plus un arc.
De la matrice A:
-a; =0,i =1,2,..,7, donc G ne contient pas de boucles.
-Vi,j=12,..,7eti # j;onaa;; < 1. Donc entre toute paire de sommets i et j, il existe au plus
unseularcu teli = I(u) etj = T (u).
-ViL,j=12,...7, a;; =1 a; = 0. Il existe donc exactement un seul arc entre les sommets i et .
D'ou le graphe G est simple.

e (0.75pt) On a: pour chaque sommeti:d*(i) = ¥’ a;; etd™ (i) = X7, aj;
Doncd(i) = Y- a;j + X aji.
On peut alors noter que d(1) = Y7 ja; + Y]y a5 =2 # d(2) = X, a5 + X, a5, = 3.
D'ou G n'est pas régulier.

e (0.75pt) De méme, G n'est pas pseudo symétrique car
dt*()=Y_a;;=2#d (1) =%]_,a, =0,

2. Représentation graphique de G : (0.75pt)

3. Table des successeurs : (1pt)
[1]3]4]6]8]9]10]

(2 [3]5]45]2]6]6 7 [3]

4. (1pt)Onremarque que tous les cycles élémentaires de G sont de longueur paire, donc le graphe G
est biparti.
Ou
il existe une partition des sommets de G en deux sous ensembles {1,5,4,7} et {2,3,6}, tel que
chaque arc de G a ses deux extrémités dans les deux ensembles. On peut donc représenter G
comme suit:

5. Onad(G) = 2,donck(G) < A(G) < 2.
Comme G ne contient aucun point d'articulation ni isthme, alors k(G) = A(G) = 2. (0.5pt)
On a alors un ensemble d'articulation minimum {2,3} et une coupe minimum {12,13}. (0.5pt)



Exercice 2 (4pts) .
Comme le réseau contient des circuits et les longueurs positifs, on applique 1'algorithme de Dijkstra :
Initialisation

S« {2}; Arc(x) « @; n(x) « 4+00,Vx # 2; m(2) « 0; t « 5;.(0.5pt)
Itération1:t = 2 (0.75pt)

y=1: m(2Q)+121) =0<n(1) =40 = w(1) « w(2) +1(21) = 0; Arc(1) « {21};
y=3: m(2)+1(23) =2<n(3) =40 = n(3) « n(2) + 1(23) = 2; Arc(3) « {23};
Choixde z & Stelque m(z) = mingesm(x) =2z« 1;S «SU{l}t « 1;

Itération 2 : t = 1(0.75pt)

y=4: n(1)+1(14) =1<n(4) =40 = n(4) « n(1) + 1(14) = 1; Arc(4) « {14};
y=3: n(1)+1(13) =1<n(3) =2 = n(3) « n(1) + 1(13) = 1; Arc(3) « {13};
Choixde z & Stel que m(z) = minggsm(x) = z « 4;S « SU{4};t « 4;

Itération 3 :t = 4(0.75pt)

y=5: m(4)+1(45) =1 < n(5) =40 = n(5) « n(4) + 1(45) = 1; Arc(5) « {45};
y=6: m(4)+1(46) =2 <m(6) =+ = 1(6) « w(4) + 1(46) = 2; Arc(6) « {46};
Choixde z & Stel que m(z) = minggsm(x) =z « 3;S «SU{3};t « 3;

Itération 4 : t = 3(0.75pt)

y=5: 1(3)+1(35)=3<«n(5)=1

Choixde z & Stel que m(z) = mingggm(x) >z « 5;S « SU{5};t « 5;

Itération 5:t = 5(0.5pt)

A de successeursde5 & S

Choix de z & S tel que (2z) = minggsm(x) =z < 6;S « S U {6};t « 6;

S = X - Finde l'algorithme

D'ou le plus court chemin de 2 a 5 est 2145 qui est de longueur 1.




Exercice 3 (5pts).
a) f estunflotsietseulementsiona Vx € X, F*(x) = F~(x)

Avec
F* (X) = Za|x=1(a)f(a) et F_(x) = Za|x=T(a)f(a) (0'5pt)
D'ou les valeurs de flot sur les arcs sont comme suit :

f(12)=2,f(13) = 1, f(43) = 1, f(46) = 2, (38) = 2,
F(79) =2, f(14) = 3.£(68) = 2, f(91) = 6
£(32) = £(37) = 0. £(25) = f(57) = 2, £(78) = 0,

£(89) = 4. (1pt)

b) On applique l'algorithme de Ford-Fulkerson :
Itération 1(0.75pt)
Y ={1};Y ={1,4,6,89}; C = 14689
C* = {14,46,68,89}
C-=9

2>¢e=¢g =min{5 —3;6—-2;5—-2;7—4} = 2.

f(14) =5;f(46) = 4;f(68) = 4;f(89) = 6;f(91) = 8
Itération 2(0.75pt)
Y={1};Y ={1,3,7,9}; C = 1379
c* ={13,37,79} _
_ =>e=¢g =min{5—-1;3-0;8—-2}=3.
C-=9
fA3)=4;,f(37) =3;f(79) =5, f(91) = 11
Itération 3 (0.75pt)
Y ={1};Y = {1,2,5,7,9}; C = 12579
ct ={12,25,57,79} _
_ >&e=¢g =min{6 —2;3-2;5-2;8—-5}=1.
C-=9
f(12) =3;f(25) =3;f(57) = 3; f(79) = 6; f(91) = 12
Itération 4 (0.75pt)
Y ={1};Y ={1,3,4,6,8,9}; C = 14689
Ct=1{13,46,6889} & =min{5—4;6—4;5—4;7—-6}=1
C- = (43} T =1

= & = min{e;, 6,1} =1

f(13) = 5;f(46) = 5; f(68) = 5; f(89) = 7, f(43) = 0;
£(91) = 13.

Itération 5 (0.5pt)

Y ={1};Y ={1,2}; 9 ¢ Y = Fin de l'algorithme.

Flot maximum de 1 a 9 égal a 13.




Exercice 4 (5pts).

1. (2 pts) On raisonne par l'absurde :
On suppose qu'il existe un arbre T tel qu'il existe au plus un sommet pendant.
On distingue deux cas :
- cas 1: T ne contient aucun sommet pendant, donc

VvueV,d(u)=2 = 2m= Zd(u) > 2n.
uev
Or T estun arbre,doncm =n — 1.

Par conséquent,ona 2m = 2(n — 1) = 2n = n > n — 1. Ce qui est absurde

- cas 2 : T contient un seul sommet pendant v, donc Yu # v,d(u) = 2etd(v) = 1.

On a alors
2m=Zd(u)22(n—1)+1=2n—1.
uev
D'autre part T contient n — 1 arétes, donc 2(n — 1) > 2n—1 = 2n — 2 > 2n — 1. Ce qui est aussi
absurde.

D'ou T doit contenir au moins deux sommets pendants.

2. (3pts)Al'aide de l'algorithme de PRIM, trouver un arbre de poids
minimum dans le graphe G ci-contre
t <1, S« {1} Thin < 0; P(Typin) < 0;

-S={1}: uv «13; S « SU{3}; Tynin < Trin YU {13} P(Tynin) < P(Trmin) + 0 = 0;
-S={13}:uv « 34; S « SU{4}; Thuin < Tiin Y {34 P(Thin) < P(Tin) — 1 = —1;
-S={1,34} s uv « 24; S « SU{2}; Tynin < Tonin U {24} P(Tiuin) < P(Toin) + 0 = —1;
-S={1,2,3,4} : uv « 25; S « SU{5}; Trnin < Toin Y {25}; P(Tmin) < P(Tppin) — 1 = —2;
-§=1{1,23,45} : uv < 47; S « SU{7}; Trpin < Trmin Y {47} P(Thin) < P(Tiin) +0 = —2;
-§={1,23,457}:uv « 67; S « SU{6}; Thmin < Trmin Y {67} P(Thin) < P(Tpin) + 1 = —1;
-S =V = Finde l'algorithme.

Tmin = {13,34,24,25,47,76} est l'arbre de poids -1

minimum.




