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Série de TD N°01

Ex01: Trouver les parties réelles et imaginaires, arguments et modules
des nombres complexes suivants :
2+i 2i 14cosf+isinf
(1+l\/—) (1+l) R R

"1-i ' 1+i' 1+cosf-isinb _
Ex02 : Trouver les points z du plan complexe vérifiant :

|zl = |z—il, |Z—4+i| =1,Re(1 —2) <

Ex03 : 1. Trouver les solutions de I’équation z* = 1.
2. Calculer les racines cubiques de i.

Ex04 : Résoudre 1’équation z3 = 1 en utilisant la forme exponentielle.
2. On note j la solution complexe de partie imaginaire positive.
a) Vérifier que j? est aussi solution.

b) Montrer que j? = ]1 =7.
c) Calculer 1 +j + j2.

EX05 : Soit z un nombre complexe vérifiant |z| = 1. Montrer que
TC

T Im@z) >0
A" Im(z) < 0

z+1

Ex06 : 1. Démonter que
21 i3 i4m 2
1+eS+eS +e5 +e5 =—
7 - 1 - e?
2. En déduire les valeurs des sommes

km . km
S =Yr_,cos (?), S =Y _,sin <?),

EXQ7 : Trouver les lieux géométriques suivants :
1. |z—z|=|z — z,| 2. Re(z) =c etIm(z)<c

3. 0<Re(iz)<1 4. Re(z)+Im(z) <1
5 |z—-2i] <3 6. Re(l) =cetlm(§) =c
7. z=t2+it*,te R 8 z=—,t€ R

1+it’
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Solution
Exol:
6
1. z= (1 + l\/§) = 64,donc Re(z) = 64,Im(z) =0, |z| = 64 etarg(z) =0+
2km, k € 7.
2. z= (1—‘1')5 = —i5 = —i,Re(z) = 0,Im(2) = —1,|z| = 1 etarg(z) = —Z +
’ 1+i ’ ! ’ g 2
2k, k € Z.
_2+i_ (+D0+) 1 3. _1 _3 _ V1o _
3. == —2+21,Re(z)—2,1m(z)—2,|Z| == etarg(z) =
arctan_(3)_+ 2km, k € Z.
4, z = %2@ =1+1i,Re(z) = 1,Im(z) = 1,|z| = V2 ,arg(z) = % + 2km, k € 7.
5. z=sOMSNG g4 2k +1) 7, k€L
1+cosf—isin O
_ 14+ cosf+isinf 1+ cosf +isind
2= 1 ¥ cosO—isinf 1+ cosf +isind
_ (1 +cosB)?—sin”6 + 2isinf (1 + cos6)
B (14 cosB)? +sin%?0
_ 1+2cos6 +cos® 6 -sin* @ + 2isinb (1 +cosb)
B 2(1+cosf)
_ 1+2cosf+2cos?8 —1+2isinf (1+cosh)
B 2(1 +cos6)
_2cosB (1+cos)+2isinf (1+cosb)
B 2(1+cosB)
=cos6 +i sinf puisque 6 # (2k + 1)m, k € Z.
,Re(z) = cosf ,Im(z) =sinb, |z| = 1,arg(z) = 6 + 2km, k € Z.
Autre méthode en utilisant la formule d’Euler:
cosf +isinf =ef,cosd —ising =e
1+ e e+l
szze mze ,puisque 0 # (2k + 1)m, k € Z.
Exo2:

posons z = x + iy, alors :
Lozl =lz—il & yx* +y2 = x* + (y - 1)?

x €R . . . 1
= y = 1 donc tous les points appartenant a la droite y = >
2

2.1Zz—-4+il=1e x—iy-4+i=1leox-4)*+ @ -1D*=1
Donc I’ensemble des points est un cercle de centre (4,1) et de rayon 1.

3. Re(1-2)< % S1-x< % x> % i.e ce sont les points appartenant au demi-plan

1
x>z
2
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Exo 3:

1. Solutions de I’équation z* = 1.
1
* =1 =1(cos(0) + i sin(0)) © z, = (cos(2km) + i sin(2km))*, en appliquant la
formule de Moivre les racines de 1’équation sont : z;, = cos(ZIfT”) + isin(%) k=

0,1,2,3.
Donc :
ZO == 1
4 4
Zy = COS(E) + isin(i) =1
z, = cos(m) + isin(m) = —1
— n + - . n — .
z3—cos(2) Lsm(z)— [

2. Les racines cubique de i, z3 = i
Ona:z3=i=1 (cos (g) + isin(g)) =

%+2k7r %+2kn
z, = | cos B + isin 3 Lk =0,1,2.
T 1 N
Zy = cos(g) + lSlTl(g) = + >
B 5 bisi Smo \/§+i
zl—cos(6) Lsm(6)— >3

3 3
Z; = 605(7) + isin(7) =-

Exo4:
1.z =1 = 1(cos(0) + i sin(0))
Les racines de 1’équation sont :

2km 2km
Z = (cos (T) + isin (T)) ,k=0,1,2.

— 2
cos(z?n =c052() sin () % % 1.

2T,
On déduit que j = e ".



A mAe) 2 god\Ry 5| s LN s et

République Algérienne Démocratique et Populaire

Ministére de I'Enscignement Supéricur L3 3 ! -
et de la Recherche Scientifique ‘ ! \;“}u\ ‘°‘/.\‘/.J
= 73
Université Akli Mohand Oulhadj - Bouira - & CLJ—;\ .)vé-g_,lé—_-\wL,.
[
X+@OV=-EX *KIE C:L2IN 2IL=X - X:DEOE - 5 _zigd ) s oz -3 -\ =
Faculté des Sciences et des Sciences Appliquées - BT P § “"_“ 2 \/.,_LA\} /.’_\;J\A_‘b. -

41T,

a. j? =es' donc c’est une solution.

b. Onaj3=e?"=1,j2j=1 & j? =%=j=e 3
VA

c. 1+j+j _1+]+]—1+2COS(?) ( )=0.

Exo5:
Soitz = x + iy,
z—1 x+iy—1 x—-1+4+iyx+1-—-iy
z+1 x+iy+1 x+1+iyx+1-—iy
e -DE+ D+ +iyxr+ D) —iy(x—1)  x*+y?—1+2iy

(x+1)% + y? o (x+ 124y
o xP+y? -1 o 2y
TG rDZ4y2 T+ DZty?
z—1 2y
arg () = aretan ()

puisque [z] =1 > x?2 +y2 =1etx? +y?2—1=0,donc
T
7—1 2 arctan(+oo) = 5 V= Im(z) >0
arg( ) = arctan (—) = -
z+1 0 ) y=Im(z) <0

arctan(—o) =

Ex06:
1. Nous remarquons que
ieik?n = (eig)k _loes 2 (somme J ! 8ri 81
= = — = — partielle d"une série numérique)
k=0 =0 1—e'5 1-e¢'5
2. Yio 06 = Yr-o (cos (k?ﬂ) + isin (k?n)) Yr=o cos( ) +iYi_osin (ks )
D’autre part,
24: eiks_n _ 2 _ 2 B (1 — cos (g) + isin (%))
k=0 1—ef5  1—cos (g) —isin (75T) (1 - cos( )) + sin? (g)

2(e@en@) ()

2 —2cos (%) 1 — cos (75T)
Donc,
kz; cos (%T) =1
" () - ()
kZO ( 5 ) 1— cos (E)
Exo 7 :

1. Les lieux géométriques de 1’équation |z — z; | sont tous les points équidistant des
points z;, z,, ¢’est-a-dire tous les points appartenant a la médiane D du segment

[21, Z,].



SR E WA AN W S b e Al

République Algérienne Démocratique et Populaire

Ministére de I'Enscignement Supéricur L3 3 ] -
et de la Recherche Scientifique ‘ ! \—’“}u\ \"/-\‘/.)
= )
Université Akli Mohand Oulhadj - Bouira - & CL;J\ A&J%-\WL’—
®
X-@V-EX ~KIE C:LEIN 2AK=X - X2DEOEL - 5 i) s G —a‘/_:_,.J\—
Faculté des Sciences et des Sciences Appliquées PP A _"_ﬂ_ = \,-,—L-J\) ),_\J\A_Jb' -~

- & 1]

2. Re(z) =c etIm(z) < c. L’ensemble des points sont tous les points appartenant a
I’intersection des deux demi-plans x > ¢ et y < c (En gris).

3

]

3. Ona:iz=i(x+1iy)=—y+ix, donc
0<-y<letxeR=>-1<y<0etx€eR
Ce sont tous les points appartenant a la bande comprise entre les droites y = 0 et
y = —1. (En gris)

R e e R L T

-3 -2 -1 0 1 2 3 4

4. Re(z)+Im(z) <1= x+y < 1, ’ensemble des points est le demi-plan x + y <
1. (En gris)
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Les points appartiennent a la
parabole d’équation y = x? avec x = 0.

5. [z=2il<3=|x+(y—-2il=yx2+(y—-2)2<3=>x*+(y—-2)*<9,

c’est le disque fermé de centre (0,2) et de rayon 3.
6. ReG) = cetlmG) =c

1 x—=iy

z x+iy xZ+y?
Donc,
R (l)_ = =>( —i)2+ 2 = L un cercle de centre (—, 0) et de rayon
€ z —x2+y2—C x 2c y T 4c2 (Zc’ ) y!
1
2¢
! (l)__ == 2+( —i)z—iuncercledecentre 0,2 et de rayon
M) T T T T Y72 T 0,50 y
1
Z.

Les points qui satisfont aux deux conditions sont les deux points d’intersection des
deux cercles.

1k
3
1
+ a b -y [
—4 —3 - hf"—lj U7 ~2 3 4 :
I,I'.
II. - _I I|
|I -3 II
4 £
hy A
Sy

7. z=t*+it*,t € R, mettant

2
X =
nous aurons 'y = x?
y=t*

_.|___:___..___..___:_.-.
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8. z=—t€R
1+it’ ]
1 1-—it 1 t
= — = => X = ,y =
1+it 1+t2 1+t2 1+t2
1 t? 1
x% + y? = =x

(1 + t2)2 (1+1t2)2 14t
=x?+y?=x
o1
=(r-3) +r" =3
L ensemble des points d’un cercle de centre G O) et de rayon %




