Chapitre 2 Interpolation polyndmiale

CHAPITRE 4 - INTERPOLATION POLYNOMIALE

1. INTRODUCTION

L’interpolation consiste a remplacer une fonction qui est soit imparfaitement connue (connue
uniquement en un ensemble de points) soit trop compliquée, ce qui rend sa manipulation difficile ou

malaisée, par une fonction approchée plus simple a traiter.

2. INTERPOLATION POLYNOMIALE

Soit une fonction dont on ne connait les valeurs que pour un ensemble de (n + 1) points {x,, x,
Xy v Xn} , fX) =y, i=0,n

L’interpolation polynomiale consiste a déterminer un polyndome p,, de degré inférieur ou égal a n
passant par les points (x;, f(x;)) , i = 0,n. Clest-a-dire vérifiant p, (x;) = f(x;) ,V i = 0,n.

Py, est appelé polynome d’interpolation de f (ou polyndme interpolant ) basé sur les points {x,,

X1, X3, ', Xn )

Existence et unicité du polynome d’interpolation
Une condition nécessaire et suffisante d’existence et d’unicité du polyndme d’interpolation p,, est

que les abscisses {x,, x;, x5, -, X} soient toutes distinctes.

3. DETERMINATION DU POLYNOME D’INTERPOLATION
3.1. METHODE DES COEFFICIENTS INDETERMINES
On cherche a déterminer le polyndome

pn(x) =a, + ax + azxz + -4+ anxn

interpolant f aux points x; , i = 0,n, tel que f(x;) =y; , i = 0,n, sont connues. Le polyndme

p,, doit vérifier :

pn(x)=y;, i=0n

Ce qui conduit au systeme suivant :
Ay + a1 Xy + Ayx2 + -+ a,x? =y,
a, + a;x; + ax? + -+ axt =y,
Ay + a X, + ayx2 + -+ a,xt =y,

Ecrivons ce systeme sous forme matricielle
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2 a
1 x, x¢ Xy P Yo
1 x; x? x ! Y1
1 '1 1 az = . (=4 A a = Y
1 x, x2 xn \a'n In
2
1 x, x¢5 Xy
2 n
Oud = 1 1o X1 X1 | est dite matrice de Vandermonde.
2
1 x, xf Xn

Yo
Y = <y1> Vecteur de sortie (ou vecteur du second membre).

Le vecteur des coefficients inconnus a peut étre obtenu en multipliant 1’équation précédente

par A~1, matrice inverse de 4,

a=A"1Y

Pour que « existe et soit unique, A~* doit exister, donc son déterminant A doit étre non nul

1 x, x2 .. x3
1 x x2 .. xf
A=Al = "1t 1 !
1 x, x2 .. xp

C’est un déterminant de Vandermonde. On montre que

A= nl;[ ﬁ (% —x:)

i=0 \Jj=i+1

A+ 0 si et seulement si les x; , i = 0,n, sont distincts.

Exemples du déterminant de Vandermonde
Pour n =1 - A= (x; — x,).

Pour n =2 - A= (x; — x,)(x; — x,) (x5 — x1).

Pour n =3 = A= (x; — x,) (X — x,) (23 — x,) (2 — x1) (23 — x1) (X3 — x).

EXEMPLE

Soit la fonction f donnée par le tableau suivant

X X, =1 X, =2

f(x) Yo = 2 y1 =6
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Le polyndome d’interpolation de f s’écrit
p1(x) =a, + a;x
Il vérifie

{pl(xo) =Yo {ao taxo =Y, (1 xo> (ao) _ (yo)

p1(x1) =y, Ao + a1X1 = Y 1 x;/\aq V1
1 x
A= |A| = 1 x‘l’ =x, — X,

Application numérique

A=(1 %) A=1

1 —1\T -
A= Z(—21 11) - (—21 11)
= (@)= DO-()
Donc
pi(x) = -2+ 4x
Verification
p(1)=-2+4=2
p,(2)=-2+8=6
On peut calculer une approximation de f(1.5)
f(15) ~p,(1.5) = —2+4x15=4

3.2. METHODE DE LAGRANGE

Définition

On appelle polyndbme caractéristique de Lagrange d’indice k associé aux points {x,, x;, x5,

-+, X, } le polynéme suivant

L, (x) = (= x) (X = 2xq) oo (0 = 23— 1) (X — Xpy1) o (X — ) B I (x — x;)

ik
Remarques

1- Le numérateur de L, est le produit de tous les facteurs (x — x;) sauf (x — x;,).
2- Le dénominateur de L, est le produit de tous les facteurs (x;, — x;) avec i # k.

3- Le polynébme L, est de degré n et Vérifie les propriétés suivantes

_(1sii=k
Lk(xi)_{Osii;tk

iLk(xi) =1; i Li(x)=1
i=0 k=0

(ke = x6) Qe — x1) v O — X1 (g = Xen) e (g — Xx3) B Lo (e — x;)
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Polynéme d’interpolation de Lagrange

Le polynéme d’interpolation de f aux points {x,, x;, x5, -, X, } est donnée par

pa(x) = Z L (x)f(xp) = Ly(x)f(x,) + Ly(x)f(x1) + -+ + L, (X) f (x,)
k=0

On peut vérifier que p,(x;) = f(x;) , i = 0,n . En effet

Pn(x) = Lo () f (o) + Ly () f () + -+ L) f () + -+ + L (x) f (x)
Mais on sait que L,(x;) = L;(x;) = --- = L,,(x;) = 0 sauf L;(x;) =1, d’ou
Pr(x) =0 X fxo) +0X flx) + -+ 1Xfx)+ -+ 0X flxy) = fx)

Donc le polyndéme p, défini par la formule précédente est effectivement le polynéme
d’interpolation de f aux points {x,, x;, x5, -, X,}.

Remarque

Lorsque on a plusieurs fonctions a interpoler et qui sont définies sur les mémes abscisses x; (ils
different uniquement sur les y;), les polyndmes caractéristiques de Lagrange sont calculés une fois
pour toute car ils ne dépendent que des x; .

Exemple

Considerons la fonction f donnée par le tableau suivant

X X, =1 X, =2 X, =3

f(x) fxo)=2 | f(x) =6 | f(x,) =2

1- Determinons le polynéme de Lagrange de degreé 1 passant par les 2 premiers points.

X — X X —X
L) =———=—x+2; Li(x) ="

Xo 1 1~ %o

p1(x) =L,(x)f(x,) + Li(x)f(x1) =2(—x+2)+6(x—1) =4x — 2

=x—1

2- Déterminons le polynéme de Lagrange de degré 2 passant par les 3 points.

c—x)a-x)  -Da-3) 1,
Lot = G T — ) . D) 2z & T Te)

c—x)-x)  G-Da-3)
h—x)n—x) WD & T3
c—x)-x)  -Da-2) 1

L) = o Ty . @@ & D

Li(x) =
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p2(x) = Lo(x)f(x5) + Ly () f Cxq) + Lp(x)f (x3)

=(x?-5x+6)—6(x?—4x+3)— (x?2—-3x+2)

py(x) = —6x% + 22x — 14
Vérification

p,(1) =—6+22—-14=2
p,(2) = —24+44—-14=6

p,(3) = =54+ 66 —14 = -2
3.3. METHODE DE NEWTON
Définition

Soit une fonction f connue en (n + 1) abscisses distinctes {x,, x;, x5, -, Xn}.
On définit les différences divisées (d.d) de f par les relations suivantes :
flx;] = f(x;) d.dd'ordre0de f au point x;

_ f i) = f(x)

flxi, xi41] = d.d d'ordre 1 de f aux points x; ,X;+,
Xit+1 — Xi

[Xis1 s Xiwa] = flxi ) X4
flxi, Xis1 » Xiz2] = [Xis s ;2 _i DY d.dd'ordre 2 de f aux points x; ,Xi41 , Xi+2
i+2 i

D’une fagon générale, on définit les d.d d’ordre p de f aux points x; , X1 , ..., X;4p par

f[xi+1 ) ---lxi+p] _f[xi ) "-:xi+p—1]

Xitp — Xi

f[xi yXit1 s = Xjtp-1 lxi+p] =

Remarques
1- Les d.d d’ordre k sont calculées a partir des d.d d’ordre k — 1.

2- Les d.d sont invariantes par toute permutation des x; .

Exemple

Méthode pratique pour le calcul des d.d : Table des d.d

fG) | fle) =0 | flx)=2 | flx2) =6 |f(x3)=-2
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Xi f(x) = flx] flxi ) xi44] [l X1, Xia2] flxi s Xiv1s Xivas Xias]
Xo = 0 f(xo) =0

\f[xo'xﬂ—%:Z\
7 B 4-2
x1=1 f(x1)=2\ /f[xOJlex2]=E=1\
f[xl 'xz] = g = 4’\ f[xo 1x11x21x3] = _36__01 = _?7
7 -8—4 e
x=2 f(x) =6 ~ /f[lexZJx3]= 3.1 =—6
/f[xz ,x3] = _32__26 = -8

x3 =3 f(x3)=-2

Polynome d’interpolation de Newton

La forme de Newton du polyndme d’interpolation d’une fonction f aux points {x,, x;, x,, ---,x,}
est donnée par

pn(x) =a, + al(x - xo) + az(x - xo)(x - xl) + -+ an(x - xo)(x - xl) (x - xn—l)

On peut Vérifier que p,, est un polyndme de degré n.

On cherche a déterminer les coefficients a,, a,, a,, -, a, telque p,(x;) = f(x;) , i=0,n
Pour i =0
pn(x,) =f(x,) ©a, =f(x,) =flx,] d.ddordre0defenx,

Pouri=1

Pn(x1) = fOr) © ap + a,(x; — %) = f(xy) © a; = f(xxll)_;oao = f(xglcz :];SXO) = flxo, %]

d.dd'ordrelde fenx,,x;

De la méme fagon, on montre que

a, = f[xo VX1, %3]

n = fXo, X1 5 oee) X ]

Exemple

Considérons la fonction f donnée par le tableau suivant

X X, =1 X, =2 X, =3

fG) | fxo) =2 | fx))=6 | f(xy) = -2

Déterminons le polyn6me de Newton de degré 2 passant par les 3 points.
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X, =1 f(xo)=2<‘:

flxo, x1l=27=4 =a4
x1=2 f(x;)=6 < \f[xo,xl,xz] =—"=—-6=a,
~ e P 3-1
f[x1 ;xz] = = —8

X, =3 f(x2)=—2/

P2(x) = a, + a; (x — x5) + az(x — x,) (x — x1)

Avec a, = f(x,) =2

a, = flxy, 611 =4

a = flx,, %1 ,x] = -6

Donc

po(x)=2+4+4(x—-1)—-6(x—1)(x—-2)=2+4x—4—6x>+18x— 12 = —6x%2 + 22x — 14
Si on rajoute un 4°™ point, il suffit de compléter la table des d.d.

Déterminons le polynéme de Newton de degré 3 passant par les 4 points.

X X, =1 x, =2 X, =3 X3 =4

f(x) fOo)=2 | flxy)=6 | flxy)=-2| f(x3) =8

Pour cela, complétons la table des d.d précédente.

Xo=1 f(x,)=2=a,
\ 4 = aq \
x; =2 f(x1)=6< y /—6=a2 oo .
-~ 10-(-8) ~7 ’
x2=3f(x2)=—2\ A =9
2 _10
7 4-3

x2=4 f(x3)=8

Le polyndme de Newton s’écrit alors

p3(x) = ay + a1 (x — x,) + az(x — x,)(x — x1) + az(x — x,) (x — x1) (x — x7)
Avec a,=2; a;=4;a,=-6;a3 =5

ps(x) = —6x2+22x — 14 +5(x — D(x —2)(x — 3)

ps(x) = —6x%2 +22x — 14 + 5(x? — 3x + 2)(x — 3)
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ps(x) = 5x% — 36x2 + 77x — 44

Vérification

ps(1) =5-36+77 —44 =2

p3(2) =5x8-36Xx4+77x2—-44=6
p3(3) =5%x27—-36X9+77 X3 —44=—2

ps(4) =5x64—36x16+77x4—44=28

3.4. MAJORATION DE L’ERREUR

On suppose que la fonction f est (n + 1) fois dérivable sur I'intervalle [a, b].

l_[(x x)

Ou f(™+1) est la dérivée d’ordre (n + 1) de f.

On montre que

If G =pal < j_*ll),

avec My, = max|f ™D (x)|
[a,b]
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