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Mathématiques appliquées Matiere: Probabilités

Correction: Série 02

Exercice 1.

1. La suite (X,,),>1 converge en probabilité vers X si

Ve>0: lim P(|X,—X|>¢) =0.

n—-+o00

donc on a )

5
77/2

Ve>0:P(|X,+1>e)=P(X,=n">—1) =

qui tend vers 0 quand n — +oo. Alors, la suite (X,),~1 converge en probabilité vers —1.

2. OnaVe>0:
Y P(Xa+12€) = Y P(X,=n—1)
n=1 n=1
RS
N n:1n2— 6 >

Donc, d’aprés le lemme de Borel-Cantelli, la suite (X,,),~1 converge presque srement vers —1.

3. On a
E(X,+1) = E[(X,+1)"]
= (=1+1) <1——2) +(n*—141)° (%)
Donc o

lim E (| X, + 1|2) = +o00.

n—-4o00o

C’est-a-dire que la suite (X,,),~1 ne converge pas en moyenne quadratique vers —1.

Exercice 2.
1. Soit € > 0, on a
+o00
P(|X,] >¢€) = / ape” "Fdr = e e,

donc lim P (|X,|>¢€) = 0si lim a, = +o00. Clest-a-dire que la suite (X,),~1 converge en

n—+o0o n—-+00
probabilité vers 0 si lim «,, = +00.
n—-+o0o
2. On a

+o00
E(|X,.[")=E(X}) = an/ aPe” " dz.
0



On integre par parties et par récurrence, on obtient

!
E (Xg) = p_7
n
qui tend vers 0 quand n — +oo si  lim «a, = +o00. C’est-a-dire que la suite (X,,),~1 converge
n—-+00
converge dans L” vers 0 si lim «,, = 400..

n—-+o00

Exercice 3.

1. La densité de la variable X,, est fx, (z) = [Fx, (z)]', ou

Fx, (z) = P(X, <z)=Pmax(Uy) <x)
= P(Ulél’, U2§x77Un§x)

Puisque les variables aléatoires (Uy) sont indépendantes, on en déduit que

Fy, (z) = E{ P(Uy<a)=[P(U<a)" = (a3)" = 2.

k=1
Donc
fx, (x) = Fx, (z) = ona®nt,
2. On a
1 1 9 2n
E(X,)= de= [ 2na®dr = ,
(Xn) /Oxfxn(x) x /0 nx"dx ot 1
et .
2n n
E X2 — 2 2n+1d — — .
(X2) /0 n YT omt2 i+l
Donc,
Var (X,) = E(X2)-[E(X,)
B n 4n?
n+1 (2n+1)°
B n
(2n+1)° (n+1)
Alors
lir+n Var (X,)=0.
3. On a n
E(|1X,?) = E (X?) = .
(X = B (x3) = "
Donc n
lim E(|X,%) = lim =1
n—-o0o n—+oco N + 1

2



C’est-a-dire que la suite (X,,),~1 ne converge pas en moyenne quadratique vers 0.

4. Méthode 1. On a Ve > 0 :

P(X,—-1>¢ = P(—(X,—1)>¢), car X,, € [0,1]
= P(X,—1<—¢)
= P(X,<1—¢)=(1-¢,
qui tend vers 0 quand n — +oo. Alors, la suite (X,,),~1 converge en probabilité vers 1.

Méthode 2. Par l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a Ve > 0 :

UK — B (x| > 0 < Vari) _ B3 = [5G

- €2 €2

et puisque lim E(X,)=1et lim E(X?) =1, alors la suite (X,,),>1 converge en probabilité

n—-—+00 n—-+o0o
vers 1.
5. On a
Fy (2) = P(anz):P(nu—Xn)gz):P(—Xng—f)
n
— P(Xn>1—3>: _p<Xn§1_E)
n n
— 1= Fy, (1-2)
n
2n
- 1—(1—5) .
n
ol on a

(1—3> €[0,1] « z € [0,n].

n
On sait que

2n
lim (1 - 3) — %,

n—-4oo n

donc
lim Fy, (2) =1—e %, 2>0.

n—-+00

Alors, la suite (Z,,),~1 converge en loi vers la loi exponentielle de paramétre 2 c-a-d:

Fz(z)=1—e% 2>0.

Exercice 4.

1. D’apres la loi forte des grands nombres, on a

X, = %Zln(Uk) — E[ln(U)],

k=1



et puisque X X
Eln(U)] = /0 In (u) fu (u) du = /0 In (u) du = —1.

Donc, la suite (Xy,), .~ converge presque stirement vers —1. La suite (X},), .. converge en prob-
abilité vers —1 et en loi vers —1 car la converge presque stirement implique les deux convergences.

2. On a
Y, = <HUk) —exp | In <HUk)
k=1
a - aX
= exp EZln(Uk) = e,
k=1

Puisque la suite (X},), .- converge presque stirement vers —1 et la continuité de I’exponentielle,

alors

.S —
Y, 25 e,

3. On a
Fz (2) = P(Z,<z)=P (n 121}21” (Up) < z)
= 1-P (nlglklgn(Uk) > z) =1-P (1I<nk1£n(Uk) > %)
O
)
2\
= 1-(-5)
ou on a

<1—%) €[0,1) < z € [0,n].

On sait que
. Z\" _
lim (1——) =e 7
n—-+00
donc
lim Fy,(2)=1—¢7 22>0.

n—-+o0o

Alors, la suite (Z,),>1 converge en loi vers la loi exponentielle de parameétre 1 c-a-d:

Fz(z)=1—¢€% 2z>0.



