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Exercice 1.

1. La suite (Xn)n>1 converge en probabilité vers X si

∀ε > 0 : lim
n→+∞

P (|Xn −X| ≥ ε) = 0.

donc on a
∀ε > 0 : P (|Xn + 1| ≥ ε) = P

(
Xn = n2 − 1

)
=
1

n2
,

qui tend vers 0 quand n→ +∞. Alors, la suite (Xn)n>1 converge en probabilité vers −1.

2. On a ∀ε > 0 :
∞∑
n=1

P (|Xn + 1| ≥ ε) =
∞∑
n=1

P
(
Xn = n2 − 1

)
=

∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
<∞.

Donc, d’après le lemme de Borel—Cantelli, la suite (Xn)n>1 converge presque sûrement vers −1.

3. On a

E
(
|Xn + 1|2

)
= E

[
(Xn + 1)

2]
= (−1 + 1)2

(
1− 1

n2

)
+
(
n2 − 1 + 1

)2( 1
n2

)
= n4.

Donc
lim

n→+∞
E
(
|Xn + 1|2

)
= +∞.

C’est-à-dire que la suite (Xn)n>1 ne converge pas en moyenne quadratique vers −1.

Exercice 2.

1. Soit ε > 0, on a

P (|Xn| ≥ ε) =

∫ +∞

ε

αne
−αnxdx = e−αnε.

donc lim
n→+∞

P (|Xn| ≥ ε) = 0 si lim
n→+∞

αn = +∞. C’est-à-dire que la suite (Xn)n>1 converge en

probabilité vers 0 si lim
n→+∞

αn = +∞.

2. On a

E (|Xn|p) = E (Xp
n) = αn

∫ +∞

0

xpe−αnxdx.
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On intègre par parties et par récurrence, on obtient

E (Xp
n) =

p!

αn
,

qui tend vers 0 quand n → +∞ si lim
n→+∞

αn = +∞. C’est-à-dire que la suite (Xn)n>1 converge

converge dans Lp vers 0 si lim
n→+∞

αn = +∞..

Exercice 3.

1. La densité de la variable Xn est fXn (x) = [FXn (x)]
′, où

FXn (x) = P (Xn ≤ x) = P (max (Uk) ≤ x)

= P (U1 ≤ x, U2 ≤ x, . . . , Un ≤ x) .

Puisque les variables aléatoires (Uk) sont indépendantes, on en déduit que

FXn (x) =
n∏
k=1

P (Uk ≤ x) = [P (U ≤ x)]n =
(
x2
)n
= x2n.

Donc
fXn (x) = F ′Xn (x) = 2nx

2n−1.

2. On a

E (Xn) =

∫ 1

0

xfXn (x) dx =

∫ 1

0

2nx2ndx =
2n

2n+ 1
,

et

E
(
X2
n

)
=

∫ 1

0

2nx2n+1dx =
2n

2n+ 2
=

n

n+ 1
.

Donc,

V ar (Xn) = E
(
X2
n

)
− [E (Xn)]

2

=
n

n+ 1
− 4n2

(2n+ 1)2

=
n

(2n+ 1)2 (n+ 1)
.

Alors
lim

n→+∞
V ar (Xn) = 0.

3. On a
E
(
|Xn|2

)
= E

(
X2
n

)
=

n

n+ 1
.

Donc
lim

n→+∞
E
(
|Xn|2

)
= lim

n→+∞

n

n+ 1
= 1.
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C’est-à-dire que la suite (Xn)n>1 ne converge pas en moyenne quadratique vers 0.

4. Méthode 1. On a ∀ε > 0 :

P (|Xn − 1| ≥ ε) = P (− (Xn − 1) ≥ ε) , car Xn ∈ [0, 1]
= P (Xn − 1 < −ε)
= P (Xn < 1− ε) = (1− ε)2n ,

qui tend vers 0 quand n→ +∞. Alors, la suite (Xn)n>1 converge en probabilité vers 1.

Méthode 2. Par l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a ∀ε > 0 :

P (|Xn − E (Xn)| ≥ ε) ≤ V ar (Xn)

ε2
=
E (X2

n)− [E (Xn)]
2

ε2
,

et puisque lim
n→+∞

E (Xn) = 1 et lim
n→+∞

E (X2
n) = 1, alors la suite (Xn)n>1 converge en probabilité

vers 1.

5. On a

FZn (z) = P (Zn ≤ z) = P (n (1−Xn) ≤ z) = P
(
−Xn ≤ 1−

z

n

)
= P

(
Xn > 1−

z

n

)
= 1− P

(
Xn ≤ 1−

z

n

)
= 1− FXn

(
1− z

n

)
= 1−

(
1− z

n

)2n
.

où on a (
1− z

n

)
∈ [0, 1]⇐⇒ z ∈ [0, n] .

On sait que

lim
n→+∞

(
1− z

n

)2n
= e−2z,

donc
lim

n→+∞
FZn (z) = 1− e−2z, z ≥ 0.

Alors, la suite (Zn)n>1 converge en loi vers la loi exponentielle de paramètre 2 c-à-d:

FZ (z) = 1− e−2z, z ≥ 0.

Exercice 4.

1. D’après la loi forte des grands nombres, on a

Xn =
1

n

n∑
k=1

ln (Uk)→ E [ln (U)] ,
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et puisque

E [ln (U)] =

∫ 1

0

ln (u) fU (u) du =

∫ 1

0

ln (u) du = −1.

Donc, la suite (Xn)n∈N∗ converge presque sûrement vers −1. La suite (Xn)n∈N∗ converge en prob-
abilité vers −1 et en loi vers −1 car la converge presque sûrement implique les deux convergences.

2. On a

Yn =

(
n∏
k=1

Uk

)α
n

= exp

ln( n∏
k=1

Uk

)α
n


= exp

(
α

n

n∑
k=1

ln (Uk)

)
= eαXn .

Puisque la suite (Xn)n∈N∗ converge presque sûrement vers −1 et la continuité de l’exponentielle,
alors

Yn
p.s−→ e−α.

3. On a

FZn (z) = P (Zn ≤ z) = P

(
n min
16k6n

(Uk) ≤ z

)
= 1− P

(
n min
16k6n

(Uk) > z

)
= 1− P

(
min
16k6n

(Uk) >
z

n

)
= 1−

n∏
k=1

P
(
Uk >

z

n

)
= 1−

[
P
(
U >

z

n

)]n
= 1−

[
1− P

(
U ≤ z

n

)]n
= 1−

(
1− z

n

)n
.

où on a (
1− z

n

)
∈ [0, 1]⇐⇒ z ∈ [0, n] .

On sait que

lim
n→+∞

(
1− z

n

)n
= e−z,

donc
lim

n→+∞
FZn (z) = 1− e−z, z ≥ 0.

Alors, la suite (Zn)n>1 converge en loi vers la loi exponentielle de paramètre 1 c-à-d:

FZ (z) = 1− e−z, z ≥ 0.
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