Correction: TD 1

Exercice 1.
1. La loi de probabilité de X est

z; —10]1]2
P(X=w)| 1 |72

la variance de X est

car

donc 'écart-type de X est

Exercice 2.
1. La valeur du réel a, on a

4 8
/axdx+/ a@—z)dr =1,
0 4

2. La probabilité du nombre de kilos de pain vendus dans une journée qui compris entre 250 et
550 kg.est

donc 16 = 1 c-a-d: a = 1/16.

I I 39
— | wde+ = —a)dr = 22 =0.60938.
T 5/2m T+ ) (8 —x)dx ol 0.60938

3. Le moment d’ordre n de X est

4 8
E(X") = / aa:"“dx%—/ az” (8 —x)dx
0 1

1 22n+5 23n+1 —4n 23n+6
= +32 —
n-+2 n+1 n+2

16
B 2 X 4™ — 4 x 24"
N n2+3n+2
Donc
9 56
E(X):4etE(X):§.
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La variance de X est

Var (X)=F (X?) - [E(X)] = g.

Donc I’écart-type de X est
2
ogx = 24/ =.

3

Exercice 3.

1. La constante a, on a
0.07+2a+0.00+0.024+04 = 1.

Donc: a = 0.23.

2. La loi marginale de X est

La loi marginale de Y est

Ui 2] 0 | 2
P(Y =y) | 012]0.25]0.63

Les variables X et Y ne sont pas indépendantes car P (X = x;) P(Y =vy;) # P(X =z, Y = v;) .

3. Les espérances mathématiques de X et Y sont
E(X)=-0740.6=-0.1,

et
E(Y) =—-0.24+2x0.63=1.02.

Leurs variances sont

Var (X) = F (X?) — [E(X)]* = 2.57,

et
Var (V) =E (Y?) - [E(Y)]* = 1.96,
car
E(X?)=07+4%x03=109,
et

E(Y?)=4x0.12+4x0.63=3.

4. La matrice de covariance est
Z_ Var (X) cov(X,Y) \ [ 257 0.16
-\ cov(X,)Y) Var(Y) -\ 016 196 )’
ou

cov(X,Y) = E(XY)—E(X)E(Y)
= 0.06+ 0.1 x 1.02 = 0.16.



5. On a

E(X|Y=-2) = > xP(X=x,]Y =-2)

6. La distribution de probabilité de la variable aléatoire: Z = X +Y est

% 3 -1] o0 1] 24
P(Z=2z)|0.07]023005]04]002]023

Exercice 4.
1. On a fxy (z,y) est positive et

1 1 3
/ / <2xy + —y2> dedy = 1.
o Jo 2

Donc f est une densité de probabilité.

2. La densité marginale de X est

! 3, 1
fX(x)—/ (ny—i-—y)dy—x—i-—.
; ) )

La densité marginale de Y est
1
3 3
fr(y) = / <2rcy + 53/2) dv=2y* +y.
0

3. Les variables X et Y ne sont pas indépendantes car fx (z) fy (v) # fxv (z,y).

4. On a
P<O<X<%,O<Y< ) / / (2xy+ y)da:dy_ 6
et
P(X<Y) = PO<X<Y, 0<Y <1
= // <2xy+ y)dmdy—g
5. On a



E(X2)—/12 L PP
—Oa: T 5 .r—l?,

tr3 17
E(Y)= —y? dy = —
(Y) /Oy(zy +y>y 5

et
1
3 11
E(V?) = 2 (2,2 dy = —.
(Y?) /0y<2y+y)y 5
Done 11 139
X)= — V)= .
Var (X) i et Var(Y) 5880

6. La densité conditionnelle de X sachant que Y = y est

2wy + 3y°  dw+3y
vty 3y+2

fX|Y (% y) =

La densité conditionnelle de Y sachant que X = x est

22y + %yQ Adzy + 3y°

Donc

EY|[X=x) = /Oyfnx(w,y)dy

[ ()
0 20 +1

162 +9

24x + 12

7. La densité de Z = E (Y | X) = 32258 = 0 (X) est

fz(z2) = —[¢™ (2)}'f)/< (v (2)
- s ()

3 . {25 3}
= —, 2 —, .
64 (32 — 2)° 36’ 4

Donc,

LY

E(Z):/ ¥ -
5 64 (32— 2) 24
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Exercice 5.
1. On a

//fxy(ib’,y)dﬂtdy:a/olix(/;%dy) dr = 1.

Donc 2o =1 c-a-d: a = 1/2.

2. Lois marginales de X et Y

| 1—+/x
fX(ﬂC):g/x ﬁ\/ydyz N

et

fY(y)—%/Oy\/El\/?dx—l-

Les variables X et Y ne sont pas indépendantes car fx (z) fy (v) # fxv (z,y).

3. La matrice de covariance est

Y (emien) Vay )

Var (X) = E(X?) - [E(X)?,
Var(Y) = E(Y?) - [E(Y)],
: cov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y)
On a
e - () s
E (X?) :/Olgﬂ( ?/%/E> d:cz%,
p0) = [Cuiy=3,
E(Y?) = /Oldey =2
! E(XY):%/le(/wl%dy)%dmzé
Donc
x-(7 1)



4. La densité conditionnelle de X sachant que Y = y est

L ayy 1
La densité conditionnelle de Y sachant que X = x est
1
ey 1+Vx
frix (z,y) = = :
YIX( ) \/Lg(l—\/i) 2\/@(1_37)
5. On a
1
EY[X=1z) = /yfnx(rv,y)dy
! 1
[r(msam)
1 1 1
- §x+§\/5+§, z € [0,1].
Donc ] ] ]
EY|X)==-X+-VX+-.
Y]X)=5 +3\/_+3
6. On a

/E(Y|X:x)fx(x)dx:/01 (%H%\/ﬂ%) (1;%/5) dx:%,

et puisque E (Y) =1, on obtient E (E (Y | X)) = E(Y).

Exercice 6.
1. La densité du couple (U, V) = (h(X,Y) = XY, g(X,Y) = X/Y) est

fov (w,v) = J] fxy (h_l (u,v) 79_1 <u7v)) )

ou
Rt (u,v) = Vuv et gt (u,v) = 4
v
Le Jacobien est
Oh~Y(u,w)  Oh~(u,w)
Jo=det | oY oY
ou ov
Vo Vu 1
— det | Vv 2V = _——
1 _Vu v
2v/uv 2vv2

Donc
1

fov w0) =5,

1
Txy <m’ \/g) 20u?’

D:{(u,v)ERQ:uZIGt

ou son domain de définition est
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Donc

< _I T T T T T
0 1 2 3 4 5 6
u
2. Lois marginales de U et V
1 /1 Inu

3. La densités conditionnelle de V' sachant que U = wu.est

fUV (U,’U) _ 2uu?

Frw ) = T T

1
20lnu’

4. Les variables U et V' ne sont pas indépendantes car fy (u) fy (v) # fov (u,v).

5. La densité de Z = ¢ (U) = VU est
fz(2)=[e7 ()] fo (¢ (2))

ou

Alors
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