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Exercice 01.
1.

1.1. Si X suit une loi de Poisson de parameétre A, on a la fonction caractéristique de X est

oy (t) = E() =) e™P(X =k)

1.2. Si X suit une loi exponentielle de parameétre 3, la fonction caractéristique de X est:
¢X (t) — F (eltX) — / eztmﬁe*,ﬁxdx
0
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1.3. Si X suit une loi normale centrée réduite, la fonction caractéristique de X est:

ox (1) = E(eitx)




2. En utilisant la fonction caractéristique, le moment d’ordre p de X est

(p)
o= 50
Donc
¢y (0)

E(X) = et E(X?) = =65 (0).
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1.1. Si X suit une loi de Poisson de paramétre A\, on a ¢ (t) = e’\(eit_l),

gy (1) = ixe M) = g (0) = i,

et
1" (t) _ 7;2)\61'156)\(6“—1) + i)\eiti/\eite)\(e“—l)
i =
— )\eiteret1) 220t M (€0 -1) = ¢ (0) = -\ — 22
Donc
E(X)=Xet E(X?) =X+,
d’ou
Var(X) = A\
1.2. Si X suit une loi exponentielle de parameétre 5, on a ¢y (t) = %,
/ 7’/6 / Z
)= —— = 0) =—,
S )= = 0=
et 25 5
”t:_—:>”0:_—.
)= = kO =5
Donc
1 9 2
E(X):Eet E(X?) =
d’ou ]
Var(X) = 7

1.3. Si X suit une loi normale centrée réduite, on a ¢ (t) = 2%,

B (1) = —te ¥ = gl (0) =0,

et
() =23 — e = gl (0) = —1.
Donc
E(X)=0et E(X?) =1,
d’ou

Var(X) = 1.




Exercice 02.

1. On a la fonction caractéristique de la loi de Poisson est ¢y (t) = M) ot si X 1 et Xy deux

variables aléatoires de Poisson de parameétre \; et Ay respectivement, alors on a
¢X1+X2 (t) - E (eit(X1+X2))

. E (eitX1+itX2)
= F (e“Xl) FE (e“XQ) car X; et X, sont indépendantes

= Ox, (1) ¢x, (1)

_ 6)\1 (eit—l)e)\z (eit—l)

— e(/\1+)\2)<eit—1)7

qui est une fonction caractéristique de la loi de Poisson de paramétre (A; + A2) c-a-d: la somme

de deux variables aléatoires de Poisson indépendantes est une variable aléatoire de Poisson.

2. On a la fonction caractéristique de loi normale centrée réduite est ¢y (1) = e 2 et si X et

X, deux variables aléatoires Gaussiennes centrées réduites indépendantes, alors
_ it(X1+X2)
¢X1+X2 (t) - E (6 )
— E (eitX1+itX2)

= F (e“Xl) FE (e“XQ) car X; et X, sont indépendantes

qui est une fonction caractéristique de loi normale centrée et avec la variance est (1 + 1 = 2)

c-a-d: la somme de deux variables aléatoires Gaussiennes indépendantes est une variable aléatoire
Gaussienne.




Exercice 03.

1.
1.1. Si X suit une loi de Poisson de paramétre o, on a la fonction génératrice des moments de X
est

Gx(t) = E(etX)

o0

= ea(et_1>.

1.2. Si X suit une loi exponentielle de parameétre 6, la fonction caractéristique de X est:

+o00
Gx (t) = E (%) :/ e e 0 dx
0

+o0 Iz
= 0/ 0y =
o 0—t

2. En utilisant la fonction génératrice des moments, le moment d’ordre p de X est
E(Xx?) =GP (0).

Donc
E(X)=G%(0) et E(X?)=G%(0).

1.1. Si X suit une loi de Poisson de parameétre «, on a Gy (t) = eo‘<et_1>,
Gy (t) = ae'e™“ V) = G (0) = a,
et

G% (t) = aeter(e-1) + actaete(e—1)

= aelee( 1) 4 g2 (@) o G% (0) = a+ .



Donc
E(X)=aet E(X?)=a+ad?

d’ou
Var (X) = a.
1.2. Si X suit une loi exponentielle de parameétre 0, on a Gx (t) = %,
0 1
Gy () = = G (0) = =,
() = G = O 0) = 5
. 2 2
") — ") = 2
)= s = G0 =
Donc 1 5
E(X)=> et E(X?*) =5
( ) 9 € ( ) 92’
d’ou ]
Var (X) = 7z

2. On a la fonction génératrice des moments de loi normale centrée réduite est Gx (t) = st et

si X et X, deux variables aléatoires Gaussiennes centrées réduites indépendantes, alors

GX1+X2 (t) = FE (6t(X1+X2))
— E (6tX1+tX2)
= F (etXl) FE (etXQ) car X; et X, sont indépendantes

= GXl (t) GXz (t>

1,2 142
= eit eit
— o
= €,

qui est unefonction génératrice des moments de loi normale centrée avec la variance est (1 4+ 1 = 2)

c-a-d: la somme de deux variables aléatoires Gaussiennes indépendantes est une variable aléatoire
Gaussienne.




Exercice 04.

1. La valeur de ¢, on sait que ¢ (0) = 1.

Donc c
¢ (O) = Ze = 17
on obtient
c=4de L.
2. On a

+oo +oo +o0
/ o ()| dt —/ |e2f|\dt—/ e Mat

+00
= 2/ e 2dt =1 < +00.
0

Donc la densité de probabilité de X est

1 [T

f (.I‘) — 2_ 6—2|t|6—itxdt
T J 00
1 0 ) —+o00 )
- €2t€fztxdt T ef2tefztxdt
27T —00 27T 0
0 +o00
= i e@‘”’ﬁdt + i e—(2+ix)tdt
27T — o0 27T 0

1 1 N 1

o2 |2—iz 2+ix
2

m(4+ a?)
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