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Exercice 01.

1.

1.1. Si X suit une loi de Poisson de paramètre λ, on a la fonction caractéristique de X est

φX (t) = E
(
eitX

)
=

∞∑
k=0

eitkP (X = k)

=

∞∑
k=0

eitk
λk

k!
e−λ = e−λ

∞∑
k=0

eitk
λk

k!

= e−λ
∞∑
k=0

(λeit)
k

k!
= e−λeλe

it

= eλ(e
it−1).

1.2. Si X suit une loi exponentielle de paramètre β, la fonction caractéristique de X est:

φX (t) = E
(
eitX

)
=

∫ +∞

0

eitxβe−βxdx

= β

∫ +∞

0

e(it−β)xdx =
β

β − it .

1.3. Si X suit une loi normale centrée réduite, la fonction caractéristique de X est:

φX (t) = E
(
eitX

)
=

∫ +∞

0

eitx
1√
2π
e−

1
2dx

=
1√
2π

∫ +∞

−∞
e−

1
2(x2−2itx)dx

=
1√
2π

∫ +∞

−∞
e
−1
2 ((x−it)

2+t2)dx

=
e−

1
2
t2

√
2π

∫ +∞

−∞
e−

1
2
z2dz

= e−
1
2
t2 .
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2. En utilisant la fonction caractéristique, le moment d’ordre p de X est

E (Xp) =
φ
(p)
X (0)

ip
.

Donc

E (X) =
φ′X (0)

i
et E

(
X2
)
= −φ′′X (0) .

1.1. Si X suit une loi de Poisson de paramètre λ, on a φX (t) = eλ(e
it−1),

φ′X (t) = iλeiteλ(e
it−1) ⇒ φ′X (0) = iλ,

et

φ′′X (t) = i2λeiteλ(e
it−1) + iλeitiλeiteλ(e

it−1)

= −λeiteλ(eit−1) − λ2e2iteλ(eit−1) ⇒ φ′′X (0) = −λ− λ2.

Donc
E (X) = λ et E

(
X2
)
= λ+ λ2,

d’où
V ar (X) = λ.

1.2. Si X suit une loi exponentielle de paramètre β, on a φX (t) =
β

β−it ,

φ′X (t) =
iβ

(β − it)2
⇒ φ′X (0) =

i

β
,

et

φ′′X (t) =
−2β

(β − it)3
⇒ φ′′X (0) =

−2
β2
.

Donc
E (X) =

1

β
et E

(
X2
)
=
2

β2
,

d’où
V ar (X) =

1

β2
.

1.3. Si X suit une loi normale centrée réduite, on a φX (t) = e−
1
2
t2 ,

φ′X (t) = −te−
1
2
t2 ⇒ φ′X (0) = 0,

et
φ′′X (t) = t2e−

1
2
t2 − e− 1

2
t2 ⇒ φ′′X (0) = −1.

Donc
E (X) = 0 et E

(
X2
)
= 1,

d’où
V ar (X) = 1.
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Exercice 02.

1. On a la fonction caractéristique de la loi de Poisson est φX (t) = eλ(e
it−1) et si X1 et X2 deux

variables aléatoires de Poisson de paramètre λ1 et λ2 respectivement, alors on a

φX1+X2 (t) = E
(
eit(X1+X2)

)
= E

(
eitX1+itX2

)
= E

(
eitX1

)
E
(
eitX2

)
car X1 et X2 sont indépendantes

= φX1 (t)φX2 (t)

= eλ1(e
it−1)eλ2(e

it−1)

= e(λ1+λ2)(e
it−1),

qui est une fonction caractéristique de la loi de Poisson de paramètre (λ1 + λ2) c-à-d: la somme

de deux variables aléatoires de Poisson indépendantes est une variable aléatoire de Poisson.

2. On a la fonction caractéristique de loi normale centrée réduite est φX (t) = e−
1
2
t2 et si X1 et

X2 deux variables aléatoires Gaussiennes centrées réduites indépendantes, alors

φX1+X2 (t) = E
(
eit(X1+X2)

)
= E

(
eitX1+itX2

)
= E

(
eitX1

)
E
(
eitX2

)
car X1 et X2 sont indépendantes

= φX1 (t)φX2 (t)

= e−
1
2
t2e−

1
2
t2

= e−t
2

,

qui est une fonction caractéristique de loi normale centrée et avec la variance est (1 + 1 = 2)

c-à-d: la somme de deux variables aléatoires Gaussiennes indépendantes est une variable aléatoire
Gaussienne.
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Exercice 03.

1.
1.1. Si X suit une loi de Poisson de paramètre α, on a la fonction génératrice des moments de X
est

GX (t) = E
(
etX
)

=

∞∑
k=0

etkP (X = k)

=

∞∑
k=0

etk
αk

k!
e−α

= e−α
∞∑
k=0

etk
αk

k!

= e−α
∞∑
k=0

(αet)
k

k!

= e−αeαe
it

= eα(e
t−1).

1.2. Si X suit une loi exponentielle de paramètre θ, la fonction caractéristique de X est:

GX (t) = E
(
etX
)
=

∫ +∞

0

etxθe−θxdx

= θ

∫ +∞

0

e(t−θ)xdx =
θ

θ − t .

2. En utilisant la fonction génératrice des moments, le moment d’ordre p de X est

E (Xp) = G
(p)
X (0) .

Donc
E (X) = G′X (0) et E

(
X2
)
= G′′X (0) .

1.1. Si X suit une loi de Poisson de paramètre α, on a GX (t) = eα(e
t−1),

G′X (t) = αeteα(e
t−1) ⇒ G′X (0) = α,

et

G′′X (t) = αeteα(e
t−1) + αetαeteα(e

t−1)

= αeteα(e
t−1) + α2e2teα(e

t−1) ⇒ G′′X (0) = α + α2.
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Donc
E (X) = α et E

(
X2
)
= α + α2,

d’où
V ar (X) = α.

1.2. Si X suit une loi exponentielle de paramètre θ, on a GX (t) =
θ
θ−t ,

G′X (t) =
θ

(θ − t)2
⇒ G′X (0) =

1

θ
,

et

G′′X (t) =
2θ

(θ − t)3
⇒ G′′X (0) =

2

θ2
.

Donc
E (X) =

1

θ
et E

(
X2
)
=
2

θ2
,

d’où
V ar (X) =

1

θ2
.

2. On a la fonction génératrice des moments de loi normale centrée réduite est GX (t) = e
1
2
t2 et

si X1 et X2 deux variables aléatoires Gaussiennes centrées réduites indépendantes, alors

GX1+X2 (t) = E
(
et(X1+X2)

)
= E

(
etX1+tX2

)
= E

(
etX1

)
E
(
etX2

)
car X1 et X2 sont indépendantes

= GX1 (t)GX2 (t)

= e
1
2
t2e

1
2
t2

= et
2

,

qui est unefonction génératrice des moments de loi normale centrée avec la variance est (1 + 1 = 2)

c-à-d: la somme de deux variables aléatoires Gaussiennes indépendantes est une variable aléatoire
Gaussienne.
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Exercice 04.

1. La valeur de c, on sait que φ (0) = 1.

Donc
φ (0) =

c

4
e = 1,

on obtient
c = 4e−1.

2. On a ∫ +∞

−∞
|φ (t)| dt =

∫ +∞

−∞

∣∣e−2|t|∣∣ dt = ∫ +∞

−∞
e−2|t|dt

= 2

∫ +∞

0

e−2tdt = 1 < +∞.

Donc la densité de probabilité de X est

f (x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
e−2|t|e−itxdt

=
1

2π

∫ 0

−∞
e2te−itxdt+

1

2π

∫ +∞

0

e−2te−itxdt

=
1

2π

∫ 0

−∞
e(2−ix)tdt+

1

2π

∫ +∞

0

e−(2+ix)tdt

=
1

2π

[
1

2− ix +
1

2 + ix

]
=

2

π (4 + x2)
.
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