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TD 02: Convergence des suites de variable aléatoires

Exercice 1. Soit (Xn)n>1 une suite de variables aléatoires telle que pour tout entier n > 1
on ait

P (Xn = −1) = 1− 1

n2
, P

(
Xn = n2 − 1

)
=

1

n2
.

1. Montrer que la suite (Xn)n>1 converge en probabilité vers −1.

2. Montrer que la suite (Xn)n>1 converge presque sûrement vers −1.

3. Etudier la converge en moyenne quadratique de la suite (Xn)n>1 vers −1.

Exercice 2. Soit (Xn)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes telle que pour
tout entier n > 1:

P (Xn > x) = e−αnx, ∀x > 0.

1. Quelle est la condition de αn pour que la suite (Xn)n>1 converge en probabilité vers 0.
2. Quelle est la condition de αn pour que la suite (Xn)n>1 converge dans L

p (p > 1) vers 0.

Exercice 3. Soit (Un)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, sur un espace
de probabilité (Ω, F, P ) , de densité fU (u) = 2u1[0,1] (u) . On pose

Xn = max
16k6n

(Uk) et Zn = n (1−Xn) pour tout entier n > 1.

1. Déterminer la densité de la variable Xn.

2. Calculer E (Xn) , V ar (Xn) et lim
n→+∞

V ar (Xn) .

3. Etudier la converge dans L2 vers 0.

4. Montrer que la suite (Xn)n>1 converge en probabilité vers 1.

5. Montrer que la suite (Zn)n>1 converge en loi et donner sa limite.

Exercice 4. Soit (Un)n∈N∗ une suite de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme
sur [0, 1], c-à-d: FU (u) = u1[0,1] (u). On pose

Xn =
1

n

n∑
k=1

ln (Uk) , Yn =

(
n∏
k=1

Uk

)α
n

∀α ∈ R, et Zn = n min
16k6n

(Uk) .

1. Montrer que la suite (Xn)n∈N∗ converge presque sûrement vers −1. La suite Xn converge-
t-elle en probabilité vers −1? et en loi vers −1?
2. Montrer que la suite (Yn)n∈N∗ converge presque sûrement et donner sa limite.
3. Montrer que la suite (Zn)n∈N∗ converge en loi et trouver sa limite.
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