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Chapitre 111 Analyse fréquentielle de Fourier

I. Introduction

Le développement en série ou transformée de Fourier permet d’obtenir une représentation
spectrale (fréquentielle) des signaux déterministes. Celle-ci exprime la répartition de I’amplitude,
de la phase, de 1’énergie ou de la puissance des signaux considérés en fonction de la fréquence.

L’analyse harmonique est I’ instrument majeur de la théorie des signaux et des systemes.

I1. Série de Fourier
La série de Fourier s'applique aux signaux périodiques, elle permette de décomposer un

signal périodique en somme infinie de termes : sinus ou/et cosinus, exponentielles, ...

I1.1. Série de Fourier Trigonométrique (S.F.T)

Un signal périodique x(t) de période T peut étre écrit sous la somme suivante :

+ o0

x(t) =4, + Z [a,, cos(nwt) + b, sin(nwt)]

n=1

Ou :
2n .
w =—:est la pulsation propre
nw : harmonique de rang n; I'narmonique n = 1 s'appel le fondamental.

a,, et b, sont les coefficients de la série de Fourier trigonométriques ou :

T

2
a, = 7] x(t) cos(nwt)dt; n>1
0

T
2
b, = Tf x(t) sin(nwt)dt ; n>1
0

A, : est la valeur moyenne du signal ou la composante continue :

T

1
AO —7—7[X(t)dt
0

s Propriétés
* Si le signal x(t) est pair c.a.d. x(—t) = x(t) alors :

T
b,=0¢t a, = %fofx(t) cos(nwt)dt
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* Si le signal x(t) est impair c.a.d. x(—t) = —x(t) alors :
T
Ay=a,=0¢eth, = %fgx(t) sin(nwt)dt
* Si le signal x(t) est réel alors a,, et b,, sont aussi réels.

Exemple :

Décomposer le signal représenté sur la figure suivante en S.F.T :

x(t)

Solution :

D'abord, on détermine I'expression du signal x(t) sur une période T :

-1, —-1<t<O0
x(t):{+1, 0<t<l1
T = 2s; a)=2?n=2?n=n

On calcul maintenant les coefficients 4, , a,, et b,
Ay = %fOTx(t)dt
=3[/ 0t + ]
= =[] +tl3]
=-[(0-1) + (1 - 0)]

Ay = 0; la valeur moyenne est nulle.

Le signal x(t) est un signal impair alors a,, = 0

b, = %fOTx(t) sin(nwt)dt

2.0 . 1.
=~ [J_, ~Lsin(nwt)dt + [ 1.sin(nwt)dt]
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= — cos(nwt)|_§ — —. cos(nwt)[}

= i (cos(0) — cos(—nn)) — i (cos(nm) — cos(0))
= — (1 - cos(nm)) — — (cos(nm) — 1)

= — (1 — cos(nm)) +— (1 — cos(nm))

- % (1 — cos(nm))

Ona:cos(nm) = (—1)"

1, n =2k
cos(m) =1_1 o2k +1

Alors : b, = iu — (=DM

0, n =2k
bn:{i, n=2k+1
nm

On peut écrire maintenant le signal x(t) sous la forme trigonométrique suivante :

x(t) = Z b,, sin(nmt)

+ o0

2
x(t) = Z = (1= (=D sin(urt)

+00 4
X(t) = ;mSIH((Zk + 1)7Tt)

4 4 4 4 4
x(t) = ;sm(rtt) + gsm(Bnt) + gsm(Srrt) + %sm(7rtt) + %sm(%rt) + -
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Pourn=1
15 | | | I(4 sin(lt 7r))/7rI , , ]
1
0.5
Z o
0.5
1tk -
15 . . . . L . . . .
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t
Pourn =1:3
- | | (4 si]n(t 'n')?l'n' + (c? sin(3lt 71'))/([3 ) | |
1
0.5
Z o
0.5+
-1+ —
15 : : ' ' ' ' . . .
0 1 2 3 4 5 6 7 8
t

10
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Pourn =1:10

Analyse fréquentielle de Fourier

s | (4 sin(t m)/ +...+ (4 sin(9 t m))/(9 7). |
1
05|
-0.5
1 F
1.5 : : : : ' ' ' ' '
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t
Pourn = 1:30
s | (4 sin(t m))/m +...+ (4 sin(29 t m))/(29 ) |
1 fosmem s M v |
0.5
Z o
-0.5
At v i) o ool s
1.5 ' : : : ' ' ' ' '
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t
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On peut tracer les modules des coefficients A, , a, et b,

n 0 1 2 3 4 5 6 7
an, 0 0 0 0 0 0 0 0 0
b, / 4 0 4 0 4 0 4
3n 5n n
1 T T T T T T T T
05F _
o« 00 © o © © © o © © )
0.5 B
_1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n
1.5 T T T T T T T T
(0]
i _
_QC
0.5 B
0 o T o T o ? o P o
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n
11.2. Serie de Fourier Complexe (S.F.C)
Soit un signal périodique x(t) décomposable en S.F.T telle que :
+00 +00
x(t) = Ay + z a, cos(nwt) + Z b,, sin(nwt)
n=1 n=1
' cos(a) = e )
ja — i i =
Les relations d'Euler :  ©_. cos(a) +1151.n(a) P
e /% = cos(a) — j sin(a) sin(a) = 2=
2j

On pose :
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Chapitre |11
ejna)t + e—jn(ut
cos(nwt) = >
. ejnwt _ e—jnwt
sin(nwt) =

2j
On remplace ces formules dans I'expression de x(t) :

+o ejna)t + e—jnwt roo ejnwt — e—jnwt
x(t)=A0+Zan< : >+zbn< T )

n=1 n=1

+00
x(t) :A0+2(ﬂejnwt_l_&e—jnwt_*_&ejnwt_b_ne—jnwt)
2 2j 2j

2
n=1
+00 400
a b ) a b )
=4 z <_n _n> jnot Z <_n__n) ~jnet
x(t) 0+_2+2je +_2 2je
n=1 n=1
+00 b +00 b
x(t) = A, + z (—an _2] n) e/net 4 Z (_an -;] n) g ~Jnwt
n=1 n=1

Posons :

On trouve :

4o +00
x(t) = Cy + Z C e/t + z C_,e Jnwt

+00 -1
x(t) = Cpel0%t + z C, e/t + Z C,e/nwt
n=1

n=-—oo

+00
x(t) = Z C, einot

n=-—oo

C'est la forme complexe (exponentielle) de la série de Fourier avec :
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T

1
0

1
Cp = E(an _jbn)

C, = 1z T d = T i d
n=3 Tf x(t) cos(nwt)dt —]Ff x(t) sin(nwt)dt
0 0
T
1
C, = Tj x(t). (cos(nwt) — j sin(nwt))dt

0
T
1 )
C, = Tf x(t) e/ "@tdt
0

«» Spectres de module et de phase (spectres bilatéraux)

La représentation spectrale graphique porte le nom de spectre bilatéral, parce que les
fréquences sont négatives et positives car le compteur n varie de -0 a +oo. Le spectre de module
(ou d'amplitude) est une représentation graphique qui permette de donner les modules de C,, en
fonction de n ou nw, ce spectre est symétrique par rapport a I'axe vertical c.a.d. c'est un spectre
pair : [Cp| = [C_pl.

2 2 _+Jai+b3
1ol = J(Re(cn)) + (1m(cy)’ =Yt

2

Le spectre de phase permet de représenter graphiquement la phase (I'argument) de C,, en fonction

de n ou nw, ce spectre est impair : @, = —@_,.

on = Arg(Cy) = Arctg <Im(Cn)> = Arctg (_bn)

Re(Cy) an
Ic,! A lc,| 4 fondamental
Ic,| Arg(c,)
T T T 0, 20, 3o,
Ic,l Ic,l ! i _
Ic,! T Co & T I(ifl S, 20, -0, 0 o (rd’s)
3w, -2-(1)O —@D 0 (;JO émo 3w, o (rd/s)
Spectre bilatéral d "amplitude Spectre bilatéral de phase
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Exemple :

Décomposer le signal représente sur la figure suivante en S.F.C puis tracer son spectre de module

et de phase (spectres bilatéraux) :

x(t)

Solution :

x(t):{j: 1;§s2
On calcul maintenant les coefficients C, et C,
Co = %fOTx(t)dt
= %[ [} (Dde + ff(—1)dt]
= ~[el§ -l 3]
=-[(1-0) - (2-1)]
Co=0
C, = %fOTx(t) e Inwtqt
= 2|y 1emetat + [F(—1) et

_1 __1.e—jnwt|1+L_e—jnwt|2]
2 Ljnw 0 jnw 1

— % J;_i) (e—jna) _ 1) _l_jan_ (e—jnZa) _ e—jnw)]

= % ];—jt (e /"™ —1) + ]nin (e~m2m — e‘j"”)]
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e /" = cos(nm) — jsin(nmw) = (=1)"
e IM2T = cos(2nm) — jsin(2nm) = 1

Ona:{

Cr =5 [ (D" = D+ (1= (D))

| jnm

I 1= 2 1=(=
=3 A= DD+ (1= (DY)
_ 1]z _(_1\n
== a- o)
=—.(1- (=DM
jnm’
0, n =2k
n:{,iz—ji, n=2k+1
jnm nm
Donc :
+00
x(t) = z C,e/nwt
n=-—oo
+00 1
(O = ) — (1= (=DMein
jnm
n=-—oo

400
2 .

£) = pl@k+1)mt
x(0) k_z j2k+ D °

x(t) — e — .ie_]gnt —_ .ie_jn-t + ._ejnt + .ie_jBn't + oo
j3m jm jm j3m

Spectre de module :

C():OﬁlC()l:O

0, n =2k 0, n =2k
Cn:{—ji, n=2k+1 = (Gl =IEl=02) g g
nm nrm

Spectre de phase :

¢ = Arg(Cy)
0, n =2k 0, n =2k
"Tleis, n=2k+1 T T-E n=2k+1
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0, n =2k 0, n =2k
C‘”z{jn—, n=2k+1 :>‘P-n={+§, n=2k+1
n -3 -2 -1 0 1 2 3
|Cnl 2 0 2 0 2 0 2
3n T V[ 3n
Pn T 0 T 0 _ T 0 T
2 2 2 2
08 T T T T T T T T T
0.6 % @ -
O 04 .
0.2F T T .
0 O © © © ©
-5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5
n
2 T T T T T T T T T
(o]
1_ T T _
<= 0 © © O O ©
1_ l l _
(0]

11.3. Série de Fourier Polaire (S.F.P)

Soit un signal périodique x(t) décomposable en S.F.T telle que :

400
x(t) =Ap+ z [a,, cos(nwt) + b, sin(nwt)]
n=1
cos(6,) = =
a, = P, cos(8,) np b
On ose:{” neeen " = tan(f,) ==
P b, = P, sin(6,) sin(6,) = bn (6n) an

P

a? + b2 = P?cos?(8,) + P?sin?(6,,) = P?[cos?(6,)) + sin?(6,)] = P?

= P, =./a%+ b3

Remplagons a,, et b,, dans I'expression de x(t), on trouve :
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+00

x(t) =4, + Z (B, cos(8,,) cos(nwt) + P, sin(8,,) sin(nwt))

n=1

+oo

x(t) = Ay + 2 B, (cos(8,,) cos(nwt) + sin(6,,) sin(nwt))
Ona: cos(a) cos(B) + sin(a) sin(B) = cos(a + B), alors :
x(t) =Py + z P, cos(nwt — 6,))

C'est la forme polaire de la série de Fourier avec :

by,
0, = Arctg (a_>
n

«» Spectres de module et de phase (spectres unilatéraux)

C'est la représentation de B, et 6,, en fonction de n ou nw, la représentation spectrale
graphique qui lui est associée porte le nom de spectre unilatéral, parce que les fréquences sont
positives ou nulles car le compteur n des harmoniques varie de 0 a +oo.

1 Pn
«— fondamental
P;
A
Bn
P2 61 0
| ]
R [
> >  (rd/s)
0 w, 2w3m, 4w, 50, ) 0 ©o 20,30, 4, 50,
Spectre unilatéral d 'amplitude Spectre unilatéral de phase
Exemple :

Décomposer le signal représenté sur la figure suivante en S.F.P puis tracer son spectre de module
et de phase (spectres unilatéraux) :
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x(1)

Solution :

Onatrouvé: A, = 0 0etbh,=—(1-(-D" {O' "=
natrouvé: Ag=0; a,=0¢et b, =—(1—-(— =14 _
nm — n=2k+1

0, n =2k
PO_AO_OIPTL: a%‘l‘b%:bn:i n=2k+1
nm’
an
cos(@n)zazo 0, n=2k
. b, (0, n=2k :an{z -
sm(9n)=a={1 n=2k+1 ; n=2Zk+1

Donc :

+00
x(t) =Py + Z P, cos(nwt — 6,,)
n=1

~ +0oo 4 k -
x(t) = kzzomcos ((2 + Dt — E)

x(t) = %cos (nt — %) + %cos (3nt — g) +%cos (Snt — g) 4.

Spectre de module :

Pp=0-|P| =0

0, n =2k 0, n =2k
P":{ﬁ, n=2k+1 ~ |P"IZ{|1|, n=2k+1

nm

Spectre de phase :
0, n =2k
On = >, n=2k+1
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n 0 1 2 3 4 5 6 7
P, 0 f 0 i 0 i 0 i
T 3 5w 7
6, 0 T 0 T 0 U 0 T
2 2 2 2
15 T T T T T T T T
®
nl _
D_C
05} -
T i ? ?

o
MO
~0
o0
©®

1 3 5 7 9 10
n
2 T T T T T T T T
) (o] (] (o] o i
<5 1 i
0.5F B
0 O O O O €
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Remarque :

Une fonction x,(t) non périodique et finie (définie sur I'intervalle [a, b] et nulle ailleurs) peut étre
aussi développée en série de Fourier, pour cela nous considérons la fonction x(t) périodique de

période T = [a, b] et elle est égal a x, (t) sur cet intervalle.
Exemple : x,(t) =t; t € [0,1]

x(t)

A Xo(t)
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11.4. Relation entre les trois formes de la série de Fourier
Les relations existantes entre les trois représentations de Fourier sont présentées dans le

tableau suivant, ce tableau est important car elle permet de voir en un coup d’ceil les relations

simples liant les trois représentations spectrales.

+00 +00
S.F.T:x(t) =A, + z a, cos(nwt) + Z b, sin(nwt)
n=1 n=1

+oo
S.F.C:x(t) = Z C, einot

n=-—oo
+00
S.F.P:x(t)=Py, + P, cos(nwt — 6,,)
n=1
Forme de la Trigonométrique Complexe Polaire
série de Fourier (Réelle) (Exponentielle) (En cosinus)
CO = AO
C _(an_jbn) Py =4,
===
Trigonométrique 2 " P, =+/a2 + b2
(Réelle) Ay, a,eth, ., = (M) b
2 = n
6, = Arctg ( )
—b an
pn = Arctg ( n)
an
AO == CO
Complexe a,=C,+C_, Py = Co
(Exponentielle) = 2.Re(C,) Co, CretCy, P, =2Cpe
bn:j(Cn_C—n) Pn:P-n :2|Cn|
= —2.1m(C,) On = —¢n
CO = PO
1 .
. Cn = EPne_Jen
Polaire Ay =P, . P,,P,
(En cosinus) a, = P, cos(6,) C_, = EPnefen 0,
b, = P, sin(6,) 1
|Cn| Epn
Yn = —0,
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Exercice 1 :

Décomposer le signal périodique x(t) suivant en S.F.T, S.F.C et S.F.P puis tracer ses spectres de

module et de phase unilatéraux et bilatéraux correspondants

x(t) = A.cos?(wt), T = 1s

Solution :
Ona: cos?(a) = Lrcosa) _, x(t) =A (HL(ZM)) =242 cos2ut)
2 2 2 ' 2
400
S.F.T:x(t) =4, + Z a, cos(nwt) + b, sin(nwt)
n=1

x(t) = Ay + a, cos(wt) + by sin(wt) + a, cos(2wt) + b, sin(Rwt) + -+
On compare les deux expressions :

x(t) = §+ 2. cos(Qwt) = Ay + a, cos(2Qwt)

On déduit que : 4, =%1;a2 =§;bn =0eta, =0,Vn+2
+00
S.F.P: x(t) =Py + P, cos(nwt — 6,,)
n=1

x(t) = Py + P, cos(wt — 6;) + P, cos(Qwt — 0,) + P; cos(3wt — 63) + -

x(t) = g + S. cos(2wt) = Py + P, cos(Qwt — 6,)

AP =2,0,=0etP,=0,yn#2;6,=0

Ontrouve : Py, = >

. A A
Oubien: B, = a3+ bz =a, = Pp=Ag=7 et P,=a,=7
bn
6, = Arctg (a—) = Arctg(0) = 6, =0

Spectres de module et de phase (spectres unilatéraux) :

OnprendA =1:
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0.6 T T T T T T T T
(o} Q
0.4} -
c
o
0.2 i
0 O O O © © © o © €
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n
1 T T T T T T T T
0.5 .
c 5 o o o o o o o o o .
< 00 O 154 154 154 O 154 154 154 1> 1]
-0.5F A
1 I | I I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n

+00
S.F.C: x(t) = Z C,e/nt

n=-oo
X(t) = .4 C_pe 7290 + C_ e /@ + Cp + Cr et 4 Crel2%t 4 ..

—jaypja —j2wty ,j2wt
Ona:cos(a) = % = cosRwt) = %

e—jza)t+ej2wt) _ A

A A A A A _; A
x(t):E+E'COS(2wt):E+E( > ;+Ze ]Zwt+2812wt

On compare avec la forme complexe :

A _; A A _ ,
x(t) ==e 20t 4 — 4 Zel20t = C_,e7 /20t 4 C) + C,el?%t
4 2 4 2 0 2

A

2 Co=2 et C,=0Vn#+2

Ontrouveque: C_, = C, =

Im(cy
@, = Arctg (%Cn;) = Arctg(0) - ¢, =0

. —jb A
Ou bien : an(%)zaz—” - CZ:%:Z

Cp= (—an+jbn) =5 C,=2= 3
2 4
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@, = Arctg (;—I;") = Arctg(0) = ¢, =0

. 1 . 1 . A
Oubien: C, = Pe i = (, =P jo =2

1 P 1 P A
C—n = EPnefen = C_z = EPZQJO = Z

A
C0=P0=;

onp=—60,= ¢, =0

Spectres de module et de phase (spectres bilatéraux) :

O
A4

On considére le signal périodique x(t) représenté sur la figure suivante :

OnprendA =1:
06 T T T T T T T T
0
04r -
e
o)
0.2 _
Y P an Fan o Fan Fany Fan W aj
A4 A4 A4 A4 \>4 A4
-5 -4 3 -2 -1 1 2 3 4 5
1 T T T T T T T T
05 -
<& 00 o 0 o) o] o o o o o
0.5 -
_1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5
Exercice 2 :
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1. Donner I’expression du signal x(t) sur une période T, en déduire la pulsation propre w.

2. Décomposer ce signal en série de Fourier trigonométrique.

3. En déduire les formes complexe et polaire.

4. Tracer les spectres de module et phase bilatéraux et unilatéraux pour n = 0,1, 2, 3.

Solution :
L. x(t)=1|t], -1<t<1

t, 0<t<i1
x(t) = {—t,—l <t<0

T=2s > w=2=2=g¢q
T 2
2.S.F.T:
+o0o
x(t) = Ay + z a, cos(nwt) + b, sin(nwt)
n=1

T
A = %fOTx(t)dt == [Zx(t)dt
2

= :f_ol(—t).dt + [ t. dt]
|

=;|(0+3+3-0)]

0

+
-1 2

2

t2

N |-

| 2

1 .
Ay = - ; c’est la valeur moyenne du signal
2

x(t) est un signal pair alors: b,, =0

~

a, = %fOTx(t) cos(nwt)dt = % ix(t) cos(nwt)dt
2

= % f_ol(—t). cos(nwt)dt + fol t.cos(nwt)dt

11 12

L = f_Ol(—t).cos(nwt)dt = fol t.cos(nwt)dt = I,
a, =2.1; = fol 2t.cos(nwt)dt

C’est un intégral par partie :
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u=2t -u =2
v' = cos(nwt) » v = isin(nwt)

a, = Z—;.sin(na)t)l o (i) .fol sin(nwt) dt

= j—;.sin(nwt)l 5+ .cos(nwt)|

2
(nw)?
=— (sm(nn) 0) + (cos(nn) — cos(0))

Ona:sin(nm) =0 et cos(nm) = (—1)"

tn = sy (-1 = D)
0, n =2k
e B SN
mz T

+co

x(t)—E Z _((-1)" — 1) cos(nt)

- ;Zcos((Zk + Dmt)

x(t) =
—= ((2k + D)

N

3.S.F.C:

+0o
x(t) = Z C,e/nwt

n=-—oo

1
C():AO:E

1
Cp = E(an _jbn)

=5[W<(—1)”— 1) - 4.0

(n 57 (D" = D)
0, n =2k
C,=1 —2

W,Tl=2k+1

SFP:
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+00
x(t) =Py + Z P, cos(nwt — 6,,)
n=1

Py = Ao = =
0 — 0_2
P, =+a%+ b3 =a2
0, n =2k
P, = 4
n=2k+1
(m? "
Ou hien :
P, = C —1
0 — 0_2
Pn=2|Cn|
0, n =2k
P, = 4
——  n=2k+1
(nn)2 n +

4. Spectres de module et phase :

+ Spectres bilatéraux :

1 1
Co=5=|Col =3

0, n=2k 0, n =2k
Cn:{ 2 p=2k+1 = Gl =1Cal ={L, n=2k+1
(nm)? n2m2
Le spectre de module est pair.
¢y = Arg(Cy)
Co = % = ¢, = 0 (Parce que C, est réel positif)
0, m=2k 0, n=2k
an{m—;z n=2k+1 7 ‘pnz{in, n=2k+1

(Si C,, est nul alors ¢, est nul, si C,, est réel négatif alors ¢,, = +m)

0, n=2k 0 n =2k
C‘”z{ — ,n=2k+1:q)"”={$n n=2k+1
(—nm)? ’

(Si C_,, est nul alors ¢_,, est nul, si C_,, est réel négatif alors ¢_,, = +m)
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Le spectre de phase est impair donc il faut choisir ¢,, = —¢_,

n -3 -2 -1 0 1 2 3
G| - |2 (o212 [0][=2
912 m? 2 m? 912
On - 0 -7 0 T 0 T
0.6 T T T
(o}
04F .
2C
02F T .
0 O O
-3 -2 1 2 3
4 T T T
(o]
2t |
<5 0 o o o
2F i
(0]
-4 L 1 I 1
-3 -2 0 1 2 3
n
4+ Spectres unilatéraux :
1 1
Po =3 =|P| =3
{ O ) n= Zk 0, n= Zk
B,=4_4 _ = |B,| :{ 4 _
n (nn)z’n_2k+1 n 22 n=2k+1
1
PO = E = 60 =0
0, = Arctg (Z—")
0, n =2k
an={ o =2k+1 D=0
(nm)?’
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eeriilh 2k +1
an _ O, n =2k
cosBn) =7 = 1-1, n=2k+1 — g _{0, n =2k
n —
sm(en)=f’_n=0 n, n=2k+1
n 0 1 2 3 4 5 6 7
P, 1 i 0 i 0 4 0 4 0
2 m? 912 2512 49712
0, 0 T 0 T 0 T 0 T
06 T T T T
(0]
04f .
D_C
0.2} i
0 1 2 3 4 5 6
n
4 T T T T
sl 9 o3 9 1
<=2 -
1h i
a ¥ e e Y .
0 1 2 3 4 5 6
n

11.5. Série de Fourier de quelques signaux périodiques
Les séries de Fourier de certains signaux périodiques sont présentées dans le tableau

suivant :
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Chapitre |11
Signal x(t) Expression de x(t) Série de Fourier (Forme Trigonométrique)
x(1)
Y T
I—A'—I 4 0<t<s 448 1
| t T X(t) = FZ mSlH(ZT[(Zk + 1)f0t)
-4, =<t<T k=0
Al | 2
x(t)
A T T
1thr 4 —zstsg = (-D*
—_ 2m(2 1
ot T 3T x(t) = (2k D cos(2m(2k + 1) fot)
—4; <t —
4 4
A
x(1)
A a4 t+4; 0<t< !
[ J— + 00
' a0 =2 o2k + fyt)
1 X = — ——5 COS(4TT
Meva —Toi<o w? £ (2k + 1) ’
T k=0
x(t)
2A T
A _TH_A’OStSE 4,4 1 (2 41
t — + t
1A, . Ty g x(O) = Z(kaz“’“ ( )fot)
T ’ 27 7
x(t)
2A T
_Tt; OStSE A 44
1fot
t A x(6) = 2 (2k gz Cos@n(2k + Dfob)
—t —5<t<0
T 2
24 T T 240 (k1
T <t < — xtz—z sin(2mwk fyt
— —sStss ®=" —— sin(2mkfyt)
k=1
+00
A t) = a_4 L (2mkfyt)
Tt; 0<t<T X()—E p ESIH Ttk fo
k=1
+
2A 4A
|A.sin(wet)]; 0<t<T x(t) =——— 4k2—cos(2n2kf0t)
k=1
x(t) T A 4
A.sin(wgt); 05t < > x(t) = p- + Esm(anot)
A
T feo k
L A ((DF+1)
LL l_l , t 0 ; =<t<T _Z
2 - pEa— cos(2mk fyt)
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I11. Transformée de Fourier

La transformée de Fourier s'applique aux signaux non périodiques (signaux d'énergie finie),

elle effectue le passage du domaine temporel au domaine fréquentiel.

111.1. Définition

On définit la transformée de Fourier d'un signal x(t) par :

+oo

TF{x(t)} = X(f) = f x(t)e /2Tt dt

+00

X(w) = f x(t)e /@t dt

—o00
La transformée de Fourier inverse est donnée par :

+00

TFL{X(F)} = x(¢) = f X()e?t df

+o0
1 .
x(t) = o j X(w)e’*t dw

Condition d’existence :

La T.F existe si la condition de Dirichlet est vérifiée (suffisante et non nécessaire) :

J_J:olx(t)l < o

% Spectres de module et de phase

X(f) est une fonction de f, généralement complexe :
X(f) = Re{X (N} + Im{X ()} = 1X(f)|e/¢V
X(f) = 1X(H)l cos(o(f)) + . 1X ()] sin(p(f))

Ou: [X(f)| et @(f) sont respectivement le module et la phase de X(f) avec :

1X(F)] = JRefX(HH? + UmX(H}H?
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Im{X(f )}>

(p(f) = AT'Ctg <R€{X(f)}

Le spectre de module est pair et le spectre de phase est impair.

Exemple :

Calculer la transformée de Fourier du signal x(t) puis tracer leurs spectres de module et de phase :

x(t) = A.rect (t)

T

Solution :

X

x(t)

x(t) = A.rect @ _ {gl -

-1/2

On calcule la transformeée de Fourier du signal x(t) :

X(F) = [ x(®)e " dt

T
= f_?Ae‘jz”ft dt
2

T
_A _.2 t -
= e}ﬂf|g

jenf’ -3

- N1
_ 4 (e—JZHfz_

+j2nf§)
j2nf’

e

= % (eJmfT — g=infT)

A (ej”f‘[—e_j”f‘[)
nf’ 2j

= %' sin(mfT)

sin(f1)

= Art.

nft
X(f) = At.sinc(f1)

Si:A=1=1 = X(f) = sinc(f)

0 /2
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1.2 1

Spectres de module et de phase :

1.2 1
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4 T T T T T T T T T

Cas particuliers :

TF{§()} =1
TF{1} = 6(f)

TF{5(t — t,)} = e J2™/to
TF{e*2™ht} = 8(F F fo)

Exemple :
Calculer la transformee de Fourier du signal x(t) puis tracer leurs spectres de module et de phase :
x(t) = A.cos(2mfyt)

Solution :

e]zﬂ'fot + e—]an0t>

x(t) = A.cos(2mfyt) = A < 3

A . A .
X(f) =5 TF{e/?™/ot} 4+ > TF{e~/2m/ot}

A A
X(f) =§5(f_f0) +55(f+f0)

o1



Chapitre 111 Analyse fréquentielle de Fourier
Onprend:A=1etf, =50Hz:

06 T T T T T T T

0.4r 7

IX()l

80 60 40 20 0 20 40 60 80
f
1 T T T T T T T
0.5 i
= 0
0.5 7
_1 | | | | 1 1 1
-80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80

I11.2. Propriétés de la transformée de Fourier
» Linéarité :
T.F
a.x(t)+p.y(t) — a.X(f)+B.Y(f)
» Translation temporelle :
T.F ,
x(t —ty) — e T2 X(f)

» Translation fréquentielle :

TF™1 .
X(f = fo) —— &/t x(t)
» Conjugaison :
T.F _
x*(£t) — X7 (+f)
» Dérivation temporelle :

d"x(t) TF DT\ X
o (2 X ()

» Derivation fréquentielle :

d"X(f) rr1
afm

(—=j2mt)™ x(t)
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» Intégration temporelle :

t TF 1 1
f_oox(t)dt —>]2_7TfX(f) + EX(O)é‘(f)

» Intégration fréquentielle :

f TF™1 —1
f_ X = ()

» Changement d'échelle :

TF 1 f
x(at)—>—.X(—>, a+0
lal a
> L'inverse:

T.F
x(—t) — X(=f)
» Dualité (symétrie) :
T.F
X&) —x(—f)
> Convolution :

T.F
x(t) xy(®) — X(f). Y ()

x(0).y(6) —— X(f) * Y (f)

Exemple 1 :

Soit le signal analogique suivant : x(t) = x;(t) + x,(t) avec:
x(t) =e tu) & x,(t) =et.u(—t)

1. Représenter les signaux x; (t) et x,(t).

2. Calculer la transformée de Fourier du signal x(t).

3. Tracer le spectre de module et de phase du signal x(t).

Solution :

1. Représentation graphique des signaux x; (t) et x,(t) :

e Lt>0

x,(8) = e~t.u(t) = {0_ (=0
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2, (t) = et.u(—t) = {St ;"; i 8
x,(1) x,(1)
1 1
t t
0 > 0l >

2. La transformée de Fourier du signal x(t) :

En utilisant la propriété de la linéarité : a. x(t) + .y (t) ki a. X(f)+ B.Y(f),donc:

x(t) = x1(8) + %2(8) = X(f) = X, () + X (f)
X)) = [2, xa(®)e It dt
= f0+°° et e J2mft gt

_ f0+°° e~ (L+j21f)t gt

= L e~(tjzmne|**
1+j2nf " 0

-1

= 0-1

T 1+j2rf”

1
X1(f) = 1+j2nf

On voit que x,(t) = x;(—t), donc on utilise la propriété de I’inverse

X2 (f) = X:(=f)

Xz(f)=ﬁn(_f)
X (f) = 1—j12nf
XN =t t o

14+j2nf = 1—j2nf

__1—j2nf+1+j2nf
X(f)= (1+j2nf)(1—j2nf)

2
1+4m2 2

X(f) =

 x(—1) — X(=f)
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3. Spectre de module et de phase du signal x(t).

X(f) est purement réel positif alors |X(f)| = X(f) et ¢ = 0.

S 05F .
0 |
-3 2 1 0 1 2 3
f
1 T T T T
05F .
=z O
-0.5F .
1 1 1 1 1 1
-3 2 1 0 1 2 3

Exemple 2 :

Soit les deux signaux analogiques x(t) et y(t) représentés par les figures ci-dessous :

x(t) (1)
1 1
/ \ t t
T 0 T d T
-1

1. Trouver la relation mathématique liant y(t) a x(t).
2. En utilisant les propriétés de la T.F et sachant que : TF {A. rect G)} = At.sinc(zf), calculer

X(f) et Y(f) les transformées de Fourier respectives de x(t) et y(t).

Solution :

1. Relation mathématique liant y(t) a x(t) :

dx(t)

On voit que : x(t) = [ y(t) dt, ou bien : y(t) = —
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2.X(f)etY(f):

Ona:TF {A.rect G)} = At.sinc(tf) = TF{rect(t)} = sinc(f)

y(t) = rect (t + %) —rect (t - %)

T.F .
En utilisant la propriété de décalage : x(t — t,) — e /2™t X(f)

Y(f) = e+j2”f%.sinc(f) — e_jznf%-SinC(f)

= (e/™ — ™). sinc(f)

= (2J.sin(mf)). sinc(f) g

= j2nf.sinc(f).sinc(f)
Y(f) = j2nf.sinc*(f)

x(t) = fy(t) dt

T.F
En utilisant la propriété de I’intégral : f_too x(t)dt — ﬁ X)) + %.X(O). 6(f)

0
X(F) = 2= v (D) + L. u6).6(f)

jenf’

X(f) = ——. j2nf. sinc?(f)

jenf
X(f) = sinc*(f)

111.3. Transformée de Fourier de quelques signaux

Les transformées de Fourier de certains signaux sont présentées dans le tableau suivant :
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Signal x(t) Expression de x(t) Transformée de Fourier
X(t)
A t .
o area(l) e sine(ef)
-1/2 0 2 >
x(t)
A
t
/\ t A.tri (;) At.sinc?(tf)
-T T
x(t)
A A
//\ N [\ s Acosenfo 28— f) 4550 + fo)
VA
x(1)

t A A
/\ AAI/\ /\ A.sin(2rfyt) 2—j-5(f—fo)—2—j-5(f+fo)

X0
A
5 t A.sgn(t) ]%
-A
x(0)
1“
! a(t) 1
0
)
1
T t S(t —to) e—J2mfto
0 to
Q)
1 1 1
t u(t) > o(f) + Tanf
0
x(t)
1 +00 +00
i, Soew | £
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IVV. Théoréme de Parseval

IV.1. Théoréme de Parseval pour la série de Fourier (signaux périodiques)

Soit un signal périodique x(t) décomposable en série de Fourier Trigonométrique :

400

x(t) =4, + Z[an cos(nwt) + b, sin(nwt)]

n=1

La puissance moyenne de x(t) :

T

- %j|x(t)|2dt = %Jx(t).x(t)dt
0

0

T T

P, = 71,on x(t)dt + = Jx(t) [Z [a,, cos(nwt) + b, sm(na)t)]]
1 T +00 1 T +00 1 T
P, = AO'?f x(t)dt + z an.?f x(t) cos(nwt) dt + Z bn.Tf x(t) sin(nwt) dt
0 n=1 0 n=1 0

N|3N

+ o0 2 +o00
LTS
DR SIR
n=1 n=1
1w
Po= 45 ) (@ +b})
n=1

C’est la forme trigonométrique de I’égalité de Parseval.

+oo

1
Px:P§+§ZPnZ

n=1

C’est la forme polaire de I’égalité de Parseval.

La forme complexe :

T

= %f|x(t)|2dt = %jx(t).x*(t)dt
0

0

p, = %f[ Z c, efnwf] x*(£)dt
0
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1& 7
P, = Z Cnfx*(t).ej"“’tdt
0

n=—oo

+00 T

1
p, = Z Cn.?fx(t).e‘fn“’tdt

n=-—oo 0

P, = Z C,.Cr

n=—0oo

-1 +00
Po= Y ICuP +1CoI7 + ) I, P
n=1

n=-—oo

+00 +00
Pe= ) 1Col? +1Col? + ) ICal?
n=1 n=1

Six(t) estréel : |C,| = |C_,,]
+00

Pe=1Co +2 ) [Cal?
n=1

C’est la forme complexe de 1’égalité¢ de Parseval.

Exemple :

En utilisant les trois formes du théoreme de Parseval pour les signaux périodiques, calculer la

puissance moyenne du signal suivant :
x(t) = A.cos?(wt) ;A=1,T =1s
Solution :

La forme trigonométrique :

Onatrouvé: A, =

N

.a _A.
12_21

b,=0eta,=0,VYn=+2
+00
2 1 2 2
Po= 4 +5 ) (@ + b))
n=1
1
Px =A(2,+§a%
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3
Px = g Watt

La forme polaire :

Onatrouvé:Pozg;Pz=§;92=0etPn=0,Vn¢2;9n:0

+00

1
Px=P§+EZPnZ

n=1

1
P, = P} +§P22

3
P, == Watt

La forme complexe :

A

Onatrouvé::C_zzczzg 1 Co== et C,=0Vn=+42

2
+00
Pe=1Go +2 ) 1Cal?
n=1
P = 1Gol? +21C,I?

3
P. = 3 Watt

IV.2. Théoréme de Parseval pour la transformée de Fourier (signaux apériodiques)

L’énergie d’un signal x(t) est :

E, = jlx(t)lzdt= J x(t). x*(t)dt
x(t) = ] X(fel2st df
x*(t) = f X*(f)e~2nst df

-

—00

x(t). f X*(f)e 72t af. dt
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+ o0

EX=J

— 00

X*(f). f x(t)e 2Tt dt. df

&=jWUMUMf

— 00

@=fwmﬁw

C’est I’énergie fréquentielle du signal x(t).

|X(f)|? : s’appelle la densité spectrale d’énergie du signal x(t).

Exemple :
x(t)
En utilisant le théoreme de Parseval pour les signaux non *
périodiques, calculer I’énergie du signal représenté ci-contre l
puis déduire sa densité spectrale d’énergie DSE. ; 5 ; l

Solution :

x(t) = rect G)

Ona:TF {A.rect (é)} = At.sinc(tf) = TF {rect G)} = 4. sinc(4f)

Ex

fmﬂWf

+ oo

= f 16.sinc?(4f) df

— 00

L’une des propriétes de la fonction sinus cardinal est : f:: sinc?(f)df =1

Onpose: f' =4f = df =%df’

16
E, = f sinc2(f) df’
E, = 4 Joules
DSE = |X(f)|?
DSE = 16.sinc?(4f).
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