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Chapitre 11 Systémes, convolution et corrélation des signaux

I. Systémes

1.1. Définition
Un systéme est un modéle mathématique d’un processus physique, qui transforme un signal
d’entrée (ou plusieurs signaux d’entrée) en un signal de sortie (ou plusieurs signaux de sortie).

L’entrée du systéme s’appelle ‘excitation’ et la sortie s’appelle réponse’.

La Transformation T du systeme peut-étre une équation mathématique, équation

différentielle, opération algébrique, etc. On écrit : y(t) = T{x(t)}.

Systéeme
S

z(t) ——

— y(t)

Figure (11.1) : Schéma fonctionnel d’un systéme

Exemple :

Un systeme multiplicateur : y(t) = A. x(t)
1.2. Propriétés des systemes

1.2.1. Linéarité

Un systeme S de transformation T est linéaire si et seulement s’il vérifié I’expression suivante :
T{x(®)}=y(@t) = T{a.x,(t) + b.x,(t)} = a. T{x,(t)} + b. T{x,(t)}
=a.y;(t) + b.y,(t)
Exemples :
1. y(t) = A.x(t)
Tx(®©)} =A.x(@®) =y()
T{a.x,(t) + b.x,(t)} = A(a.x,(t) + b.x,(t))
=a.A.x;(t) + b.A. x,(t)
=a.y;(t) + b.y,(t)
Donc ce systeme est linéaire.
2. y(t) = |x(0)|
T{x@®} =[x = y(@®)
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T{a.x,(t) + b.x,(t)} = |a.x,(t) + b.x,(t)]
a.y.(t) + b.y,(t) = a.[x ()| + b. |x,(t)]
Ona:la+b|<la|l+|b| = T{a.x,(t) +b.x,(t)} # a.y,(t) + b.y,(t)
Donc ce systeme est non linéaire.

1.2.2. Causalité

On dit qu’un systeme S est causal si et seulement s’il vérifié I’expression suivante :
Si: x(t) =0pourt <tyalors: y(t) =0pourt <t,

Un systeme est causal si la réponse y(t) a l'instant t = t, ne dépend que des entrées x(t) aux

instants t < t,, c.a.d. la sortie ne doit pas précéder I’entrée.

Exemples :

1. y(t) = A.x(t)
Si: x(t) =0pourt <tyalors: y(t) =A.x(t) =0pourt <t,
Donc ce systeme est causal.

2. y(t) =x(t+2)
Si: x(t)=0pourt <tyalors: y(t) =x(t+2)#0pourt <t,
Donc ce systeme est non causal.

1.2.3. Invariance dans le temps (stationnarité)
On dit qu’un systéme S est invariant dans le temps (stationnaire) si et seulement s’il vérifi¢

I’expression suivante :

T{x(®)} = y(t) = T{x(t — to)} = y(t — to)

Un systeme est invariant dans le temps si un décalage temporel a 1’entrée conduit a un décalage

temporel de méme valeur a la sortie.
Exemples :
1. y(t) = A.x(t)
T{x(t)} =A.x(t) =y(@t) = T{x(t —ty)} = A.x(t — ty) = y(t — ty)

Donc ce systéeme est invariant dans le temps.
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2. y(t) = t.x(t)
T{x(t)} =t.x(t) = y(t) = T{x(t — ty)} = t.x(t — t,)
y(t —to) = (t —to).x(t — to)
T{x(t —to)} # y(t —t5)
Donc ce systéme est variant dans le temps.

1.2.4. Stabilité

On dit qu’un systéme S est stable si et seulement s’il vérifi€ 1’expression suivante :
JaeR:|x(®)|<a= ILeR:|y®)|=IT{x@®)} <pB
Un systéme est stable si en réponse a une entrée bornée, sa sortie est bornée.
Exemples :
1. y(t) =3.x(t)
JaeR:|x@®)|<a= ILER:|y®)| =13.x(t)| <pB
Donc ce systeme est stable.
2. y(t) =t.x(t)
JaeR|x@®)|<a= AL ER:|y®)|=t.x(®)| <B
Donc ce systéeme est instable.
Remarque :
On dit qu’un systéme S est un systéme LIT s’il est Linéaire et Invariant dans le Temps.
Exercice :
Etudier la linéarité, la causalité, la stabilité et I’invariance dans le temps du systéme suivant :
y(®) = x*(1)
Solution :

Le systeme décrit ci-dessus est non linéaire, causal, stable et invariant dans le temps (stationnaire),

donc ce n’est pas un systeme LIT.
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1. Convolution

11.1. Réponse impulsionnelle
La réponse impulsionnelle h(t) d’un systéme LIT est definie comme la réponse du
systeme pour I’entée impulsion de Dirac §(t). La réponse impulsionnelle est une caractéristique

tres importante en traitement du signal.

Systeme

h(t)

Figure (11.2) : Schéma fonctionnel d’un systéme de réponse impulsionnelle

11.2. Produit de convolution
11.2.1. Définition

Le signal de sortie d’un systéme LIT est obtenu par une opération entre 1’entrée x(t) de ce
systeme et sa réponse impulsionnelle h(t), cette opération est appelée : la convolution. C’est

I’outil la plus fondamentale du traitement du signal, elle est donnée par :

+oo

y(t) =x(t) xh(t) = J x(1).h(t — 1)dt

11.2.2. Calcul de la convolution

Pour calculer le produit de convolution entre deux signaux analogiques x(t) et h(t), on

suit les étapes suivantes :

» Tracage des signaux x(t) et h(t) avec changement de variable t - 7 : x(7) et h(7).

» Fixation du signal x(7) et renversement du signal h(t) par rapport au temps : h(—1).

» Décalage du signal h(—t) par t : h(t — 7).

» Calcul de I’'intégral du produit x(7). h(t — 7) en répétant 1’opération pour t € |—oo, +o|.

Exemple :

Soit un systeme S linéaire invariant dans le temps caractérisé par sa réponse impulsionnelle h(t)
telle que : h(t) = rect G) I'entrée de ce systeme est : x(t) = rect (%)
1. Tracer les signaux x(t) et h(t).

2. Calculer et tracer y(t) la réponse de ce systeme a l'entrée x(t).
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Solution :

1. Tracage des signaux x(t) et h(t) :

‘X(t) ‘h(t)

1

t
0 > 4 -

—t

B b 2 -

2. La réponse y(t) de ce systeme est le produit de convolution entre x(t) et h(t) :

y(&) = x(t) * h(t) = [*7 x(7). h(t — 7)dT

1¥Cas:t+2<0 =St -2:

he-n A x (1)
s s
1
T
-2 t2 0 4 -
y(t) = 0, car il n’y a pas d’intersection entre les deux signaux.
26 Cas:0<t+2<4 & -2<t<2:
h(t —1) x (1)
T
t-2 o t+2 4 -

y(@® = [, (11)dr

FMCas:0<t—2<4 =2<t<6:
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x (1) h(t—1)

1
@ T
0 t-2 4 t+2 -
4
y® = [ (11)dr
= T|?—2
4 Cas:t—2>4 ©t>6:
x(7) h(t—1)
1
T
0 4 12 12 >
y(@) =0
0, t< -2
_ _)t+2, —2<5t<2
Donc:y(®)=9_;4+6 2<t<6
0, t=6
‘y(t)
4
/ t
I

2 o 2 4 6

11.2.3. Propriétés de la convolution
» Lacommutativité : x(t) = h(t) = h(t) * x(t)
» Ladistributivité : [x(t) + y(t)] * h(t) = x(t) = h(t) + y(t) = h(t)
» L’associativité : [x(t) * y(t)] * h(t) = x(t) = [y(t) * h(t)]
» L’élément neutre : x(t) * §(t) = fj;o x(1).8(t — )dt = x(t)
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I11. Technique de corrélation

111.1. Définition

La fonction de corrélation (ou intercorrélation) est une technique de comparaison sert a
mesurer le degré de ressemblance entre deux signaux analogiques x(t) et y(t), elle est utilisée
dans les radars, les sonars, les communications numériques, la mesure de temps de transmission,

etc. La corrélation est une fonction de 7 définie comme suit :

e Pour les signaux a energie finie :

+ 00
Coy(D) = [[_ x(0).y(t + 1)dt
e Pour les signaux a puissance moyenne finie :

. 1 (T
Cyy(T) = TI_IHIOOFIO x(t).y(t + 1)dt
e Pour les signaux périodiques :

1 T

Cry(T) = Ffo x(t).y(t + 7)dt

La fonction d’autocorrélation est une technique de comparaison entre un signal analogique

x(t) et ses copies décalées, elle est définie comme suit :
e Pour un signal a énergie finie :
Cor (@ = [ x(t). x(t + T)dt
e Pour un signal a puissance moyenne finie :
. 1 T
Cox(7) = TETOOFIO x(t).x(t + v)dt
e Pour un signal périodique :
1T d
Cox(7) = Ffo x(t).x(t + v)dt

I11.2. Calcul de la corrélation

Pour calculer la fonction de corrélation entre deux signaux analogiques x(t) et y(t), on

suit les étapes suivantes :

» Tracage des signaux x(t) et y(t).

» Fixation du signal x(t) et décalage du signal y(t) par T : y(t + 7).

» Calcul de I’intégral du produit x(t). y(t + t) en répétant ’opération pour T € ]—oo, + o],
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111.3. Propriétés de la corrélation
> Cyy(7) # Cyx(7)
» Cy,(7) est maximale pourt = 0
» C,,(7) est une fonction paire cad. Cy, (7)) = Cyre (—7)
» C,x(0) = E,(ou P,), I’énergie (ou puissance) du signal x(t)
> Cyy(t) = x(t) *y(—t)

Exercice :

On considere les deux signaux analogiques x(t) et h(t) définis par :
x(t) =etu(t) & h(t) =rect (%)

1. Représenter les signaux x(t), h(t) et y(t) ou y(t) = h(—t).

2. Calculer le produit de convolution entre les deux signaux x(t) et h(t).
3. Calculer la fonction de corrélation Cy,, (7).

4. En déduire une relation entre la corrélation et la convolution.

Solution :
1. Représentation des signaux :

_ et t=>0
x(t) = e t.u(t)={0 =0

~ -1y (1, 0<t<2
h(t) = rect (T) - {0, ailleurs
1, —2<t<0
y(®) =h(-t) = {O, ailleurs
X(t) ‘h(t)
1 1

=t
—+

y(®)

=t

0] 0 2 2

2. La convolution entre x(t) et h(t) :

g(®) = x(@®) *h(t) = [ x(7). h(t — T)dr

1 Cas:t <0:
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h(t—1) ‘ x (1)
rd V4

S~

T
) t 0 -

g(t) = 0, car il n’y a pas d’intersection entre les deux signaux.

2®MeCas:t—2<0&t>0=0<t<2:

‘ h(t—1)
I'd

\/\”

T
-
t-2 0 t

g(t) = [;(e~". Ddr
= —e_Tlg
git)y=1—e"t

¥MeCas:t—2>0 t>2:

g9(®) = J,_, (e ydr
= -7,
g(t) = —(e™t — =)
=—(e"t—ete?)
g(t) = e~t(e? - 1)

Donc :
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0, t<o0
gt)y=1—-e7f 0<t<2
e f(e?—1), t=2
3. La fonction de corrélation C,,, (1) :

Cry (0 = [77x(8). y(t + 7)dt

1 Cas:7<0:

y(t+1) A x(t)

ot

T-2 T 0

Cyxy(1) = 0, car il n’y a pas d’intersection entre les deux signaux.

22M Cas:7T—2<0&7>00<71<2:

‘ y(t+ 1)
1| &

N ™
N

T-2 0 T

o~

Cry(7) = [; (e 1)dt
= —e_rlg
Coy(t) =1—e7"

¥MeCas:t1—2>0 7>2:

Coy( = [[_,(e7". 1)dt

=—e7 |7,
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Cry(1) = —(e7" — e~ (72)
=—(e"T—e"e?)
Cry(T) =€77(e®* = 1)
Donc :
0, T<0
(o) ={1—€T, 0<T<2

e (e?-1), t=>2

4. Relation entre la corrélation et la convolution :

On voit clairement que : Cy, (t) = x(t) = h(t) et puisque h(t) = y(—t), on peut déduire que :

Cay (t) = x(t) * y(=1).
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