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Avant-Propos

Avant-Propos

Le présent document est le fruit d’un long parcours dans ma carriere d’enseignement. Il se
veut un guide et un outil d’accessibilité, dédié principalement aux étudiants de 2°™ Année Licence
(Télécommunication, Electronique, Automatique et Electrotechnique) dans le cadre du
programme officiel, ou méme aux étudiants en cycle de Master, qui désirent approfondir leurs

connaissances ou avoir un document de base en Traitement du signal.

Cet ouvrage se veut solution aux constats multiples faits quant a la disponibilité de travaux
specifiques relatifs aux principes de la Théorie et Traitement du Signal. Ce travail est venu en cela
répondre a un besoin profondément ressenti par les étudiants en Licence en particulier ou méme

en Master, de pouvoir disposer d’un ouvrage soigneusement cong¢u par un enseignant du module.

La démarche méthodologique de ce polycopié s’articule autour de quatre chapitres qui
s’enchainent des définitions les plus simples aux principes mathématiques les plus approfondis.
Chacun de ces chapitres est généreusement parcouru de représentations graphiques obtenues par

simulation sous Matlab, permettant d’illustrer notamment toute nouvelle notion introduite.

Le premier chapitre présente quelques définitions de base et généraliteés utiles sur la Théorie

du Signal en particulier les signaux fondamentaux et leurs représentations.

Le deuxiéme chapitre dresse une étude des systémes linéaires invariants analogiques ainsi

que les opérations de la convolution et corrélation.

Le troisiéme chapitre est réserve aux Séries et Transformées de Fourier, leurs différentes

formes et ses représentations harmoniques.

Le quatrieme chapitre est consacré a la transformée de Laplace et a l'analyse de circuit

utilisant cette transformée.

Nous souhaitons une trés bonne lecture a tous nos lecteurs dont les remarques pertinentes

seraient la lumiére qui éclairera tout point obscure ou manque constaté dans ce travail.

Dr. Ilyas ROUGAB
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Chapitre | Classification et représentation et des signaux

I. Introduction

Le traitement du signal est une discipline indispensable de nos jours. Il a pour objet
I'élaboration ou l'interprétation des signaux porteurs d'informations. Son but est donc de réussir a
extraire un maximum d'information utile sur un signal perturbé par du bruit en s'appuyant sur les

ressources de I'électronique et de I'informatique.

I1. Définitions

I1.1. Signal

Un signal est la représentation physique de 1’information qu’il transporte de sa source a
son destinataire. Sa nature physique peut étre tres variable : acoustique, électronique, optique, etc.
Mathématiquement, les signaux sont représentés par une fonction d’une variable généralement le
temps. En physique, on s’intéresse qu’au temps t > 0 (signal causal), alors qu’en mathématiques,

on peut définir des temps t € ]—oo, +0oo[ .

11.2. Bruit
Un bruit est défini comme tout phénoméne perturbateur génant la perception ou
I’interprétation d’un signal, par analogie avec les nuisances acoustiques (interférence, bruit de

fond, etc.).

11.3. Théorie du signal
La théorie du signal est ’ensemble des outils mathématiques qui permet de décrire les

signaux et les bruits émis par une source, ou modifiés par un systeme de traitement.

11.4. Traitement du signal

C’est la discipline technique qui, s’appuyant sur les ressources de 1’¢lectronique, de
I’informatique et de la physique appliqué, a pour objet I’élaboration ou I’interprétation des signaux
porteurs de I’information. Son application se situe dans tous les domaines concernés par la
transmission ou I’exploitation des informations transporter par ces signaux. Un systéme de mesure
a de fagon genérale la structure de la figure (1.1) ci-dessous, le phénomene physique que I’on veut
étudier est présenté a un capteur qui le transforme en un signal électrique tension ou courant, a ce
niveau un bruit s’ajoute. Le signal transmit a travers le canal de transmission atteint le récepteur,

puis il subit un traitement pour extraire I’information utile sans bruit.
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Information

Systeme

physique Capteur | | Canalde | .| Récepteur | | Traitement

transmission utile
TBruit T Bruit T Bruit

Figure (1.1) : Chaine de transmission d’un signal

I11. Classification des signaux

Il existe plusieurs modes de classification pour les signaux suivant leurs propriétés.

I11.1. Classification phénoménologique
Cette classification est basée sur 1’évolution du signal en fonction du temps, on trouve deux

types fondamentaux :

I11.1.1. Signaux déterministes
Ce sont des signaux ou leurs évolutions en fonction du temps peut étre parfaitement modeélise par
une fonction mathématique. On retrouve dans cette classe les signaux périodiques, les signaux

transitoires, les signaux pseudo-aléatoires, etc...

I11.1.2. Signaux aléatoires
Ce sont des signaux ou leur comportement temporel est imprévisible. Il faut faire appel a leurs
propriétés statistiques pour les décrire. Si leurs propriétés statistiques sont invariantes dans le

temps, on dit qu'ils sont stationnaires.

Exemples :

x(t) y()

A LA . |
RYATATAVATR

Figure (1.2) : Exemples du classification phénoménologiques des signaux

x(t) est un signal déterministe (sinusoide) et y(t) est un signal aléatoire.

I11.2. Classification morphologique
On distingue les signaux a temps continu des signaux a temps discret ainsi que ceux dont

I'amplitude est discréte ou continue, on obtient donc 4 classes de signaux :



Chapitre | Classification et représentation et des signaux

111.2.1. Signaux analogiques

Ils sont des signaux dont I'amplitude et le temps sont continus.

111.2.2. Signaux quantifiés
Ils sont des signaux dont I'amplitude est discréte et le temps est continu.

111.2.3. Signaux échantillonnés
Ils sont des signaux dont I'amplitude est continue et le temps est discret.

111.2.4. Signaux numeriques

Ils sont des signaux dont I'amplitude et le temps sont discrets.

Continue Discréte
x(t) A Signal analogigue x(t) A Signal quantifié
5 N
.E : Z N\ =
c 4. =
0 ] b o
3 /\'\/\‘ . N g)
7] ] - c
o >t > t £
g x[n] A Signal échantilloné x[n] A Signal numérique '.E
3 - 1 4 S
o TN \ 1 4% ©
A e A 16t % A v
ey, | g e,
~-1 oot rr b Ve b
" > MR 4. S » 1

quantification

Figure (1.3) : Classification morphologique des signaux

111.3. Classification énergétique

On considére I'énergie des signaux, on distingue :

111.3.1. Signaux a énergie finie
Ils possedent une énergie finie et une puissance moyenne nulle, ce sont des signaux réalisables.

+00
E= f lx(t)]?dt <
111.3.2. Signaux a puissance moyenne finie

Ils possédent une puissance moyenne finie et une énergie infinie, ils sont donc physiquement

irréalisables.
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T
P=1li ! | |2d
—T%fo(t) t <o
0
Si le signal est périodique :
T
1
P= Tflx(t)lzdt < o
0

* Regle de calcul :

On calcul I’énergie E du signal x(t), si cette énergie est finie (E < ), alors le signal x(t)
est un signal a énergie finie, sinon on calcul la puissance moyenne P, si P < oo, le signal x(t) est
un signal & puissance moyenne finie. Si E = P = oo, on dit que le signal x(t) est un signal n’est a

énergie finie, n’est a puissance moyenne finie.

Exemples :

T

E=[""lx(t)|2dt

= f0+oo(€_t)2dt
= [""e2tqt

0

1r _
= —3leg)

Le signal x(t) est un signal a énergie finie.

2. y(t) = A.cos(wgyt)

E=[""ly(e)dt

= [""(a. cos(wot))’dt
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= ff;o A?. cos?(wot)dt

—0 2

— 42 f+00 (1+cos(2wot)) dt
- A;ff;o(l + cos(2w,t))dt

_ A S Y +o0
=3 (t + ron [sm(Za)Ot)I_oo])

=2 [ ¢*e + 2 [sinwot)*2]
2 | 22 T 20, 0/~
+00 -1< s+1
E = 400
L’énergie du signal y(t) est infinie, donc on calcul la puissance moyenne :
_ 1T 2
P = ly®ldt
2
= %fOT(A.cos(wot)) dt

= %fOTAZ. cos?(wot)dt

_A_2 T 1+cos(2w0t))
—ro ( 2 dt

= ngT(l + cos(Rw,t))dt
2 gr L [ (227 T
= ;(ﬂo +2—wo[51n( ?t)|0 ])

— g ((T —0)+ 2170 [sin(4n)_— sin(O)])

=0

P=%<w
2

Le signal y(t) est un signal a puissance moyenne finie.

I11.4. Autres classifications

On peut trouver d’autres classifications importantes :

111.4.1. Signaux causals et signaux non causals

Un signal x(t) est dit causal si et seulement si x(t) = 0, pour t < 0.
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Exemples :

x(1) y(t)

N AARAR .
RVATA AAYRATARN

Figure (1.4) : Exemples des signaux causals et non causals

x(t) est un signal causal et y(t) est un signal non causal.

111.4.2. Signaux pairs et signaux impairs

Un signal réel est pair si, pour tout t € R, on a: x(—t) = x(t). Graphiquement, il présente une

symétrie horizontale par rapport a I'axe des ordonnées.

Un signal réel est impair si, pour tout t € R, on a: x(—t) = —x(t). Graphiquement, il présente
une symétrie par rapport a l'origine.

Exemples :

x(t) y(1)

MMM Y e

Figure (1.5) : Exemples des signaux pairs et impairs

[=}

x(t) est un signal pair (x(t) = x(—t)) et y(t) est un signal impair (y(t) = —y(—t)).
On peut remarquer qu’il est toujours possible de décomposer un signal x(t) en une somme d’un

signal pair x,(t) et d’un signal impair x;(t) : x(t) = x,(t) + x;(t) avec :

xp(8) = 5 (x(6) + x(=1))
x;(t) = %(X(t) —x(-t))
Exemple :

Déterminer les parties paire et impaire du signal : x(t) = 1 + t cos(t) + t3 sin(t) cos(t)

La partie paire est : x,(t) = 1 + t3 sin(t) cos(t), et la partie impaire est : x;(t) = t cos(t)
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% Propriétés
Signal pair @ signal pair = signal pair.
Signal impair @ signal impair = signal impair.
Signal pair @ signal impair = signal ni pair ni impair.
Signal pair @ signal pair = signal pair.
Signal impair @ signal impair = signal pair.
Signal pair ® signal impair = signal impair.
111.4.3. Signaux périodiques et signaux apériodiques

Un signal x(t) est dit périodique s’il existe un réel T > 0, tel que : x(t) = x(t + kT), Vk € Z.

Exemples :
x(t)

A o
RVATATAVA

[~

B

Figure (1.6) : Exemples des signaux périodiques et apériodiques

x(t) est un signal périodique et y(t) est un signal non périodique.

R/

%+ Combinaison de signaux périodiques

La période commune d’une combinaison de sinusoides est la plus courte durée pendant
laquelle chaque sinusoide compléte un nombre entier de cycles. C’est le plus petit commun
multiple (PPCM) des périodes individuelles. On peut seulement trouver une période commune si

le rapport entre les périodes est un nombre rationnel.
Exemple :

Trouver la période commune du signal suivant : x(t) = 2 sin (% t) + cos (gt - g)

L. -y . . 2 2
La période de la premiére sinusoide est : T; = — = —— = 8s.
w1 0.251
L. -y . . 21 21
La période de la premiére sinusoide est : T, = ==
2 0

La période commune est : T = PPCM(4,8) = 8s.
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IV. Opérations sur les signaux
Les opérations sur les signaux (décalage, inversement, compression, dilatation) sont utiles
dans le traitement du signal lors de I’application de la série de Fourier, ou les déférentes

transformées (Fourier, Laplace, Z).

IV.1. Décalage temporel
Le décalage temporel est I’action d’avancer ou retarder un signal dans le temps.

Mathématiquement, un signal décalé y(t) est décrit selon :
y(t) = x(t’)lt'zt—to =x(t —ty), ty ER.

Si t, > 0, le signal y(t) est une version retardée du signal original x(t).

Si ty < 0, le signal y(t) est une version avancée du signal original x(t).

IV.2. Inversement temporelle
L’inversion temporelle est I’opération de faire une image miroir d’un signal par rapport a
I’axe des ordonnées. Mathématiquement, le nouveau signal y(t) est obtenu a partir du signal

original x(t) selon :
y(©) = x(t)lp=—¢ = x(=0).

IVV.3. Compression ou dilatation temporelle
La compression ou la dilatation temporelle d’un signal original x(t) est obtenu comme

suit :
y() = x(t)|yege = x(at), a € R,

Si |a| > 1, le signal y(t) est une version compressée du signal original x(t).

Si |a| < 1, le signal y(t) est une version dilatée du signal original x(t).

* Regle génerale :

Pour tracer un signal d’équation générale : y(t) = —at + b, il faut suivre les étapes suivantes :
Mettez le coefficient a en facteur : y(t) = a(—t + (b/a))

Si on a le signe (—), mettez-le en facteur : y(t) = —a(t — (b/a))

Inverser le signal si on a le signe (=) puis enlevez-le : y(t) = a(t — (b/a))

Décalez le signal par (b/a).

Compressez ou dilatez le signal (" = at).
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Exemples :
Soit le signal représenté sur la figure ci-contre : (D)
Représenter graphiquement les signaux suivants : 2
x(—t), x(2t), x(t — 2), x(0.5¢t), x(2t — 4), x(—2t — 1) T I !
J J
Solution :
x(-t) X(2t) x(t-2)
A A F 3
2 2 2
t
3 o 3 g 15 | 15 > 1 2 5.
X(E).f)t) x(2t-4) x(-2t-1)
2 2 2
6 0 6 " 0352 35 2 04 1 >

V. Signaux fondamentaux (particuliers)

Dans cette partie, nous présentons quelques signaux analogiques communs, qui

apparaissent souvent en traitement du signal, et qui servent a approximer des signaux plus
complexes.

V.1. Fonction signe

La fonction signe est définie par :

1
1,t>0 _t _
sgn(t)—{_l,t<0 —ltl,tth s,
@
-1
0
V.2. Fonction échelon unité (fonction d’Heaviside)
1, t=0
= ’ - 1
u(t) {0, t<0 =
>
En générale :
0
10 5 0 5 10
(A t=t,
Au(t—ty) = {0, £<to
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V.3. Fonction rampe

10
t, t=0
r(t) = tu(t) = {0’ F<0 e
En générale :
0
_ (At —tp), t>tg o 3
Ar(t—ty) = {O, E<t,
V.4. Fonction rectangle (porte)
t A T t < ! A
A.rect(—)={ 2T T2 =
T 0, ailleurs o
En générale : 0 T g ¢
-3 :

T T
t—t ——<t< —
A.rect( 0)={A' to 2 _t_t0+2

T 0, ailleurs
* Fonction rectangulaire périodique
On peut rendre la fonction rectangulaire en fonction rectangulaire périodique :
O (A4 —c+KkT <t<—+kT
A.recty (—) = { T2 -T2
T 0, ailleurs

V.5. Fonction triangle

t Al1l 1 <t< g
A.tri(;)= T )=t =
0, ailleurs -
.y 0
En générale : -T 0 T
t—t¢ Y U Lt RS
port(E210) = o )mrstsn
0, ailleurs

V.6. Fonction sinus cardinal

. 1
sin(mt)
Tt

sinc(t) =

sinc(a)

5432101234325
10
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% Proprietés

+00

f sinc(t)dt =1

—00

400

f sinc?(t)dt = 1

—00

V.7. Impulsion de Dirac

L'impulsion de Dirac correspond a une fonction porte dont la largeur 7 tendrait vers 0 et dont l'aire

est égale a 1.
o, t=0
8(t) = {O, t+0

§(t) ne peut étre représentée graphiquement, on la schématise par une fléche marquée par 1, ce

dernier représente I’aire de cette impulsion et non sa hauteur.

1, t=0 1 .
0, t+0 =

5(t) = {

% Propriétés
+00
j S()dt=1

+oo

f (8).8() dt = x(0)

—00

+0o0

j (). 8(t — o) dt = x(ty)

—00

x(£).8(t) = x(0).5(t) = +
x(£).6(t — to) = x(ty). 8(t — ty) = +0
x(t) * 8(t) = x(t)

x(t) * 6(t — ty) = x(t — ty)

11
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V.8. Peigne de Dirac

On appelle peigne de Dirac, une succession périodique d’impulsion de Dirac.

+ oo
1, t =kT
&r(t) = kZ §(t —kT) = {O, ailleurs
Application :

—

0.5

Ecrire les signaux représentés ci-dessous en fonctions des signaux fondamentaux :

x(t) y(t)
L 2
t t
-2 -1 1 2 -1 1 2 :
w(t) h(t)
1 1
/ t / \ t
0 1 2 3 4 2 - 0 1 2

Solution :
x(®) =ut+1)—r@®)+r(t—-1)
y(t) = 2u(t) — 3u(t — 1)
wit)=rt—-1)—r(t—2)—u(t—4)

h@) =rt+2)—r@t+1)—rt—-1)+r(t—-2)

12
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Chapitre 1l Systemes, convolution et corrélation des signaux

I. Systemes

I.1. Deéfinition
Un systeme est un modele mathématique d’un processus physique, qui transforme un signal
d’entrée (ou plusieurs signaux d’entrée) en un signal de sortie (ou plusieurs signaux de sortie).

L’entrée du systeme s’appelle ‘excitation’ et la sortie s’appelle ‘réponse’.

La Transformation T du systéeme peut-étre une équation mathématique, équation

différentielle, opération algébrique, etc. On écrit : y(t) = T{x(¢t)}.

Systéeme
S

CL(t) —

— y(t)

Figure (11.1) : Schéma fonctionnel d’un systéme

Exemple :

Un systéeme multiplicateur : y(t) = A. x(t)
1.2. Propriétés des systemes

1.2.1. Linéarité

Un systéme S de transformation T est linéaire si et seulement s’il vérifié¢ I’expression suivante :
T{x(®)} =y(t) = T{a.x,(t) + b.x,(t)} = a. T{x,(t)} + b. T{x,(t)}
= a.y1(t) + b.y,(t)
Exemples :
1. y(t) = A.x(t)
T{x(t)} = A.x(t) = y(t)
T{a.x,(t) + b.x,(t)} = A(a.x,(t) + b.x,(t))
=a.A.x.(t) + b. A. x,(t)
= a.y,(t) + b.y,(t)
Donc ce systéme est linéaire.
2. y(6) = [x(o)l

T{x(0)} = [x(®O)] =y ()

13



Chapitre |1 Systemes, convolution et corrélation des signaux
T{a.x,(t) + b.x,(t)} = |a.x,(t) + b.x,(¢t)|

a.y1(t) +b.y,(6) = a. |x, (O] + b. |x; ()]
Ona:la+b|<|al+|b] = T{a.x,(t) + b.x,(t)} # a.y,(t) + b.y,(t)
Donc ce systéme est non linéaire.

1.2.2. Causalité

On dit qu’un systéme S est causal si et seulement s’il vérifié I’expression suivante :
Si: x(t) =0pourt <tgalors: y(t) =0 pourt < t,

Un systéme est causal si la réponse y(t) a l'instant t = t, ne dépend que des entrées x(t) aux

instants t < t,, c.a.d. la sortie ne doit pas précéder I’entrée.
Exemples :

1. y(t) =A.x(t)
Si: x(t) =0pourt <tgalors: y(t) = A.x(t) = 0 pour t < t,
Donc ce systéme est causal.

2. y(t) =x(t+2)
Si: x(t) =0pourt <tgalors: y(t) =x(t+2)# 0pourt <t,
Donc ce systéeme est non causal.

1.2.3. Invariance dans le temps (stationnarité)
On dit qu’un systeme S est invariant dans le temps (stationnaire) si et seulement s’il vérifié

I’expression suivante :
T{x(t)} = y(t) = T{x(t — to)} = y(t — to)

Un systéme est invariant dans le temps si un décalage temporel a I’entrée conduit a un décalage

temporel de méme valeur a la sortie.
Exemples :
1. y(t) = A.x(t)
T{x(t)} =A.x(t) = y(t) = T{x(t —ty)} = A.x(t — t,) = y(t — ty)

Donc ce systéme est invariant dans le temps.

14
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2. y(t) =t.x(t)

T{x(®)} =t.x(t) = y(t) = T{x(t — ty)} = t.x(t — t,)
y(t —ty) = (t —to).x(t — to)
T{x(t —to)} # y(t —to)

Donc ce systéme est variant dans le temps.

1.2.4. Stabilite

On dit qu’un systeme S est stable si et seulement s’il vérifié¢ I’expression suivante :
JaeR:|x(@®)|<a= FABeR:|y®)| =ITx®} <P
Un systéme est stable si en réponse a une entrée bornée, sa sortie est bornée.
Exemples :
1. y() =3.x(¢)
JaeR:|x@®)|<a= FILeR:|y@®)|=13.xt)| < B
Donc ce systeme est stable.
2. y(t) =t.x(t)
JaeR:x@®)|<a= ABeR:|y®)| =lt.x(O)| < B
Donc ce systeme est instable.
Remarque :
On dit qu’un systéme S est un systéeme LIT s’il est Linéaire et Invariant dans le Temps.
Exercice :
Etudier la lin€arité, la causalité, la stabilité et I’invariance dans le temps du systéme suivant :
y() = x*(t)
Solution :

Le systéme décrit ci-dessus est non linéaire, causal, stable et invariant dans le temps (stationnaire),

donc ce n’est pas un systéme LIT.

15
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1. Convolution

I1.1. Réponse impulsionnelle
La réponse impulsionnelle h(t) d’un systéeme LIT est définie comme la réponse du
systéme pour I’entée impulsion de Dirac §(t). La réponse impulsionnelle est une caractéristique

trés importante en traitement du signal.

Systeme

h(t)

Figure (11.2) : Schéma fonctionnel d’un systéme de réponse impulsionnelle

11.2. Produit de convolution
11.2.1. Définition

Le signal de sortie d’un systéme LIT est obtenu par une opération entre 1’entrée x(t) de ce
systeme et sa réponse impulsionnelle h(t), cette opération est appelée : la convolution. C’est

’outil la plus fondamentale du traitement du signal, elle est donnée par :

+ oo

y(6) = x(E) * h(t) = j (o). h(t — T)dr

11.2.2. Calcul de la convolution

Pour calculer le produit de convolution entre deux signaux analogiques x(t) et h(t), on

suit les etapes suivantes :

> Tracage des signaux x(t) et h(t) avec changement de variable t — 7 : x(t) et h(7).

> Fixation du signal x(7) et renversement du signal h(z) par rapport au temps : h(—1).

» Décalage du signal h(—7) par t : h(t — 7).

» Calcul de ’intégral du produit x(t). h(t — T) en répétant I’opération pour t € |—oo, +oo[.

Exemple :

Soit un systeme S linéaire invariant dans le temps caractérisé par sa réponse impulsionnelle h(t)
telle que : h(t) = rect (i) I'entrée de ce systéme est : x(t) = rect (%)
1. Tracer les signaux x(t) et h(t).

2. Calculer et tracer y(t) la réponse de ce systeme a I'entrée x(t).

16



Chapitre 1l Systemes, convolution et corrélation des signaux

Solution :
1. Tracage des signaux x(t) et h(t) :
‘X(t) ‘h(t)

1

t

0 5 4 - ) b 2 -

—t

2. Laréponse y(t) de ce systeme est le produit de convolution entre x(t) et h(t) :

y(®) = x(8) * h(®) = [ x(2). h(t — D)dx

1¥Cas:t+2<0 ot -2

h(t—1) ‘ x (1)
r’s s
1
T
-2 t2 0 4 -
y(t) = 0, caril n’y a pas d’intersection entre les deux signaux.
M Cas:0<t+2<4 & -2<t<2:
h(t —1) x (1)
T
-

t-2 o t+2 4

t+2

y(©) = ;21 1)dr

y()=t+2

M Cas:0<t—2<4 =2<t<6:

17



Chapitre 1l Systémes, convolution et corrélation des signaux

x (1) h(t—1)
1
@ T
4
= T|?—2
x (1) h(t—1)
1
T
0 4 t-2 2 >
y()=0
0, t< -2
. _Jt+2, —2<t<?2
Donc:y() =4 _; 1’6 2<t<6
0, t=6
‘y(t)
4
/ t
-
2 o 2 4 6

11.2.3. Propriétés de la convolution
> Lacommutativité : x(t) * h(t) = h(t) * x(t)
» Ladistributivité : [x(t) + y(t)] * h(t) = x(t) = h(t) + y(t) * h(t)
> L’associativité : [x(t) * y(t)] * h(t) = x(t) * [y(t) = h(t)]
> L’élément neutre : x(t) * §(t) = fjozo x(1).6(t — t)dt = x(¢)

18
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I11. Technique de corrélation

111.1. Définition

La fonction de corrélation (ou intercorrélation) est une technique de comparaison sert a
mesurer le degré de ressemblance entre deux signaux analogiques x(t) et y(t), elle est utilisée
dans les radars, les sonars, les communications numériques, la mesure de temps de transmission,

etc. La corrélation est une fonction de T définie comme suit :

e Pour les signaux a énergie finie :

+00
Ceoy(@) = [ _ x(®).y(t +)dt
e Pour les signaux a puissance moyenne finie :

. 1 T
Cry(T) = Tl_l)er;fO x(t).y(t + 7)dt
e Pour les signaux périodiques :

1 T

Coy(@) =2 [y x@®).y(t + D)dt

La fonction d’autocorrélation est une technique de comparaison entre un signal analogique

x(t) et ses copies decalées, elle est définie comme suit :
e Pour un signal a énergie finie :
Cox (D) = [ x(8). x(t + T)dt
e Pour un signal a puissance moyenne finie :
. 1 T
Cox (T) = Tl-IHIOOFIO x(t). x(t + v)dt
e Pour un signal périodique :
1 T
Corx (T) = Ffo x(t).x(t + v)dt

I11.2. Calcul de la corrélation

Pour calculer la fonction de corrélation entre deux signaux analogiques x(t) et y(t), on
suit les étapes suivantes :

> Tracage des signaux x(t) et y(t).
> Fixation du signal x(t) et décalage du signal y(t) par 7 : y(t — 7).
> Calcul de I’intégral du produit x(t).y(t — 7) en répétant I’opération pour T € |—o0, +0o[.
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Systemes, convolution et corrélation des signaux

111.3. Propriétés de la corrélation

VvV V VY V¥V

>

Cxy (1) # Cyx(T)

C,»(T) est maximale pour 7 = 0

C, (T) est une fonction paire cad. C,,(t) = Cy (—7)
Cyx(0) = E,(ou P,), I’énergie (ou puissance) du signal x(t)

Cry () = x(6) * y(—t)

Exercice :

On considere les deux signaux analogiques x(t) et h(t) definis par :

x(t) =etut) & h(t) =rect (t;—l)

1. Représenter les signaux x(t), h(t) et y(t) ou y(t) = h(—t).

2. Calculer le produit de convolution entre les deux signaux x(t) et h(t).

3. Calculer la fonction de corrélation Cy,, (7).

4. En déduire une relation entre la corrélation et la convolution.

Solution :

1. Représentation des signaux :

-t

x(t) = etu(t) = {e , t20

0, t<o0
_ i1y (L, 0<¢<2
h(t) = rect (T) - {0, ailleurs
1, -2<t<0
y(®) = h(-t) = {O, ailleurs
x(t) ‘h(t)

1

—+
—+

0f

y(b)

—t

2. La convolution entre x(t) et h(t) :

g(@®) = x(©) * h(t) = [ x(2). h(t — T)dz

1 Cas:t<0:
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Chapitre 1l Systemes, convolution et corrélation des signaux

h(t—1) ‘ x (1)
rd V4

S~

T
T2 t 0 -

g(t) = 0, car il n’y a pas d’intersection entre les deux signaux.

M Cas:t—2<0&t=>00<t<2:

‘ h(t —1)
'd

N

\

T
-
t-2 0 t

9(0) = Jy(e". dr
= —e_TIS
gt)y=1—¢"t

FMCas: t—2>0 ©t>2:

9(0) = [, Ddr
=~

git) =—(e™t —e 72
=—(et—et.e?)

gl) =e™f(e* - 1)

Donc :
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0, t<o0
git)y={1—-e7t 0<t<2
e fe?—1), t=2

Systemes, convolution et corrélation des signaux

3. La fonction de corrélation Cy,, (7) :

Cey (@) = [77x(8). y(t + 7)dt

1¥Cas:7<0:

y(t+1) A x(t)
L Ve

x-—-

Cyy(7) = 0, car il n’y a pas d’intersection entre les deux signaux.

ot

T7-2 T 0

XM Cas 7 —2<0&T>200<T7<2:

‘ y(t+ 1)
e

N ™
~

T-2 0 T

[

Cey(T) = [F(et. 1)dt
= —e_‘[lg
Coy(r) =1—e"

FMeCas:7—2>0 &1=>2;

A o ye+D
P

1\Q

ol -2 T

Coy(@ = [T (et 1)dt

=—e"t7,
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Systemes, convolution et corrélation des signaux

Cry(T) = —(e77 = e~ (72

—(e7"—e".e?)
Cry(T) =77 (e* = 1)

Donc :

0, <0

(@) =11—e7, 0<7<2
e "(e?-1), t=2

4. Relation entre la corrélation et la convolution :

On voit clairement que : C,,, (t) = x(t) = h(t) et puisque h(t) = y(—t), on peut déduire que :

Cry () = x(t) * y(—1).
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Chapitre Il Analyse fréguentielle de Fourier

I. Introduction

Le développement en série ou transformée de Fourier permet d’obtenir une représentation
spectrale (fréquentielle) des signaux déterministes. Celle-ci exprime la répartition de 1’amplitude,
de la phase, de I’énergie ou de la puissance des signaux considérés en fonction de la fréquence.

L’analyse harmonique est I’instrument majeur de la théorie des signaux et des systémes.

I1. Série de Fourier

La série de Fourier s'applique aux signaux périodiques, elle permette de décomposer un

signal périodique en somme infinie de termes : sinus ou/et cosinus, exponentielles, ...

I1.1. Série de Fourier Trigonométrique (S.F.T)
Un signal périodique x(t) de période T peut étre écrit sous la somme suivante :

+0o0

x(t) = Ay + ) la, cos(nwt) + b, sin(nwt)]

n=1

Ou:
21 .
w =—:est la pulsation propre
nw : harmonique de rang n; I'harmonique n = 1 s'appel le fondamental.

a, et b, sont les coefficients de la série de Fourier trigonométriques ou :

T

2
a, = 7[ x(t) cos(nwt)dt; n>1
0

T

2
b, = zj(t) sin(nwt)dt ; n>1
0

A, : est la valeur moyenne du signal ou la composante continue :

T

1
A =—=zj(t)dt
0

7

% Propriétés
* Si le signal x(t) est pair c.a.d. x(—t) = x(t) alors :

T
b,=0¢t a, = %fofx(t) cos(nwt)dt
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Chapitre Il Analyse fréguentielle de Fourier

* Si le signal x(t) est impair c.a.d. x(—t) = —x(t) alors :
T
Ag=a,=0¢eth, = %fofx(t) sin(nwt)dt

* Si le signal x(t) est réel alors a,, et b,, sont aussi réels.
Exemple :

Décomposer le signal représenté sur la figure suivante en S.F.T :

x(t)

Solution :
D'abord, on détermine I'expression du signal x(t) sur une période T :

1, —-1<t<0
x(t)_{+1, 0<t<1

On calcul maintenant les coefficients A, , a, et b,

Ay =1 J) x(t)de

::%[jflc—l)dt—kj;(l)dt]

N |-

[—t]_§ + t5]

=2[(0—1) + (1 - 0)]

2

A, = 0; la valeur moyenne est nulle.

Le signal x(t) est un signal impair alors a,, = 0

b, = %fOTx(t) sin(nwt)dt

2 0 . 1 i
=>[J, ~Lsin(nwt)dt + [; 1.sin(nwt)dt]
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Chapitre Il Analyse fréguentielle de Fourier

= —.cos(nwt)|_§ - —. cos(nwi) 3

= —(cos(0) — cos(—nm)) — - (cos(nm) — cos(0))
= — (1 — cos(nm)) — - (cos(nm) — 1)

= —(1 - cos(nm)) + - (1 — cos(nm))

= nz_ﬂ (1 — cos(nm))

Ona:cos(nm) = (=)™

1, n =2k

cos(nm) = {—1 n=2k+1

Alors : b, = —(1— (=1)")

0, n =2k
bn:{i, n=2k+1

nm

On peut écrire maintenant le signal x(t) sous la forme trigonométrique suivante :

x(t) = Z b,, sin(nmt)

+0oo

x(t) = z % (1 - (=DM sin(nmt)
n=1

x(t) = z ﬁsin(@k + l)ﬂt)
k=0

4 4 4 4 4
x(t) = —sin(nt) + —sin(3nt) + —sin(5nt) + —ssin(7nwt) + —sin(9mt) + -+
T 3T 5w 7 9
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Analyse fréquentielle de Fourier
Pourn=1
15 | | | I(4 sin(lt 7r))/7rI , , ]
1
0.5
Z o
0.5
-1+ —
15 : ' ' ' : : : : :
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t
Pourn =1:3
s | | (4 siln(t 'n')?l'n' + (‘? sin(3lt 7r))l(|3 ) | |
1
0.5
Z o
0.5+
-1
15 : : ' ! : : : : :
0 1 2 3 4 5 6 7 8
t

10
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Pourn = 1:10

Analyse fréguentielle de Fourier

- I(4 sinl(t 7r))/7]r +...+|(4 sin(l9 t w)?l(Q 7r)l
1
0.5
Z o
-0.5
At
1.5 : ' :
0 1 4 S
t
Pourn = 1:30
s | (4 sin(t m))/m +...+ (4 sin(29 t m))/(29 )
1 fis s s [l s
0.5
Z o
0.5
1 [ i s o i
1.5 ' ' ' ' ' ' '
0 1 2 3 4 5 6 7 8
t
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On peut tracer les modules des coefficients A, , a, et b,

n 0 1 2 3 4 5 6 7
a, 0 0 0 0 0 0 0 0 0
by / 4 o | 4 | 0o | 4 | 0o | 4
3 5n 71
1 T T T T T T T T
0.5F ]
o 00 © © © © © © © © 9]
0.5F .
_1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n
15 T T T T T T T T
(o]
i ]
_QC
0.5F T .
0 o ° T P o2 o
2 4 8

*0Q

o
~
©
-
o

11.2. Série de Fourier Complexe (S.F.C)

Soit un signal périodique x(t) décomposable en S.F.T telle que :

+ o0 + 00
x(t) = Ay + Z a,, cos(nwt) Z b,, sin(nwt)
n=1 n=1

. (@) el ye—ia
_ el* = cos(a) + j sin(a costaj =
Les relations d'EuIer:{ i (@) o @ jer 2—ja
e /% = cos(a) — jsin(a) sin(a) = <=
2j

On pose :
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Analyse fréguentielle de Fourier

Chapitre Il
ejna)t + e—jnwt
cos(nwt) = 5
ejnwt _ e—jnwt
sin(nwt) = -
2j

On remplace ces formules dans I'expression de x(t) :

+00 . . +00 : ;
e/nwt 4 o—jnwt enwt _ ,—jnwt
x(t)=A0+Ean +Ebn -
4 2 2j
n=

n=1

+00
a, . a . b, . b .
t=A (_n jnwt 4 N —jnwt 5“1 jnot _ 1 —]nwt)
x(t) = A + E_ 5 € +—e +2]_e _Zje

+00 +
a b ) a b )
-t 5 G )omr  (f2-)ee
x(t) o+ > +2j e + T e

X(t)—Ao+Z( )efn‘”t Z(an‘Hb ) —jnwt

n=1

Posons :

C():AO

—ib
c = (an J n)

_ a—n_jb—n _ an+jbn
Con = 2 U2

On trouve :

+ o0 + oo
x(t) =Cy + Z Cnpe/™@t + Z C_pe/nwt

n=1 n=1
X(t) — ejOwt_l_Z C e]nwt_l_ z C e]na)t

n=—oo
400
x(t): Z Cnejn(l)t

n=—oo

C'est la forme complexe (exponentielle) de la série de Fourier avec :
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T

1
CO = AO = T‘I X(t)dt

0
1 .
Cp = E(an _]bn)

T T

Jx(t) cos(nwt)dt —j%J x(t) sin(nwt)dt

0 0

~ N

c—l
nT2

T
C, = %j x(t) . (cos(nwt) — j sin(nwt))dt
0

T
1 )
C, = ?f x(t) e /n@tdt

0

7

+» Spectres de module et de phase (spectres bilatéraux)

La représentation spectrale graphique porte le nom de spectre bilatéral, parce que les
frégquences sont négatives et positives car le compteur n varie de -0 a +oo. Le spectre de module
(ou d'amplitude) est une représentation graphique qui permette de donner les modules de C,, en
fonction de n ou nw, ce spectre est symétrique par rapport a lI'axe vertical c.a.d. c'est un spectre
pair: |C,| = |C_pl.

1Cal = \/(Re(Cn))z + (Im(cp)” = Jai + b

2

Le spectre de phase permet de représenter graphiquement la phase (I'argument) de C,, en fonction

de n ou nw, ce spectre est impair : @, = —@_,.

Im(Cy, —by,
on = Arg(C,) = Arctyg (RTZEC §> = Arctg (a_>

Il A lc,| 4 fondamental
Ic,| Arg(c,)
T T T 0, 20, 30,
lc,l Ic,l l i _
Ic ;! T Co & T ICTI Bw, -2, -0, 0 l w (rd/s)
3w, -2-(1)cJ —@0 0 (;JO émo 3w, o (rd/s)
Spectre bilatéral d "amplitude Spectre bilatéral de phase
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Exemple :

Décomposer le signal représenté sur la figure suivante en S.F.C puis tracer son spectre de module

et de phase (spectres bilatéraux) :

x(t)

Solution :

+1, 0<t<1
x(t)_{—l, 1<t<2
T = 2s; wzz?n—%nzn

On calcul maintenant les coefficients C, et C,

Co =7 J; x(t)dt

- %[fol(l)dt + ff(—l)dt]

[¢]5 —tl1]

N |-

N |~

[(1-0)-(2-1)]
C,=0

C, = %fOTx(t) e Jnwtge

= % :fol 1e /nwtge + flz(—l) e"j”“)tdt]

= % :j;—:.e‘j”“’q 3 + ]an e Jnet| i]

= % ];_Z) (e—jnw _ 1) + ]an (e—jnZw _ e—jnw)]
= % ];1—2 (e7/mm — 1) + ]nin (e=m2m — e‘j"”)]
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ona: e /" = cos(nm) — j sin(nm) = (=1)"
" e7/"?" = cos(2nm) — jsin(2nm) = 1

Co =3[ (D" =D+ (= (1Y)

| jnm

e (U= (D) 4 (1= (1))

N |-

=2 .a- M)

L jnm

=—.(1- (=DM

jnm

0, n =2k
Cn:{i——ji, n=2k+1

Donc :

400

x(t) = Z C,e/nwt
n=—oo
400 1

X = ) — (1= (=DM

jnm

n=-o

+00
2 )

t) = ) jQ2k+1)mt
x(t) kZ jQRk+ Dm €

x(t) = eee — .ie—j37'[t — .Ee_jnt + __ej”t + .ie_jgﬂt + e
j3m jm jm j3m

Spectre de module :

C0=O$|CO|=0

0, n =2k 0, n =2k
G, m=aerr — GI=IEI=0 gy
nm n

Spectre de phase :

on = Arg(Cy)
0, n =2k 0, n =2k
Cn = —j—, n=2k+1 = T n=2k+1
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0, n =2k 0, n =2k
C‘"zjé, n=2k+1  PmT|+3, n=2k+1
n -3 -2 -1 0 1 2 3
|Cp i 0 Z 0 E 0 2
3 T T 3
On T 0 n 0 _r 0 _r
2 2 2 2
08 T T T T T T T T T
0.6 ¢ ¢ B
QE 0.4+ ]
0.2} T T .
0 o o o o o
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
n
2 T T T T T T T T T
[0}
1 T T _
<50 o o o o) lo}
1 I l l —
o

11.3. Série de Fourier Polaire (S.F.P)

Soit un signal périodique x(t) décomposable en S.F.T telle que :

+00
x(t) = Ay + Z la,, cos(nwt) + b, sin(nwt)]
n=1
cos(6,) =2
a, = B, cos(6,) n) = p- b
Onose:{” neoma " = tan(g,) =2
p b,, = B, sin(6,) sin(6,,) = f,_n (6r) an

a? + b2 = P%cos?(6,)) + P?sin?(6,) = P?[cos?(8,) + sin?(8,)] = P?

= B, =.a%+ b2
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Remplacons a,, et b,, dans I'expression de x(t), on trouve :

x(t) =Ay,+ ) (B, cos(8,) cos(nwt) + B, sin(6,,) sin(nwt))
x(t) = Ay + B, (cos(8,) cos(nwt) + sin(6,,) sin(nwt))
n=1

Ona: cos(a) cos(B) + sin(a) sin(B) = cos(a ¥ B), alors :

400
x(t) = Py + Z B, cos(nwt — 6,,)
n=1

C'est la forme polaire de la série de Fourier avec :

T

1
PO = AO :?fx(t)dt
0

B, =+ a3 + b?

by,
0, = Arctg (a_)
n

«» Spectres de module et de phase (spectres unilatéraux)

C'est la représentation de B, et 8,, en fonction de n ou nw, la représentation spectrale
graphique qui lui est associee porte le nom de spectre unilatéral, parce que les fréquences sont

positives ou nulles car le compteur n des harmoniques varie de 0 a +oo.

A
Pn . «— fondamental
P
A
Bn
P2 81 B
| ]
SR | LT[ T1,,
> > w (rd/s)

0 W, 2w, 3w, 4wy 5, ) 0 O 203w, 4, 5w,

Spectre unilatéral d "amplitude Spectre unilatéral de phase

Exemple :

Décomposer le signal représenté sur la figure suivante en S.F.P puis tracer son spectre de module

et de phase (spectres unilatéraux) :
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x(1)

Solution :

+1, 0<t<1
x(t)_{—l, 1<t<?2
T = 2s; wzz?nz%ﬂzn

0, n =2k

‘. Q- _ —2(1—(=1") =
Onatrouve.AO—O,an—Oetbn—nn(l (-D" {i n=2k+1

0, n =2k

POZAOZO;Pn:w/a%'i‘b%:bn:{i, n=2k+1

nm

COS(Gn) = Z—: = O 9 {O, n= zk
. bn 0, n =2k = Uh =)L =
sm(Hn):a:{l n=2k+1 20 n=2k+1

Donc:

+00
x(t) = Py + Z P, cos(nwt — 6,,)
n=1

= 4 s
x(t) = ;mcos <(2k + Dmt — E)

x(t) = %cos (nt — %) +%cos (3nt — %) + %cos (Snt —g) + .

Spectre de module :

Po=0-1|Py| =0

0, n =2k 0, n =2k
Po=ys o ooker = IRI= [, n=2k+1

nm nm

Spectre de phase :
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0, n =2k
On = I, n=2k+1

n 0 1 2 3 4 5 6 7
B, | 0 4 0 4 0 4 0 4
T 3n 5 7
On 0 T 0 n 0 T 0 T
2 2 2 2
15 T T T T T T T T
®
i _
D_C
05} .
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n
2 T T T T T T T T
10 Q Q Q o
< 1 i
05} .
0 O O O O €
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Remarque :

Une fonction x, (t) non périodique et finie (définie sur l'intervalle [a, b] et nulle ailleurs) peut étre
aussi développée en série de Fourier, pour cela nous considérons la fonction x(t) périodique de

période T = [a, b] et elle est égal a x,(t) sur cet intervalle.
Exemple : x,(t) =¢t; t €[0,1]

x(t)

A Xo(t)
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Chapitre Il Analyse fréguentielle de Fourier

11.4. Relation entre les trois formes de la série de Fourier
Les relations existantes entre les trois représentations de Fourier sont présentées dans le

tableau suivant, ce tableau est important car elle permet de voir en un coup d’ceil les relations

simples liant les trois représentations spectrales.

400 + 0o
S.E.T:x(t) = Ay + Z a, cos(nwt) + Z b,, sin(nwt)
n=1 n=1

+o00
S.F.C:x(t) = Z C,e/net

n=—oo
+00
S.F.P:x(t) =Py + Z B, cos(nwt — 6,,)
n=1
Forme de la Trigonométrique Complexe Polaire
série de Fourier (Réelle) (Exponentielle) (En cosinus)
CO = AO
C —(—an_jbn) Py = A
ne 2
B, =./a3 + b?

Trigonométrique
(Réelle) Ao, a,eth, C_,= <M) b,
2 6, = Arctg (a_>
n

_bn
On = Arctg( 7 )

n

Ao = C,
Complexe a,=C,+C_, Py = Co |
(Exponentielle) = 2.Re(C,) Co, CretCoy P, = 2C,e™/%n
by = j(Co = C-n) O Oon =216l
= —2.1m(Cy) On =~
Co =Py
| o = 5 Pae
Polaire Ay =P, Py, P,
(En cosinus) a, = B, cos(6,) C_, ==Pe/% 0,
b,, = P, sin(6,) 1
|G| = >t
Pn = —by
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Exercice 1 :

Décomposer le signal périodique x(t) suivant en S.F.T, S.F.C et S.F.P puis tracer ses spectres de
module et de phase unilatéraux et bilatéraux correspondants

x(t) = A.cos?(wt), T = 1s

Solution :

Ona: cos?(a) = H%S(m) = x(t)=A4 (H%(Zwt)) = §+ %.cos(Zwt)

+o00

S.E.T:x(t) =Ag+ Z a, cos(nwt) + b, sin(nwt)

n=1

x(t) = Ay + a, cos(wt) + b, sin(wt) + a, cos(2wt) + b, sin(Rwt) + -+

On compare les deux expressions :

x(t) = §+ %. cos(2wt) = Ay + a, cos(2Qwt)

On déduit que : A, =§1;a2 =§;bn =0eta,=0,Vn+#2
400
S.F.P: x(t) = P, +2Pn cos(nwt — 6,)
n=1

x(t) = Py + P; cos(wt — 6;) + P, cos(Qwt — 0,) + P; cos(3wt — O3) + -+
A A
x(t) = > +E.cos(2wt) = Py + P, cos(Qwt — 6,)
A A
Ontrouve:P0=;;P2=;;02=0etPn=0,Vn¢2;0n=0
. A A
Oubien: B, =,/a32+ b2 =qa, = Pp=Ag=7 et P,=a, =7

0, = Arctg (2—") = Arctg(0) = 6, =0

Spectres de module et de phase (spectres unilatéraux) :

OnprendA=1:
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0.6 T T T T T T T T
(0] (0]
0.4} A
c
o
0.2 A
0 © © o © © © o o €
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n
1 T T T T T T T T
0.5 A
= N Y o O O O o O O O O o
S (xl A4 A4 A4 A4 A4 A4 A4 A4 A4 \)
-0.5F A
_1 1 1 1 1 | 1 1 1 1
0 1 2 3 4 6 7 8 9 10

+00
S.F.C: x(t) = Z C,e/nwt

n=—oo

x(t) — . + C_Ze_jzwt + C_le_jwt + CO + Clejwt + Czejzwt +

e~ Jayela e j2wtj2wt
_— = COS(Z(A)t) =

Ona: cos(a) = - >

—j2wt 2wt
R 4y A oot 4 B oo
2

A, A A, A
x(t)=;+;.cos(2wt)=;+;( S+3 "

On compare avec la forme complexe :
_A 2wt L AL A 20t _ C_.e-j20t 4 ¢ C,el2wt
x(t) =7e +5 5605 =0 e + Co + Cre

A

Ontrouveque:C_2=C2=4 ;Cozg et C, =0Vn+4+2

o, = Arctg (::Eg:;) = Arctg(0) - ¢, =0

Ou bien : an(“"_ij")za_n 5 G =%=
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@, = Arctg (;—i") = Arctg(0) = ¢, =0

H 1 7 1 i A
Oubien: C, =he i = (, = ~Pye 102Z

1 i 1 i A
C—n = Epnejen =4 C—Z = EPZBJO = Z

on=—60,= ¢, =0

Spectres de module et de phase (spectres bilatéraux) :

Onprend A =1:
06 T T T T T T T T
9
0.4 -
=
o
0.2 .
- ke - - - - -
-4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
n
1 T T T T T T T T
05 —
c N Vo ¥ 0 Vo ¥ o ¥ Vo Y YV o ¥ Vo ¥ o 0o £
hsY (xl A\~ 4 A\ 4 A\~ 4 A\~ 4 A\~ 4 A\~ 4 A\ 4 A\~ 4 A\~ 4 \)
0.5 .
_1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-5 4 3 2 -1 1 2 3 4 5
Exercice 2 :

On considere le signal périodique x(t) représenté sur la figure suivante :

AR
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1. Donner I’expression du signal x(t) sur une période T, en déduire la pulsation propre w.

2. Décomposer ce signal en série de Fourier trigonométrique.

3. En déduire les formes complexe et polaire.

4. Tracer les spectres de module et phase bilatéraux et unilatéraux pour n = 0, 1, 2, 3.

Solution :
L.xH)=1t], - 1<t<1

t, 0<t<i1
x(t) = {—t,—l <t<0

T =25 = a)=2—n=2—n=7r
T 2
2.S.FT:
400
x(t) = Ay + z a,, cos(nwt) + b,, sin(nwt)
n=1

T

Ay =7 [} x(®)dt =7 %x(t) dt
1[0 1
=2/ (=0.dt + [ t. dt]
1
)
1| 1 1
=3|(0+5+5-0)]

1 .
Ay = = ; c’est la valeur moyenne du signal
0 27

1[-e2] 0 ¢2

2| 2

-1 2

x(t) est un signal pair alors : b, = 0
T
ix(t) cos(nwt)dt

2

a, = 2 fOTx(t) cos(nwt)dt =

2
T T

=§ f_ol(—t).cos(na)t)dt + f01 t. cos(nwt)dt

I Iz

I, = f_ol(—t).cos(na)t)dt = fol t.cos(nwt)dt = I,

a, =2.1; = fol 2t. cos(nwt)dt

C’est un intégral par partie :
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u=2t -u =2
v' = cos(nwt) » v = isin(nwt)

. 1,
a, = % sin(nwt)| 3 — (ﬁ) . fo sin(nwt) dt

= j—; sin(nwt)| 3 + (ni)z-
== (sm(mr) -0) + ot (cos(nn) — cos(0))

Ona:sin(nm) =0 et cos(nm) = (—1)"

W =T )2(( N*-1)
0, n =2k

Ll B (N
(nm)2 '

x() = %1+ Z (nZT)Z ((=1)™ = 1) cos(nrt)
n=1

4w 4
== ) — 2k + Dmt
T2 ;((2k+1)n)zcos( )
3.S.FC:
x(t) = Z C,e/net
.
O_AO_E
1 .
anz(an_]bn)
11 2 ,
:E[W“‘” ~1)—j.0
= )2(( D"-1)
0, n =2k
Cn = (_z)z,n—2k+1

SFP:
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400
x(t) = Py + Z B, cos(nwt — 6,,)
n=1

Py = Ay =2
0 — 0_2
P, =+a3+b2=,a?
0, n =2k
P, = 4
——  n=2k+1
mmz "
Ou bien :
P, =C —1
0 — 0_2
Pn:2|Cn|
0, n =2k
B, = 4
—— ,n=2k+1
()2 "

4. Spectres de module et phase :

% Spectres bilatéraux :

1 1
Co=5$|co|=§

0, n=2k 0, n =2k
C":{ 2 p=2k+1 — Gl= 'C-"lz{i, n=2k+1
(nm)? n2m2
Le spectre de module est pair.
on = Arg(Cy)
Co = % = ¢, = 0 (Parce que C, est réel positif)
0, n=2k 0, n=2k
an{ _22,n=2k+1 = q)”:{i-n, n=2k+1
(nm)

(Si C,, est nul alors ¢,, est nul, si C,, est réel négatif alors ¢,, = +m)

0, n =2k

Con = n:2k+1:> (p‘”:{$n, n=2k+1

-2
(-nm)?z’

{ 0, n =2k

(Si C_,, est nul alors ¢_,, est nul, si C_,, est réel négatif alors ¢_,, = +m)
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Le spectre de phase est impair donc il faut choisir ¢,, = —¢@_,

n -3 -2 -1 0 1 2 3
G| - [ Z 0o [z [ 1202
972 g 2 g 91?2
Pn - 0 -1 0 s 0 s
06 T T T T T
(0]
04F .
2C
T T _
0 O ©
-3 -2 -1 1 2 3
4 T T T T T
(o}
2_ -
< 0 © o o
2k -
o
4 1 1 I 1 1
-3 -2 1 0 1 2 3
n
+ Spectres unilatéraux :
1 1
Py = Pl |Po| = >
{ 0, n=2k 0, n =2k
Pp=y_24_ . _ = |Bl ={ 4 _
" (nn)z'n_2k+1 " n?m?’ n=2k+1
PO =-= 90 =
0, = Arctg (—”)
0, n =2k
an:{ ~t n=2k+1 % P=0
(nm)z ’
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cos n Pn_ _1, n= k+1 O) n=2k
b = O = w, n=2k+1
sin(8,) = P—” =0 ’
n 0 1 2 3 4 5 6 7
P, 1 i 0 i 0 4 0 4 0
2 2 912 2512 4972
0, 0 T 0 T 0 T 0 T
0.6 T T T T
®
04} -
D_C
0.2} i
0 o ¢ o Q .
0 1 2 3 4 5 6
n
4 T T T T
sl 9 9 9 ]
<=2 -
1 - -
N e e £
0 1 2 3 4 5 6
n

11.5. Série de Fourier de quelques sighaux périodiques
Les séries de Fourier de certains signaux périodiques sont présentées dans le tableau

suivant :
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Chapitre 11l
Signal x(t) Expression de x(t) Série de Fourier (Forme Trigonométrique)
x(1)
N T
I—A—I A,OStSE 443 1
| t , x(0) == Z G Sn@n 2k + Dfd)
-4, =<t<T k=0
A| | 2
x(t)
A“ T T +oo
N i 4 —gst=g HA (DF
ot T 3T x(t) = (Zk D ————cos(2n(2k + 1) fyt)
—4; —<t<—
4 4
“A
x(1)
A t+4;, 0<t< r
T T T =Y L senk+ o
t 4A T X = —Z —— CoS(4TT
—t+A; —=<t<0 w2 £ (2k +1)° °
T 2 =
Al
x(t)
24 T +oo
A —ttA 0st<y A 44 1 2m(2k 4+ 1
H=—+— ) ———— t
()24 T *(©) 2+n22(2k+1)2“’5( m(Zk + Dfod)
“t44 —=<t<0 k=1
T 2
x(t)
24 T
—?t; OStSE A 44
== Dfot
t . x(6) = Z T 1)2cos(2n(2k+ Vo)
—t —z<t<0
T 2
24 T T Z(_ )kt
T << — x(t) =— sin(2rk fyt
76 Ty Stso (t) (2mkfot)
A
?t; 0<t<T x(t) = ———Z sin(2mkfyt)
+00
_ 24 44
[A.sin(wet)]; 0<t<T x(t) = — .1 cos(2m2kfyt)

x(t)

ﬂ

A.sin(wpt); 0<t< 5
T
2

IA
ﬂ

0 ; =<t

A ((DF +1
— ;Z ((kz)—_-;)cos(anfOt)
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I11. Transformée de Fourier

La transformée de Fourier s'applique aux signaux non périodiques (signaux d'energie finie),

elle effectue le passage du domaine temporel au domaine fréquentiel.

111.1. Définition

On définit la transformée de Fourier d'un signal x(t) par :

+o00

TF{x()} = X(f) = f x(t)e /2™t dt

+ oo

X(w) = f x(t)e J@t dt

—o0o0
La transformée de Fourier inverse est donnée par :

+00

TF-YX(f)} = x(t) = f X(f)el2nre g

+00
1 .
x(t)=% f X(w)e!*t dw

Condition d’existence :

La T.F existe si la condition de Dirichlet est vérifiée (suffisante et non nécessaire) :

f_:olx(t)l < oo

% Spectres de module et de phase

X(f) est une fonction de f, généralement complexe :
X(f) = Re(X()} + Im{X ()} = [X(f)|eoP
X(f) = 1X(Nl cos(p() + . 1X (NI sin(e ()

Ou: |X(f)] et @(f) sont respectivement le module et la phase de X(f) avec :

IX(HI = Re{X(HH? + Um{X(H}?
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Im{X(f )}>

o) = Arctg (Re{X(f)}

Le spectre de module est pair et le spectre de phase est impair.

Exemple :

Calculer la transformée de Fourier du signal x(t) puis tracer leurs spectres de module et de phase :

x(t) = A.rect (;)

Solution :

X

x(t)

t A ‘ <t< !
x(t)=A.rect<—)={ ’ 2772
T 0, ailleurs

-1/2

On calcule la transformée de Fourier du signal x(t) :

X(f) = [*7 x(t)e 2t dt

= f?Ae‘jZ”ft dt
2

T
__—4 e—j27tft| 2

jenf’ -

=2—_x‘1]c.(e—j2nf§_e+j2nf§)
j2m

__4A juft —jrft
—E. e —e )

A (ejnff—e_jnf":)

nf’ 2j

= %.sin(nfr)

— At sin(rtft)

nft
X(f) = At.sinc(f1)

Si:A=1t=1 = X(f) = sinc(f)

0 /2
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1.2 . .

Spectre de module :
X(f) est purement réel alors le module de X (f) est toujours positif

1.2 T T T

IX(F)l

Spectre de phase :
Si X(f) est positif alors ¢ = 0, si X(f) est négatif alors ¢ = +7
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Cas particuliers :

TF{§(t)} =1
TF{1} = 6(f)
TF{5(t — ty)} = e~ 12"/t
TF{e*/2mht} = 5(f F fo)

Exemple :
Calculer la transformée de Fourier du signal x(t) puis tracer leurs spectres de module et de phase :
x(t) = A.cosmfyt)

Solution :

x(t) = A.cosmfyt) = A( 5

X(f) = gTF{ejZTL'fot} + %TF{e—jZTL'fot}

X(P) = 580 — fo) + 580 + /)
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Onprend: A=1etf,=50Hz:

06 T T T T T T T

04 .

IX()I

0.2 A

o(f)

111.2. Propriétés de la transformée de Fourier
> Linéarité :
T.F
a.x(t) +B.y(t) — a. X(f) + B.Y(f)
» Translation temporelle :
T.F .
x(t —tg) — e 2™t X(f)
» Translation fréquentielle :
TF1
X(f — fo) —— e/# ot x(¢)
» Conjugaison :
T.F
x*(xt) — X" (Ff)

» Dérivation temporelle :

d"x(t) TF .
= (2T X ()

> Dérivation fréquentielle :

d"X(f) TF
dfn

(—j2mt)™. x(t)
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> Intégration temporelle :

t sl 1
f_oox(t)dt l»jz—nf.x(f) +5.X(0).5(£)

> Intégration fréquentielle :
f TF™t —1
X(f)d —.x(t
| x(rar a0

» Changement d'échelle :

x(at)i%.X(g), a+0

> L'inverse :
T.F
x(=t) — X(—f)
» Dualité (symetrie) :
T.F
X)) —x(—f)
» Convolution :

T.F
x(@®) *y(®) — X(f).Y(f)

x(£).y(8) —— X(f) * Y (f)

Exemple 1 :

Soit le signal analogique suivant : x(t) = x;(t) + x,(t) avec:
x(t) =e tu() & x(t) =el.u(—t)

1. Représenter les signaux x; (t) et x, (t).

2. Calculer la transformée de Fourier du signal x(t).

3. Tracer le spectre de module et de phase du signal x(t).

Solution :

1. Représentation graphique des signaux x; (t) et x,(t) :

e ht>0

2(8) = e~t.u(t) = {0_ (20
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x,(1) x,(t)
1 1
t t
0l =~ 0] >

2. La transformée de Fourier du signal x(t) :

En utilisant la propriété de la linéarité : @. x(t) + B. y(t) —— a. X(f) + B.Y(f), donc :
x(t) = x,(0) + x2(8) = X(f) = X1(f) + X2(f)
X,(f) = 1 x(p)e 72 de
= [Tete 2 dt

_ f0+°° e~ (+i2nNt ¢

— e—(1+j2nf)t|+°°
1+j2nf’ 0
-1
T 1+j2nf” -1
1
X (f) = 1+j2nf

T.F
On voit que x,(t) = x;(—t), donc on utilise la propriété de I’inverse : x(—t) — X(—f)

X:(f) =X (/)

1
X, (f) = Trzn-f)
1
Xz(f) = 1-j2nf
1 1
X(f) = 1+j2rf + 1-j2nf
1—j2nf+1+j2nf
X =
(f) (1+j2rf)(1—j2nf)
2
X(f)=—%

1+47'r2f2
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3. Spectre de module et de phase du signal x(t).

X(f) est purement réel positif alors |[X(f)| = X(f) et ¢ = 0.

< 05 =
0 |
-3 2 1 0 1 2 3
f
1 T T T T
0.5 i
= 0
0.5 =
1 1 1 1 1 1
-3 2 1 0 1 2 3
f

Exemple 2 :

Soit les deux signaux analogiques x(t) et y(t) représentés par les figures ci-dessous :

x(t) y(t)
1 1
/ \ t t
T : T T
1

1. Trouver la relation mathématique liant y(t) a x(t).
2. En utilisant les propriétés de la T.F et sachant que : TF {A.rect G)} = At.sinc(tf), calculer

X(f) et Y(f) les transformées de Fourier respectives de x(t) et y(t).

Solution :

1. Relation mathématique liant y(t) a x(t) :

dx(t)

On voit que : x(t) = [ y(t) dt, ou bien : y(t) = —
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2. X(F)etY(f):
Ona:TF {A.rect G)} = At.sinc(1f) = TF{rect(t)} = sinc(f)
y(t) = rect (t + %) —rect (t - %)
T.F .
En utilisant la propriété de décalage : x(t — t,) — e /2™t X(f)
V() = e sine(f) — e/, sinc(f)
= (e/™ — e /™). sinc(f)
= (2j.sin(xf)).sinc(f) %
= j2nf.sinc(f).sinc(f)
Y(f) = j2nf.sinc?(f)

x(t) = f y(t) dt
T.F
En utilisant la propriété de 1’intégral : f_too x(t)dt — ﬁ X(F) + %.X(O). 5(f)

0
X() = v (1) +2.40).6)
X(f) = ﬁ.jan.sincz(f)
X(f) = sinc*(f)

111.3. Transformée de Fourier de quelques signaux

Les transformées de Fourier de certains signaux sont présentées dans le tableau suivant :
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Chapitre 11l
Signal x(t) Expression de x(t) Transformée de Fourier
X(t)
A t .
. A.rect (—) At.sinc(tf)
-1/2 0 2 > t
(1)
A
t
t A.tri (;) At. sinc?(zf)
-T (IJ T
x(t)
1 o
A.cos(2mfyt — — -
/\J \/\ (2ot 8~ fo) 550+ )
A
x(t)

t
/\ % /\ A.sin(2rfyt) %-&f‘fo)‘%-&f"‘fo)

AAVIRY,

0]
A
5 t A.sgn(t) ]nif
A
0]
1
] ‘ &(t) 1
ol
@
1
I t 5(t —toy) e—J2mfto
0 to
)
1 : u(® 200+
0
1 x(t) - »
. Seem LS
K=—oo K=—co

0|
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IV. Théoréme de Parseval
IV.1. Théoreme de Parseval pour la série de Fourier (signaux périodiques)
Soit un signal périodique x(t) décomposable en série de Fourier Trigonométrique :

+oo

x(t) = Ay + Z la,, cos(nwt) + b, sin(nwt)]

n=1

La puissance moyenne de x(t) :

T

T
P, = %flx(t)lzdt = %fx(t).x(t)dt
0 0

T T +00
P, = lj Ao-x(t)dt + %f x(t) [Z la, cos(nwt) + b, Sin(”wt)]] dt

T
0 0 n=1
T 400 T 400 T
1 1 1
P = AO'?[ x(t)dt + z a"'Tf x(t) cos(nwt) dt + Z b"'?f x(t) sin(nwt) dt
n=1 0 n=1 0

-

Il

e

+

+ ©

gk
NI

+
g
N|3®l\)

+00
1
Pe= A5+ EZ(ai + bn)
n=1

C’est la forme trigonométrique de 1’égalité de Parseval.

+00
1
P, = P} +§Z P2
n=1

C’est la forme polaire de 1’égalité de Parseval.

La forme complexe :

T

T
1 1
i 20+ — — *
P, = Tflx(t)l dt fo(t).x (t)dt
0 0
1 ([
P, =?f Z C, ef"wf].x*(t)dt
0 n=-o
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13
P, = T Z Cnfx*(t).ej"“’tdt
0

n=-—oo

+00 1 T
p, = Z Cn.ffx(t).e‘fnwfdt
n=-oo 0
+00
P, = Z C,.Cn
n=-—oo
+00
R=) G
n=—oo
-1 + oo
Po= ) G +IGR+ ) 16
n=—oo n=1
+00 +0oo
p, = Z|c_n|2 + G2 + Z|cn|2
n=1 n=1

Six(t)estréel: |C,| = |C_,,]
+o0

P= 16242 ) 16,2
n=1

C’est la forme complexe de 1’égalité de Parseval.

Exemple :

En utilisant les trois formes du théoreme de Parseval pour les signaux périodiques, calculer la

puissance moyenne du signal suivant :
x(t) = A.cos?(wt) ; A=1T = 1s
Solution :

La forme trigonometrique :

Onatrouve: 4, =

N

;azzg;bn=0€tan=0,‘v’n¢2
1w

Po=A3+3 ) (dh+bY)
n=1

1
P, =A(2J+§a§
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3
P. = 3 Watt

La forme polaire :

Onatrouvé:Pozg;Pz=§;02=0etPn=0,Vn¢2;9n=O

+00
1
P. = Pg +§Z P?
n=1

1
P =P+ P

3
P, == Watt

La forme complexe :

A

Onatrouvé::C_2=C2=% ;Cf’:E et €, =0Vn=++2

+o0

P =1Gol +2 ) 1,1
n=1

P, = |Col? + 2]C, |7

3
P, = 3 Watt

IV.2. Théoreme de Parseval pour la transformée de Fourier (signaux apériodiques)

L’énergie d’un signal x(t) est :

E, = jlx(t)lzdt= jx(t).x*(t)dt

x(6) = f X(f)el2mft df

x*(£) = j X* (et g

Ex=f

—00

(D). j X*(F)e-J2nft gf . d
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+00

-

— 00

X(f). f x(De~I2Tt dt. df

400

f X*(f).X(F).df

—00

Ex

E, = f XCP)I2. df

C’est I’énergie fréquentielle du signal x(t).

|X(f)|? : s’appelle la densité spectrale d’énergie du signal x(t).

Exemple :
x(f)
En utilisant le théoréme de Parseval pour les signaux non
périodiques, calculer I’énergie du signal représenté ci-contre L
puis déduire sa densité spectrale d’énergie DSE. > 5 > -L

Solution :

x(t) = rect G)

Ona:TF {A.rect G)} = At.sinc(tf) = TF {rect (i)} = 4. sinc(4f)

E, f X (F)[2df

+o0

= f 16.sinc?(4f) df

—00

L’une des propriétés de la fonction sinus cardinal est : fjozo sinc?(f)df =1
Onpose: f' =4f = df = idf’
16 [
E, = i j sinc2(f") df’
E, = 4 Joules

DSE = |X(f)I?

DSE = 16.sinc?(4f).
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Chapitre IV Transformée de Zaplace

I. Introduction

L’analyse temporelle des circuits linéaires en régime transitoire nécessite la résolution des
équations différentielles. Pour cela, nous allons introduire un outil mathématique puissant : La
transformation de Zaplace ; elle permette de remplacer les opérations analytiques de dérivation et
d'intégration par des opérations algébriques. Cette propriété facilite la résolution des équations
différentielles.

Il. Transformée de Laplace

11.1. Définition
On appelle la transformée de Zaplace bilatéral d'une fonction f(t), la fonction de variable

complexe F(p) noté L{f (t)} telle que :

F(p) = LIF (D)) = j (e P dt

p est operateur de Faplace indépendant du tempsou:p =0 + jw

Condition d’existence
F(p) existe si f(t) est causal, cad. f(t) = 0 pourt < 0.

Donc, la transformée de Zaplace devient la transformée de Zaplace unilatéral :

F(p) = LIF (D)) = j f()e P dt
0

F(p) est la transformée de Zaplace ou I’image de f(t).
f(t) est ’originale de F(p).

Exemple :

Calculer la transformée de #aplace des fonctions causales suivantes :

1. f1(t) =u(t)

2. f,(t) =r(t)

3. fs(©) =e . u(t)
4. fo(t) = cos(wt)
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Solution :

L A®=u®O={; 2

FL(p) = LA (D)} = f fi(e Pt de
0

= f0+°° l.e7Ptdt

-1

=?.€_pt|-5°0
-1
= .(0-1)
1
Fi(p) =-
! p

2 0 =0 =52

Fy(p) = L{f,(6)} = f £, (et dt
0

= [T tePtde
C’est un intégral par partie :

u=t-»u =1
v =e Pt 5 p="LePt
P

F(p) = _?t.e_pt| 0= f+oo_?1e"pt dt

0

0
—t o 1 _ o
Fz(P)=?- PE|Y — i€ pt| 4
=;—21.(0—1)
1
F(p) ==
1 pz

u(t)

]._

0
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L N
0 t

Fy(p) = L{f(D)} = j (e Pt dt
0

+oo  _ _
=[, e *.ePtdt

= f0+oo e_(p+a)t dt

— 1 —p+ayt| T
T p+a’ € | 0
-1
= e 0-1)
F. =
3(p) »+a
4. f,(t) = cos(wt) 1
t
eJwtyo—jwt 0

Ona: cos(wt) = ”

Fy(p) = LU, (D) = f fu(te Pt de
0

= Lo} + e

. s 7 _ 1
On a trouvé précédemment que : L{e %t} = v alors :

1 1 ]

F()—l[ +
P —jo  p+jw

lptjw+p—jw
) == Gor ]
14
F, =
+(p) D% + 0?2
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11.2. Table de la Transformée de Laplace

Les transformées de Laplace de certains signaux utiles sont présentées dans le tableau suivant :

f@®),t=0 F(p)
Impulsion de Dirac

5(0) !
Echelon unitaire 1
u(t) P
t T
pZ
tn n!

pn+1
e—at 1

p+a
t.e” %t 1

(p +a)?
th. e~ n!
(p+a)™+!

11.3. Propriétés de la transformée de Laplace

> Linéarité :

@ f(O) +B. g(t) —= a. F(p) + B.G(p)

» Translation temporelle :

F(t — to) — &P, F(p)

» Translation fréquentielle (Fonction amortie) :

T.L71
F(p—a) ——e%.f(1)

T.L
e f(t)—>F(p+a)

» Dérivation temporelle :

d :
L o )~ £ )

f®,t=0 F(p)
1— e—at a
p(p +a)
sin(wt) w
p2 + (1)2
cos(wt) P
pZ + (1)2
t.sin(wt) 2pw
(P2 + w?)?
t.cos(wt) p? — w?
(0% + w?)?
e~ sin(wt) w
(p + a)? + w?
e~ cos(wt) pta
(p +a)? + w?
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d*f(t)
dt?

L P2 F®) = p.f(0) - £(0)

» Déerivation fréquentielle (Multiplication par t™) :

T.L71 d
t.f(t) S I;;p)

T.L71 d"
£ (-

> Intégration temporelle :

@ L 1 1
[ @ p )+ 560 90 = [ ro

> Intégration fréquentielle :

» Changement d'échelle :

f(at)ii.F(£>, a+0

la] a

f(é)T—'Lm.F(ap), a+0

> Convolution :

£(0) * g(©) —— F(F).G(f)

T.L
f(®).g@) —F(f) *G(f)
> Théoreme de la valeur initiale :

fO7) = lim f() = Jim p.F (»)

» Théoréme de la valeur finale :

f(e0) = lim f(t) = limp.F (»)

66



Chapitre IV Transformée de Zaplace

I11. Transformée inverse de Laplace

I11.1. Définition
On peut exprimer la Transformée inverse de Zaplace, en utilisant les intégrales de Fourrier et de

Melin-Fourrier. Si F(p) est la Transformée de Zaplace d’une fonction f(t),ona:

ctjw
1
O =L =5 [ FLertdp,e>0
c—jw

Ou c : est une constante, appelée abscisse de convergence ; cette méthode est difficile a utiliser et

on préfére d’autres méthodes.

111.2. Méthode de calcul

En pratique, les transformées de #aplace sont des fractions rationnelles, il suffit de les décomposer

en fractions simples et d’utiliser la propriété linéaire de la table de Zaplace :

N(p) _ a+b.p+C.p2 -|-..._|_k_pm
D(p) Ca +b.p+c.p?+ -+ k'.pn

F(p) =

N(p) est le numérateur de m degré, D(p) est le numérateur de n degré, on général n > m
Les racines de N (p) sont appelées les zéros de F(p).
Les racines de D(p) sont appelées les pbles de F(p).

111.2.1. Décomposition en éléments simples (p6les simples distinctes)
Si D(p) contient des pdles simples et distinctes, on peut le décomposer en éléments simples sous

la forme suivante (a condition que : n > m) :

N@p) a+bp+cp’+-+kp™

F(p) = D(p) a +b.p+c.p2+--+k'.p"
B N(p)

F(p) = (p _ P1)-(P — pz)_(p — p3) (p - pn)

F(p) = A ° - -

+ + + -4
bP—pP1 P—P2 P—P3 P —DPn
A, B, C,...sont appelles les résidus, ils sont faciles a trouver :
A=F(@).(p—p)lp=p,
B =F(p).(» — p2)lp=p,

C=F@p).(p— p3)|p=p3
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Exemple :

Calculer la transformée inverse de Zaplace de chacune des fonctions suivantes :

1. ﬂ@)=gﬁ%%5
2. 5@)=;ﬁ;§
3. F3(p) =$

Solution :
1. ﬂ@)=@ﬁ%%5
F,(p) :ﬁ_i_ﬁ

A=F().(p+Dlp=—v

p+3

A= Do+ 2)'(’”/'4)|p=_1
_p+3
IR

L, _Tl+3
C—1+2

A=2
B =F (p).-( + 2)|p-—2

p+3 ( )
@+ D@e+2) P

p=-2

_ p+3
(r+DIl,__,

B_—2+3
T _241

B=-1
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1

Fy(p) = —
1P T p+1 p+2

fi®) = L7HF(p)}

po =2

p+1 p+2

1 1
t =2.L—1{—}_L—1{—}
) p+1 p+2

On utilise directement la table des transformées de Zaplace, on trouve :

fi)=2.et—e2t=¢7t2—-¢7t), t>0

1
p2+3p+2

2. F,(p) =

Les poles de F,(p) sont:p, = —1letp, = =2

1
F®) = 5o

B

A
F,(p) —m‘l'p?

A=F,{p).(p + 1)|p=—1

1
At ey B
_ 1
ICEI .
_ 1
=0
A=1

B=F/@).(0+2)|p=—

1
P nern O

1
(+Dl__,

69



Transformée de Zaplace

Chapitre IV
B = 1
T -2+1
B=-1

1 1
F(p)=———
2(p) p+1 p+2

() = L7HF,(p)}

R R et

On utilise directement la table des transformées de Zaplace, on trouve :

L) =et—e2t=¢t(1—e™),

p+1

3. Fs(P) = m

Les pOles de F5(p) sont:p; =0,p, = —2etp; = -3

_ p+1
F) = o e

B C

A
F3(p) —;+p+2 e

A= F3<P)-P|p=0

p+1 |
7o+ Do+ 7,

_ p+1
HCEDCEDL

P
@3

Ll
G

B = F;(p).- (0 + 2)lp=—2

p+1

arTer= T Rl N

t=0
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D +1
r(p+3),__,
_ -24+1
- =2(=2+3)
B = 1
2

C=F@).(p+3)lp=—3

C= p+1 )
T+ P

_ p+1
r(p+2),__,
. —3+1
- —3(=3+2)
C_—z
3
F()_11+1 1 2 1
3p_6'p 2p+2 3'p+3

On utilise directement la table des transformées de Zaplace, on trouve :

1 1 2
f3(t)=6u(t)+§e‘2t—§e‘3t, t>0

111.2.2. Pbles doubles ou multiples

Si F(p) contient des pbles doubles (ou multiples), on peut le décomposer sous la forme

suivante (toujours a condition que : n > m) :

N®) a+bp+cp*+-+kp™

F = =

®) D) a +b.p+c.p?+--+k'.p"

N(p)

F(p) =

P = =10 @ —p2)-(p—p3) o (P — Pr)

Ay Ay A, B C Z

F(p) = + + et + + + ot

O e N R T P—P1 P—D2 P—D3 P — DPn

A; : sont trouvés par la méthode suivante :
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Chapitre IV
_ 1 |d"[F().(» — p)"] ]
i = r
T dp P=P1
. r=0;1r2’3""
Avec { i=kk—1,k—2..1

B, C, ... sont trouvés comme suit :
B = F(p) (p - pZ)lp:pz
C=F®). @ —r3)lp=p,

Exemple :

Calculer la transformée inverse de Zaplace de chacune des fonctions suivantes :

1

L R0 =em

242p+3

2. ()= p(pr)g

_ 3D
3. F3(p) - p2+4p+4
Solution :

1. F(p) = _r
- W) T iz

On voit que F; (p) contient un p6le double : p;, = —1 et un pble simple : p;, = —2, alors on peut

écrire F, (p) sous la forme suivante :

A A B

_ 2
Fl(p)_(p+1)2+p+1+p+2

A,, A; :sont calculés comme suit :

.

1
Az—a

d°[F,(p). (p + 1)?]
dp?

Ay = F(p).(p + 1)%|p=—1
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Ay =1
4 = L]dA@). @ +1)°]
BT dp _—
A =i( . (pA—/l’)’z)
tdp\(e+DR(p +2) =1

A= dd_p((p -T— 2))|p=_1

—1
A =—
L (p+2)2

p=-1
A]_:_].

B =F (p).-(p+ 2)lp=—2

1
B = (2+2

(r +1*(p+2) pe—2
g 1

+12l,__,
g 1

(=24 1)2
B=1
1 1 1

Fi(p) =

— +
p+1? p+1 p+2

On utilise directement la table des transformées de Zaplace, on trouve :

filt) =tet—et+e72t, t=0
_ p%+2p+3
2' FZ(p) - (p+1)3

F,(p) contient un seul pole triple : p, = —1, alors on peut écrire F,(p) sous la forme suivante :
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Az Ay

F,(p) =

As, A,, A; sont calculés comme suit :

-

1
T o

d°[F,(p). (p + 1)3]
dp®

w

A; =F().(p+ 1)3|p=—1

_p*+2p+3

= oD 1,)3-(19""173

p=-1

A3 =p® +2p +3|p-_y

A; =2
4= L]dR®. @ +1)°] ]

271 dp
p=-1

_d (p*+2p+3
=P o)

d
Ay = %(PZ +2p +3)|p=—1

A; = 2p + 2)lp=—v

A2 - O
1 [@EE. (p + 1) ]
==
2! dp? =1
1[d? (p?+2p +3 3
=3 e @+
1[ d?
Ay = > d_pz (p*+2p + 3)|p=—1l
1
Al :§[2|p=—1]
Al = 1

3
+ +
p+13 (@+1? p+1

.
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2 4 1
p+1)32 p+1

F,(p) =

On utilise directement la table des transformées de Zaplace, on trouve :

_ r-1 2 -1 _1
) =L {(p+1)3}+1: {p+1}' t=0
L) =t?et+et, t=>0
3. F(p)= 22

p2+4p+4

F5;(p) contient un seul pble double : p; = —2, alors on peut écrire F;(p) sous la forme suivante :

3p
Fs(P) =(p+—2)2
A, Aq

A,, A, sont calculés comme suit :

4y = IF). 0 + 271,

0!
3p
A, =——.( 2
2 (M M S
Ay = 3P|p=—2
A, = —6
P I ORCEN ]
L =—
1! dp p=—2
d ( 3p
1= 52 (M)|
dp \( 2 p=—1
d(3
4, Elp)
p p=_2
Al - 3|p——2
A =3
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—6 4 3
p+2)? p+2

F5(p) =

On utilise directement la table des transformées de Zaplace, on trouve :

1
+3.L_1{—}, t=0

fi0) = 6.7} —

=)
(p+2)?
f5(t) = —6te 2t + 372, t=0

111.2.3. Division euclidienne
Dans le cas ou : m = n, il faut réécrire F(p) en opérant une division euclidienne du numérateur

N (p) par le dénominateur D (p) puis appliquer la méthode des fractions simples.
Exemple :
Calculer la transformée inverse de Zaplace de la fonction suivante :

2p2+7p +8
Fp)=—F—%—5
ps+3p+2

Solution :
On voit que : m > n, donc il faut d’abord utiliser la division euclidienne :

/\ 2\
2p2+7p +8 p%+3p +2

2p% + 6p + 4 2

p+4
p+4
Flp)=2+4+———"7-——
®) p?>+3p+2
i _ p+4
Onpose: G(p) = S r3piz

Les pdles de G(p) sont:p, = —1 et p, = —2, donc on peut écrire F(p) sous la forme suivante :

p+4

F) =2+ 5o

A B
F)=2+35+50

A=GP).@+ Dlp=_1r
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Chapitre IV Transformée de Zaplace
a=—LE0 e
+DHp+2) p=—1
+ 4
a_Pt4
P+2lyey
A= -1+ 4
142
A=3

B = G(p) (p + 2)|p=—2

B = pt+4
"G PO,

g _Pt4
P41y
B=-2
3 2
Fp)=2+35-55
1 1
=2.L71 &L*%——}—Zﬁ*{——%, t=>0
f@O =271} + - -

f(t) =2.6(t)+3et—2e72, t=>0
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