Exercices de traitement numérique du signal

Gabriel Dauphin

1 Cours A : description d’un signal

1.1 Exercices d’application

Exercice 1 (56) On considere un signal temps discret non-périodique défini par x,, = 6, — 1.10,,_4 avec f. = 2Hz.
1. Que devient le signal quand on amplifie par un facteur 2 ?
2. Que devient le signal quand on lui ajoute 2 ?
3. Que devient le signal quand on dilate I’échelle des temps par un facteur 2 ?
4. Que devient le signal quand on retarde le signal d’une seconde ?
5. Que devient le signal quand on le quantifie sur 2bits, donnez le résultat graphiquement ?

Dans chacun des cas représentez sur une figure ce que devient le signal.

Solution :
1. =20, — 2.20,_4
2. =246, — 1.10,,_4
3.7/ =2%x1/2=1, f. = 1Hz.
4. d=7fe=1x2=21x, =0p_o — 1.16,_¢
5

. max= 1, min=—1.1, pas de quantification est 2.1/4 = 0.525. Les intervalles sont [—1.1, —0.575], [—0.575, —0.05], [-0.05, 0.4’
Finalement, on a z4[n] = 0.4759,, — 1.16n — 4

1.2 Exercices pour approfondir

Exercice 2 (29) On consideére un signal s1(t) = cos(27t) et so(t) = | cos(27t)| oit t représente le temps mesuré en secondes.
1. Représentez s1(t) et sa(t) sur un graphique pourt € [0, 2].

Montrez que sy est périodique de période 1.

Proposez une formule a appliquer pour calculer la puissance du signal ?

Démontrez la formule trigonométrique cos®(2mt) = H%(Mt)

Déduisez la puissance de sy.

Montrez que sy est périodique de période 1/2.

Proposez une formule a appliquer pour calculer la puissance, si possible la méme que la précédente.

o N & U AN WD

Montrez que la puissance de s est la méme que la puissance de s1.

Solution :

1. Les signaux sont représentés sur la figure 1 (p. 2).

2. La fonction cosinus est périodique de période 27 aussi s; est périodique de période 1 :
s1(t+1) =cos(2m(t + 1)) = cos(2mt + 27) = s1(¢).

3. Le signal est périodique de période 1 aussi la puissance vaut P; = % fi{?z s2(t) dt En fait la valeur de I’intégrale reste

identique lorsqu’on décale le signal aussi P, = fol s2(t)dt
4. Pour démontrer la formule trigonométrique, on interpréte cos(47t) comme cos(2 x 27t) = cos?(27t) — sin?(27t), on
fait disparaitre le sin?(27t) en ajoutant 1 = cos?(27t) 4 sin?(27t), ceci conduit au résultat souhaité.

5. Apres substitution au moyen de la formule trigonométrique, la formule de la puissance se décompose en deux termes,
dont le premier vaut 1/2 et le deuxiéme vaut % fol cos(4mt) dt ce qui vaut O parce que la primitive de cos(4nt) est
périodique de période 1. Ainsi la puissance de s vaut 1/2.
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FIGURE 1 — Signaux s; et s2 en fonction du temps (exercice 2).




6.

8.

Une sinusoide décalée d’une demi-période est en opposition de phase aussi la valeur absolue d’une sinusoide est pério-
dique d’une demi-période.

. $o(t) est aussi périodique de période 1 aussi la précédente formule pour calculer la puissance est encore valable : P, =

T
1 Jo s3(t) dt
Du fait des propriétés de la valeur absolue, s2(t) = s3(t) aussi P, = P = 1/2.

Exercice 3 (ex28) On considere un robinet qui goutte. On considere que les gouttes d’eau sont de méme taille et ont un volume
de 1/20mL. Le débit de la moyen de la fuite est de 0.3Lh~". Expliquez comment ce phénoméne peut se modéliser par :

1.

2.
3.
4.

un signal temps continu a valeurs réelles,
un signal temps continu a valeurs discretes,
un signal temps discret a valeurs réelles,

un signal temps discret a valeurs discretes.

Pour chacun de ces modéles indiquez la période d’échantillonnage et la fréquence d’échantillonnage lorsque cela est nécessaire.

Solution : Voici des suggestions de réponses.

1.

Le signal est le débit instantané de la fuite d’eau quelques centimetres sous le robinet en fonction du temps. Ce signal
est une succession de pulses, la surface de chaque pulse correspond au volume d’eau de chaque goutte d’eau.

. Le signal vaut 1 aux instants ol une goutte se détache du robinet et 0 sinon. Comme ici les gouttes d’eau sont de volumes

identiques, il suffit de savoir quand ces gouttes d’eau se sont formées.

. On place un dispositif qui compte les gouttes a chaque fois qu’elles tombent, le signal est la durée de 1’intervalle entre

deux gouttes en fonction du numéro de la goutte. Dans cet exemple on peut considérer que I’indice de la suite est une
variable arbitraire et donc que la période d’échantillonnage et la fréquence d’échantillonnage sont égales a 1. On peut
aussi considérer que I’indice du signal est en fait une indication de la quantité d’eau tombée depuis une certaine date, a
ce titre la période d’échantillonnage vaut 5 x 107°L et que la fréquence d’échantillonnage vaut 2 x 10*L~1.

On peut considérer que le débit de la fuite est relativement constant au cours du temps et donc que le temps entre chaque
goutte est lui aussi constant. Dans ce cas la période d’échantillonnage est le temps entre chaque goutte et le signal vaut

1 a chacun de ces instants parce qu’il y a une goutte qui s’est détachée. La période d’échantillonnage se déduit du débit
1/20x103

de la fuite et du volume d’une goutte : T, = ~0.3/3600

= 0.6s. La fréquence d’échantillonnage vaut 1.67Hz.

2 Cours B : Echantillonnage d’un signal

2.1 Exercices d’application

Exercice 4 (55) On considére un signal dont les mesures aux instants : t = 0, t = 15s, t = 30s sont les suivantes 0.5,0, 1.5.

1.

Montrez comment on peut interpréter ces mesures comme celles associées a un signal temps discret non-périodique.
Quelle est la fréquence d’échantillonnage ?

2. Trouvez l’énergie correspondante.

3. Montrez comment on peut interpréter ces mesures comme celles associées a un signal temps discret périodique. Repré-

sentez graphique le signal correspondant.

4. Trouvez la puissance correspondante.
Solution :
1. @y = 0.56, + 1.56,—3 et T, = 15s. f. = £=Hz.
2. E=05*4+0*+15%2=25
3. z, ={1,0,2}
4. P = (0.5 + 02 4 1.5%)=2

t=0:1e-3:60; T=30; x1=0.5xcos (2xpi*t/T); x2=-0.5%xcos (2xpi*t/T/2);
figure(l); plot(t,1+x1,t,1+x2,t,1+x1+x2);



2.2 Exercices pour approfondir

Exercice 5 (33) Un filtre anti-repliement de spectre est souvent placé avant I’échantillonnage. A quoi est-ce que cela sert? Ce
filtre est souvent analogique, comment pourrait-on utiliser un filtre numérique a la place ?

Solution : On peut aussi placer un filtre analogique avec une fréquence de coupure beaucoup plus élevé, moins précis et par
suite plus facile a réaliser, puis utiliser un filtre numérique pour couper les fréquences précisément a la bonne fréquence.

3 Cours C : Série de Fourier, transformée de Fourier

3.1 Exercices d’application

Exercice 6 (51) On considére le signal temps continu et périodique de période 2 défini par sur [0,2] par z(t) = 1jg1)(%).
Calculez la transformée de Fourier et représentez graphiquement le module de la transformée de Fourier en fonction de la
[fréquence.

Solution :
o1 (1
Xy = ——F"F7——
F 27k
ou encore
X,k:{ 0 } S%kestPair.
—=r  sik est impair
Exercice 7 (53) On considére trois signaux temps continu, x(t),y(t), z(t).
— x(t) est périodique de période 2 et pour t € [0, 2], il est défini par x(t) = 11 1)(t).
— y(t) n’est pas périodique et pour t € R, il est défini par x(t) = Lo 1)(1).
— 2(t) est périodique de période T et pourt € (0,71, il est défini par x(t) = 1o 1)(1).
Représentez sur un méme graphique pourt € [0,4], z(t),y(t), z(t) avec T = 3

Calculez la transformée de Fourier de x(t).

N Wb o~

Calculez la transformée de Fourier de y(t).
Calculez la transformée de Fourier de z(t) en I’exprimant a partir de }/}(f)

5. Représentez les trois spectres pour f € [—2,2] avec T = 4.

Solution :

eps=le-5;

t=[0 l-eps 1
x=[1 1 0
y=[1 1 0
z=[1 1 0
figure(1l);

subplot (131); plot(t,x); title('x'");
subplot (132); plot(t,y); title('y');
subplot (133); plot(t,z); title('z'");

2. x(t) est périodique de période 2, c’est donc la série de Fourier. Les raies sont aux fréquences f = %
Pour k = 0, X = %fozx(t) dt =1
Pour & # 0,

X = %foQ x(t)efﬂﬂgt dt = %fol eI dt

1
_ 1|\ =1 —gmkt| _ 1 /[ =1 —jmk
Xk = 2 [jwke . }O_i(jwk) [6 o _1]

Si k est impaire, )A(k = ﬁ et si k # 0 est paire, )A(k =0.
4
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FIGURE 2 — Courbes représentatives de x(t), y(t), z(t). Exercice 7
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FIGURE 3 — Courbes représentatives de | X|, [Y (f)|, | Zx|. Exercice 7

3. y(t) est temps continu non-périodique, donc la transformée de Fourier est

~ . . . 1
I ol L e

O _ —1 —j27 _ —einf —Jm itfl — ,—jm sin(7 f)
Y(f) = ﬁﬂﬂejj?4]—mﬁq[ejf—éf]—ejf<Lﬂf>

E

4. z(t) est périodique de période 7', c’est donc la série de Fourier. Les raies sont aux fréquences f, = 7#.

~ 1 (7 ok 1/ 1~k
7, = — tﬂ%tﬁ:/ B L — g
=g e = 4 [ Bt - 2y

5. k=—-4:4; fk=k/2;
Xk=zeros (size (k));
Xk (k~=0)=(1-(-1) ."k (k~=0)) . /k (k~=0) /pi/2; Xk (k==0)=1/2;
figure(l); subplot (311); stem(fk,abs (Xk));
f=-2:1e-3:2; Yf=ones(size(f)); YL (f~=0)=sin(pi*f(f~=0))./f(£~=0)/pi;
figure(l); subplot (312); plot (f,abs(Yf));
fk=-2:1/4:2; Zk=ones (size (fk))/4;
Zk (fk~=0)=sin (pi*fk (fk~=0)) ./fk (fk~=0) /pi/4;
figure(l); subplot (313); stem(fk,abs (Zk));

Exercice 8 (30) On cherche a calculer la transformée de Fourier de s(t) = sin?(2mt) = 1_“%(4“)

1. Représentez sur une méme figure les fonctions sin(2mt), cos(27t), —1/2 cos(4nt) et sin?(27t) pour t € [0,1].
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2. Ecrivez sin(2nt) comme une combinaison linéaire d’exponentielles complexes.

3. Montrez que sin(27t) est périodique de période 1. Déduisez de ceci que la précédente formule est en fait la décompo-
sition en série de Fourier de sin(2nt) en exponentielles complexes. Que valent les coefficients de la série Fourier de
sin(27t) ?

4. Que vaut la transformée de Fourier de sin(2mt) ?

“

En déduire la transformée de Fourier de cos(2mt) = — sin(2n(t — 1/4)) ? (la fonction cosinus est en avance d’un quart
de période par rapport a la fonction sinus, elle est donc en opposition de phase avec la fonction sinus retardée d’un
quart de période).

On observe que la fonction cos(4mt) est une contraction de la fonction cos(2mt), calculez sa transformée de Fourier ?
Quelle est la transformée de Fourier de la fonction constante t — 1?2

En utilisant la formule trigonométrique initiale, quelle est la transformée de Fourier de sin®(27t) ?

O %0 N

Calculez la transformée de Fourier inverse de celle trouvée et retrouvez la formule trigonométrique initiale.

Solution :
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FIGURE 4 — Graphique des fonctions sin(27t), cos(27t), —1/2 cos(4rt) et sin?(27t) (exercice 8)

La correction proposée ici utilise la notion de série de Fourier, cependant I’exercice peut aussi se faire en utilisant uniquement
la transformée de Fourier et ses propriétés. La deuxieme question utilise alors la propriété qu’il existe une unique fonction
généralisée dont la transformée de Fourier inverse vaut ¢ — sin(27t).

1. Les différentes fonctions sont représentées sur la figure 4 (p. 7).
2. A partir de la formule trigonométrique

e!?™ = cos(2mt) + j sin(27t)
7



il vient
6j27rt _ efj27rt

g = /2 i j2e

sin(2nt) =

. La fonction ¢t — sin(27t) est périodique de période 1 : sin(27(t 4+ 1)) = sin(27t) Aussi elle se décompose en une série

de Fourier

sin(27t) = Z X el
k

Les coefficients sont uniques. Par identification avec la précédente combinaison linéaire d’exponentielles complexes, on
aX)=—35/2,X_1=7j/2,etsinon X} = 0.

4. TF[sin(27t)](f) = —j/20(f — 1)+ 7/26(f + 1).

. Les coefficients de Fourier de la fonction  ~— cos(27t) sont donc O = —Xpe™2™*1/4 = _(—j)F X}, Aussi C; = 1/2

et C_; = 1/2. Ainsi TF[cos(27t)](f) = 1/26(f — 1) + 1/25(f + 1).

. On observe que cos(47t) = cos(2m(2t)) aussi la fonction ¢ — cos(4t) est périodique de période 1/2, les coefficients

de la décomposition de la série de Fourier restent identiques mais ils sont associés a des fréquences 2 fois plus élevées.
Finalement TF[cos(47t)](f) = 1/26(f — 2) + 1/26(f + 2).

. La fonction constante peut s’interpréter comme une fonction périodique décomposable en série de Fourier, mais dont

tous les coefficients sont nuls hormis le coefficient associé a la fréquence nulle qui vaut 1. Ainsi TF[1](f) = 4(f).
1—cos(47t)

. La fonction s(t) = sin?(2nt) = ——“5""~ est périodique de période 1/2 et a pour décomposition en série de Fourier

la somme des coefficients associés a ¢ — 1 etat — — cos(4nt). Aussi ces coefficients valent Sop = 1/2, 51 = —1/4,
S_1 = —1/4 et les autres coefficients sont nuls. Finalement TF[sin?(27t)](f) = 1/20(f) — 1/456(f —2) —1/46(f +2).

. La transformée de Fourier inverse de 1/25(f) — 1/486(f — 2) — 1/45(f + 2) est 1/2 — 1/4e74™ — 1 /47747t =

1/2 —1/2cos(4nt).

Exercice 9 (31) On cherche a déterminer la transformée de Fourier de

s(t) = 1po,1)(t) + 1po,2(2)

1. Représentez le signal s pourt € [0, 2].

AN NS

8.

Calculez la transformée de Fourier de s1(t) = 1(o 1)(t) en utilisant la transformée de Fourier S(f) = [ s(t)e 27 It ¢,
montrez qu’elle se met sous la forme de

A _psin(mf)
S _ —inf
1(f)=e Tf
Expliquez le fait que ce signal ne soit pas a valeurs réelles ?
Calculez la transformée de Fourier en f = 0 sans utiliser la formule plus haut.
Déduisez la transformée de Fourier de s3(t) = 1 9)(t)

Montrez que la transformée de Fourier de s se met sous la forme suivante :

S(f) = it

Pour faciliter la représentation du module de la transformée de Fourier, il est en général souhaitable d’exprimer ce
module sous la forme de produit de fonction simple. Apres avoir remarqué que le numérateur s’annule en la fréquence
nulle et effectué une factorisation, montrez que le module de la transformée de Fourier se met sous la forme suivante :

smwf‘ /b + 4cos22rf
mf

Dessinez a main levée le module de la transformée de Fourier pour f € [—4,4].

15(F)] =

Solution :



FIGURE 6 — module du spectre de s (jaune), ainsi que les fonctions % (bleu), et
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1. Le signal est représenté sur la figure 5.

8.

. Le signal est temps continu non périodique, aussi la transformée de Fourier peut se calculer ainsi pour f # 0 :

1—e 92/

1
Sup = [ eretan =i

. . iy y et . L . jnf _e—imf .
11 suffit de factoriser le numérateur par e 7™/ et d’utiliser la formule trigonométrique sin( f) = &% =<?" pour obtenir

29
la formule souhaitée.

. En la fréquence nulle, la transformée de Fourier coincide avec 1’intégrale du signal sur toute sa durée, c’est-a-dire ici 1 :

S1(0) = 1.

La fraction Sin#}rf ) est en fait un sinus cardinal qui est la transformée de Fourier de 1|_; /5 1 /9)(%) et le terme devant e Imf

est apparu du fait qu’on a retardé ce signal de 7 = 1/2.

. 8 peut s’interpréter comme la dilatation de s1 : s2(t) = 1o 11(t/2) = s1(t/2). Aussi

Sa(f) = en T

. Comme le signal s est la somme de s; et de s», la transformée de Fourier de s est aussi la somme de Sy (f) etde gg( K

S'(f) _ e—jwain(Trf) n 6_2]-7rfsin(27rf)

wf wf

On obtient I’expression souhaitée en remplagant sin(7 f) par les exponentielles complexes.

. Le numérateur 2—e~2™f — =47 peut s’interpréter comme un polynéme du second degré 2—Z — Z% o Z = e~ 277 il

s’annule en f = 0, ¢’est-a-dire en Z = 1 et donc se factorise sous la forme de (1—2)(2+Z2) = (1—e 27F)(24+e~271),
On calcule maintenant le module de cette expression : |1—e~2™f| = |e =77/ 25 sin(r f)| = 2| sin(n f)], et |[2+e~ 27| =
(2 4 cos(2mf))? + sin?(27f) = 5 + 4 cos(2m f) Cela permet de trouver I’expression souhaitée.

Le module de la transformée de Fourier est représentée sur la figure 6 (p. 9).

Exercice 10 (6)
Soit le signal défini par x(t) = 0 pour t ¢] — 1,3[, x(t) = t pour t €]1,2], x(t) = 2 — t pour t €]0, 1] et x(t) = 2 pour
t €] — 1,0[ et aussi pour t €]2, 3|.

1.
2.
3.
4.

Calculez arg(X (f)).
Calculez X (0).
Calculez [ X (f)df.
Calculez [ | X (f)df.

Solution :

1.

2.
3.
4.

On pose z1(t) = x(t + 1). Le signal 2 (t) est symétrique aussi H(f) € R, mais on ne connait pas le signe. z(t) =
21(t — 1) est retardé par rapport a (t) aussi X (f) = e 727/ X, (f) et arg(X (f)) = —2nf + arg(X1(f)). A 7 prés on
connait la phase. Le graphe de la phase est une succession de triangles rectangles décroissants, avec des possibles sauts
supplémentaires (quand X1 (f) change de signe).

X(0) = [z(t)dt =T.
[ X(f)df =z(0) = 1.
[IX(f)2df = [ x2(t)dt = 12+ 2/3.

Exercice 11 (58)

1. Apres observation précise de la figure 8, montrez qu’une des trois courbes n’est pas une sinusoides et que les deux autres

2.

sont en fait des sinusoides ajoutées chacune a une composante continue.

En vous inspirant de I’annexe C du polycopié, montrez que deux des trois courbes sont données par

T = % + %COS (QW%)
Ty = % — %cos (27r&)

10
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FIGURE 8 — Représentation de deux sinusoides auquel on a ajouté 1 et de la somme de ces deux sinusoides auquel on a encore
ajouté 1. Exercice 11
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3. On considére maintenant le signal

1 1 t 1 t
r=—-4+—-cos|2m— | — -cos | 2r—
2 2 30 2 60
Montrez que ce signal coincide avec les mesures de [’exercice 4 (p. 3). Ces mesures sont définies aux instants t = 0,
t = 15s, t = 30s et valent respectivement 0.5, 0, 1.5.

4. Calculez la transformée de Fourier de ce signal.

5. Déduisez la puissance de ce signal.

Solution :
1. La courbe rouge qui est la plus haute en ¢ = 30s n’est pas une sinusoide ajoutée a une composante continue.

2. Pour la courbe bleue ayant la fréquence la plus élevée, la période 7' = 30s. A son maximum et son minimum, elle vaut
respectivement 1 et 0. Son maximum se trouve a t = Os.
Pour la courbe verte ayant la fréquence la moins élevée, la période T = 60s. A son maximum et son minimum, elle vaut
respectivement 1 et 0. Son maximum se trouve a t = 30s.

3. Sur les points de mesures ¢ = 0,15, 30, 0.5 cos(2m35) vaut 0.5, —0.5,0.5. et —0.5 cos(2mg5) vaut —0.5,0, 0.5. Aussi
sur ces points de mesures, z(t) vaut 0.5, 0, 1.5.

4. La transformée de Fourier est :

! ) —0.250(f + i)

X(f) = 0.56(f) +0.258( =% 60

1 1
f = 3g) +0:250(f + 35) — 0.254(

5. La puissance est donc donnée par :
P = (0.5)% 4+ (0.25)% 4 (0.25)2 + (0.25)2 + (0.25)% = 0.5

t=0:1e-3:60; T=30; x1=0.5xcos (2+pi*t/T); x2=-0.5%xcos (2xpi*t/T/2);
figure(l); plot(t,1+x1,t,1+x2,t,1+x1+x2);

3.2 Exercices pour approfondir

Exercice 12 (3)

Donnez le développement en série de Fourier d’un pulse périodique de période T, de largeur T et d’amplitude A, centré par
rapport a l'origine. En posant K = % donnez le nombre de raies du lobe principal et des lobes secondaires. Que se passe-t-il
pour K — +00 en maintenant A/ K constant.

Solution : La figure 9 (p. 13) montre un pulse périodique et sa transformée de Fourier. Le pulse est périodique de période T’
et sur [-T'/2,T/2], il vaut A1{_; /5 ;o). En tenant compte du support de la fonction, les coefficients complexes de la série de
Fourier sont pour k # 0 :

k

X, — 1/7’/2 e—jQF/C% df — ASin(ﬂ'?)
T —7/2 7k

ou K = T/7. Xy est 'intégrale du signal sur une période divisé par la période, en I’occurence Xy = A/K. Le premier lobe
est le plus grand et contient 2K raies et représente une plage de fréquences 2K /T Hz. Les autres lobes sont plus petits, ils
contiennent K raies et représente une plage de fréquence de K /T Hz. A k fixé, quand A et K tendent vers ’infini en laissant
constant A/ K, alors X}, tend vers la limite de A/ K.

Le calcul des coefficients de la série de Fourier pouvait se faire différemment. La transformée de Fourier de 1|/ /9] est
sin(r f) sin(7 f7)

=7 - Apres dilatation et amplification du signal en temps, le spectre de A1[_; /5 7 /o) est A?. En périodisant ce signal,
le spectre n’est plus formé que de raies en k /7" dont les valeurs coincident avec le spectre en ces fréquences a ceci pres qu’il
sin(w%ﬂ-)

faut diviser par 7. Finalement X}, = A—_
On a ainsi montré qu’un peigne de dirac a pour transformée de Fourier un autre peigne de dirac, les raies de ce deuxieme
peigne de dirac sont espacées de I’inverse de I’espacement entre les pics de dirac du premier peigne.
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FIGURE 9 — pulse périodique (1" = 5s, 7 = 0.33s, A = 15) et les coefficients de la série de Fourier (exercice 12)

Exercice 13 (4)
Donnez la transformée de Fourier d’un pulse de largeur T et d’amplitude A, centré autour de I’origine. Donnez la largeur
du lobe principale et des lobes secondaires. Que se passe-t-il pour T — 0 en maintenant At constant ?

Solution : La transformée de Fourier d’un pulse centré 1_[—1/2,1/2] vaut Sin(}rf ). Quand ce pulse est dilaté et son amplitude

™

augmentée, la transformée de Fourier vaut alors A%. Il s’agit d’un sinus cardinal dont le premier lobe est le plus grand :

2/7 Hz. Les autres lobes sont plus petits et leur support mesure : 1/7 Hz. Quand on écrit ce spectre sous la forme At
il apparait que cette expression tend vers la méme limite que A7 quand 7 tend vers zéro, f étant fixé.
On a ainsi montré que la transformée de Fourier d’un dirac est la fonction constante égale a 1.

sin(7 f1)

T

4 CoursD: TFD, TFTD

4.1 Exercices d’application
Exercice 14 (40) On considere deux signaux x., et y,, définis par

Tp =0p+0n2etyy =0+ 01+ 0n 2 (D
out 6y, est la suite nulle sauf en n = 0 out elle vaut 1. On cherche a calculer la transformée de Fourier. La fréquence d’échan-

tillonnage est notée f. et vaut 1kHz.

1. Dessinez les signaux x,, et yy. S’agit-il de signaux a temps discret/temps continu, s’agit-il de signaux périodiques ou
non-périodiques. Quelle transformée de Fourier vous semble adaptée pour de tels signaux ?

2. Calculez la transformée de Fourier de ., notée X (f).

3. Retrouvez la signal x,, en calculant la transformée de Fourier inverse. Pour cela il est conseillé de traiter séparément
les trois casn =0, n =2, n ¢ {0,2}.

4. On considere un complexe z, montrez que

3/2 [ ,—-3/2 _ ,3/2
1—|—z+z2:z (Z z > (2)

172\ ,-1/2 _ 1/2
5. Déduisez de (2) que

1+ e 4 %0 = ejeisin( f)
sin(50)

13
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FIGURE 10 — Courbe représentative de X ( f). Exercice 14

6. Utilisez (3) pour en déduire la transformée de Fourier de y,, notée Y(f)

7. Représentez sur f € [—3f./2,3fc/2], Y( f)| en utilisant le fait qu’a basse fréquence cela ressemble a un sinus cardinal.

Solution :

1. x, et y, sont des signaux temps discret non-périodiques. La transformée de Fourier a appliquer est la TFTD.
2.

)A((f) _ :iofoo xneijﬂanTe — 027 fTex0 4 o—j2mfTex2
X(f) — 1 + e_j47rfTE — e_j27TfTe (ej2ﬂ'fTe _|_ e_j27rfTE) = 2e_j27rfT€ Cos(zﬂ-fTe)

3. D’apres la définition de la TFTD inverse,

Ty = fﬁ f";ée//; ]27rfnTe df f—:{e//; (1 + e*j47rfTe) €j27rfnTe df
Tp = fe +]f€//2 72w fnTe df + f+f€/2 j2nf(n—2)Te df
1 f€/22 To g _ 1 onpnr, ]t _ 1 imfenTe _ ,—jmfenTe)
Sin #0, f esmin df Je |:]27TnTe sl :|*fe/2 = fe j2mnTe (ejﬂf e — emamfen ) =0
Sin=0, 1 f+f€/2 G2 fnTe df fier;e/; 1df 1
+fe/2 el2rf(n=2)Te gr — 1 [ 1 j27rf(n72)Te]f€/2

Sin # 2, 7 f daf = 7. | T © i
fe +fe/2 j2rf(n=2)Te gf — fem (ejwfe(n—Q)Te _ 6—j7rfenTe> —0

14



Sin =2, 1]"”6‘5‘/2 J2nf(n=2)Te 4 f+fe/21df:1

fe/2 fe/2
Finalement si n # 0 et n # 2, -+ f—:{e/; (fed?mInte gf — 0.
+fe2 &
Sin=0,+ f fee/2 X (f)e?minTe gf = 1.
Yfe2 ,
Sin=2,+ f fee//z X(f)ei2minTe gf = 1,
On retrouve bien z,,.
4.
1.3 232 (2—3/2 — 23/2)
2 _ _
l+z+2" = 1—z 172 (271/2_21/2)
5. En appliquant (2) & z = €79,
0x3/2 (,—j6x3/2 _ ,j0x3/2 .3
14 edf 4 o200 — el03/ (e 90x3/2 _ 38/ ) :ej931n(§9)
ed0x1/2 (e—j0><1/2 _ ej9><1/2) Sin(%ﬁ)
6. D’apres la TFTD,
~ . . : . in(—22xfT,
V() = SF° yue 2T =1 4 a2 Te 4 o=i4nIT. = efmfn%
o 3nfTe
() = el

Sif=0Y(f)=3
7. Le spectre }7( f) est représenté sur la figure 10 pour f € [-3f./2,3f./2].

‘ ’ sin(3m fTe)
| sin(nfT,)

fe=1e3;
f=-3xfe/2:fe/1000:3*xfe/2;
Yf=3*ones (size (f));
Yf(sin(pixf/fe)~=0)=sin (3+pi*xf(sin(pi*xf/fe)~=0)/fe)./sin(pi+f(sin(pi+f/fe)~=0)/fe);
figure(l); plot (f,abs(Yf));

Exercice 15 (45) On considére x, un signal temps discret périodique de période 4 échantillonné a la fréquence f. = 100Hz.
Les premieres valeurs de x.,, sont to = x1 = 1 et xo9 = x3 = 0.

Calculez le module de la transformée de Fourier de ce signal. Représentez graphiquement le module de la transformée de
Fourier en fonction de la fréquence.

Solution :

Exercice 16 (52)
On considere un signal x,, échantillonné a la fréquence f. et défini par

Ty = Op + O0p—1+0p_2
On définit y,, = x,, * ©,, Calculez y,
Solution : La définition du produit de convolution a temps discret montre que

“+o00
E TpTn—k

k=—00

Comme il n’y a que trois termes non-nuls,

Yn = X0Tn + T1Tp—1 + T2Tp—2

15



— yp estnul pour n < 0
—y=a5=1

— Y1 = ToT1 + X1T0 = 2

— Yo = 2T + 2% + w270 = 3
— Y3 = 1122 + 2221 = 2

— Yya=zox2 =1

— Yn =0pourn >4

4.2 Exercices pour approfondir

Exercice 17 (34)

On considére le signal périodique x1[n| de motif {1,0,0,1} et le signal xo[n| périodique de motif {1,0,0,1,1,0,0,1}.
Calculez les transformées de Fourier discretes de ces deux signaux. Montrez comment les deux s’expriment en fonction d’un
cosinus et comment la deuxieme aurait pu se déduire de la premiere.

Solution : La premiere transformée de Fourier discrete est :
1 —j2n3k
Xl[k}zz(l“‘e 4)

Apres factorisation,

La deuxieme transformée de Fourier discrete est :
1 . 3k o 4k o T
X[k = S (1 + e PTE f e 4 e

On observe une similitude entre les termes 1,3 et 4,7. Apres regroupement

Xolk] = S0+ (-1 + )
Finalement si k est paire, Xs[k] = X;[k/2] et si k est impaire Xs[k] = 0.

Le deuxiéme signal est formé de la répétition du premier signal sur deux motifs. Les deux signaux sont périodiques aussi
les deux signaux sont identiques, mais la transformée de Fourier discrete ne produit pas les mémes valeurs, parce que la signi-
fication des coefficients complexes calculés n’est pas la méme. Dans le premier cas, les coefficients correspondent a des raies
de fréquences espacées de 1/4 dans le deuxieme cas ils correspondent a des raies de fréquences espacées de 1/8, il est donc
logique que les coefficients impaires soient nuls tandis que les coefficients pairs coincident avec les coefficients issus du premier
signal.

Exercice 18 (15)
On considére le signal cosinus tel que : x[k] = cos(2mk /6), observé sur une durée limitée T=N.Te, avec comme fréquence
d’échantillonnage fe = 1kHz. On considere 3 cas : N=6, N=12 et N=16.

1. Quelle est la fréquence du signal a temps discret s’il était défini sur une durée infinie ?

2. Calculez la TFD dans les deux premiers cas. On pourra s’aider de ce que sur I’ordinateur on trouve les résultats affichés
sur la figure 11.

3. Le calcul de la TFD dans ces 3 configurations donne les résultats suivants montrés sur la figure 11. Mettez les bonnes
échelles en fréquences pour les trois graphiques. Confrontez ce résultat a ceux trouvés précédemment. Expliquez pour-
quoi le troisieme cas est différent.

4. Proposez une idée pour atténuer les distorsions dans le 3éme cas ?

Solution :

1. xj est périodique de période 67,. On peut soit justifier en montrant qu’effectivement xy6 = T, soit faire le raisonne-
ment que 6 — cos(6) est 2m-périodique aussi on cherche k' tel que 27k /6 = 27k’ /6 + 2.
Comme tout signal périodique, xj, a sa premiere harmonique en f = 1/T eten I'occurence en f = 1/6/Te = fe/6.
16
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2. Premier cas :
De méme que pour calculer la transformée de Fourier d’une sinusoide a temps continu, une idée consiste a remarquer que
Ty, est la somme de deux exponentielles complexes puis a identifier x,, avec la transformée de Fourier discréte inverse :
Ty = chv:_ol Xkeﬂ”%k. On remarque que e/27(6—1k/6 — ¢=i27k/6 e qui permet de conclure, X}, = 0.5 pour k = 1
ouk =5,et X = 0pourk € {0,2,3,4}.
Deuxieme cas :
On note z,, ce deuxieéme signal qui est identique au premier parce que /N est multiple de 6 et qui a donc le méme
spectre, mais celui-ci n’est pas codé de la méme facon. La transformée de Fourier discrete X correspond a la fréquence
fk =kfe/12=0.5*kf./6 = 0.5} et par suite & X}, quand k est paire et & 0 quand k est impaire.
Finalement X9 = X;0 = 1/2 et X}, = 0 pour les 10 autres indices.

3. Troisiéme cas :
En fait le signal x,, a vraiment été changé, il n’est plus périodique de période 6, le signal en temps correspondant n’est
plus périodique de période 67, sa premiere harmonique n’est plus 1/6kHz mais 1/16kHz. Les différentes raies sont
espacées de fe/N aussiil n’y a pas de raies a 1/6kHz et I’énergie de cette raie se trouve répartie dans les raies autour.

4. Si on considere le signal 23 N = 16 termes et qu’on lui rajoute M — 16 zéros, on peut montrer que X (f) peut étre
approché par M X}, en choisissant k et M tel que f ~ kf./M, avec X (f) la transformée de Fourier a temps discret et
X, la transformée de Fourier discrete. L’ affirmation repose sur la similitude des deux expressions.

S Cours E : Repliement de spectre

5.1 Exercices d’application
Exercice 19 (57) On considére le spectre d’un signal défini par
S 1—-7r
X(f) = 1_ re—J2nfTe (4)
Le module de ce spectre est représenté sur la figure 12 pour une certaine valeur de v €0, 1|
1. Le signal associé a ce spectre est-il temps discret et non-périodique ? Quelle est la fréquence d’échantillonnage ?

2. A partir de (4) trouvez la valeur du module du spectre en f = % ? Dessinez le graphique associé a ces valeurs en
fonction de r pour r €]0,1[?

3. Quelle est la valeur de v €]0, 1] associée a ce graphique, sachant que sur le graphique on observe que |)? (fe/2)] =
0.05?

17
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4. A partir de la figure 12, trouvez la fréquence de coupure de ce signal, en supposant qu’on interpréte ce spectre comme
la réponse fréquentielle d’un filtre ? S agit-il d’un filtre passe-bas/passe-haut/passe-bande/coupe-bande/passe-tout ?

Solution :

1. temps discret, non-périodique, f, = 10Hz.

2.
1—7r
147

X (fe/2)] =

1= 182
1+ [X(£./2)

r=19/21.
4. f. = 0.17Hz. 1l s’agit d’un passe-bas.

j=sqrt (-1);

r=19/21;

fe=10;

f=-3xfe:le-3:3xfe;

X=(1-r) ./ (1l-r*exp (J*2*xpixf/fe));

figure(l); subplot (121); plot(f,abs(X),£f,0.05«ones(size(f)),"':"); grid;
subplot (122); plot (f(abs(f)<=0.5),abs (X(abs(f)<=0.5))); grid

6 Cours EBis : Filtre et descripteur de signaux
Densité spectrale et autocorrélation

6.1 Exercices d’application
Exercice 20 (41) On considere une suite h,, = 6, — d,,_1 On considére une entrée ayant les valeurs suivantes
zo=1 21=1 20=0 23=0 x4=1 z5=-1
Calculez yn, = hy, i xy, Vous pourrez d’abord montrer que
Yn = Tn — Tp—-1
Remarquez qu’on a ici calculé la sortie y,, d’un filtre de réponse impulsionnelle h,, dont ’entrée est x,.
Solution : On met le produit de convolution sous la forme
Yn = hoXn + h1xp_1 +hoxpn o+ ... +h 12pi1+ ...
Aussi
Yn = Tn — Tn—1
Finalement, on a
Yo=1 y1=0 yo=-1 y3=0 ya=1 ys=-2
Exercice 21 (42) On considere une filtre analogique défini par
t
vy = [ atr)ar

ou x(t) est I’entrée et y(t) est la sortie.

19



1. Calculez y(t) quand x(t) = 6(t) en distinguant le cas out < 0, t € [0,1] et t > 1. On note h(t) le résultat trouve, c’est
la réponse impulsionnelle.

2. Tracez la réponse impulsionnelle.

3. Calculez la transformée de Fourier de h(t). On pourra utiliser le fait que

sin(7 f)
mf

TF [11_1/2,1/9] (f) =

C’est la réponse fréquentielle notée H(f).

4. S’agit-il d’un passe-bas, passe-haut, passe-bande, coupe-bande ou passe-tout ?
Exercice 22 (43) On considére une fréquence d’échantillonnage f. = 100Hz. On considére un filtre numérique défini par
Y==Tp-1 )

1. On considere une entrée x,, = 0,. Calculez la sortie y,, correspondant a cette entrée. Cette sortie est notée h,, il s’agit
de la réponse impulsionnelle du filtre.

2. Tracez la réponse impulsionnelle

3. Calculez la transformée de Fourier a temps discret de h,,. C’est ce qu’on appelle la réponse fréquentielle notée H (f)

4. Tracez le module de la réponse fréquentielle. S’agit-il d’un passe-bas, passe-haut, passe-bande, coupe-bande ou un
passe-tout ?

5. Montrez en utilisant (5) que

Y(f)=H(HX(f)

Exercice 23 (44) On considére un signal x,, échantillonné a la fréquence fo = 1Hz. On le sur-échantillonne en doublant la
fréquence d’échantillonnage. On suppose que z,, = 0 pour n < 0. Le procédé consiste a d’abord rajouter des échantillons nuls
apres chaque échantillon, le signal obtenu est zy,

Zon = Tp  Zop41 =10
Puis on applique un filtre au signal z,, la sortie du filtre est notée vy,
Yn = Zn + Zn—1
1. On considere le cas de x,, défini par
x0:2 1'1:1 xg:—?) x3:—2

Tracez sur le méme graphique x, z, et Yy, avec une échelle en temps (s) et non en valeurs de n.
2. Exprimez vy, . . . y7 en fonction de xg, x1, T2, T3

3. Démontrez les relations suivantes
Yon+l = Tn  Y2n = Tn

Exercice 24 (49) On considére la fréquence d’échantillonnage f. = 100Hz. On considere le filtre numérique H défini par
I’équation aux différences suivante

Yn+1 + y?n = Tn

ou x,, est l’entrée et x.,, est la sortie. Montrez que

1 , 1
TFTD |:yn+1 + 2yn} = <€2]7rfTe + 2) T]FTD [yn]

Calculez la réponse fréquentielle.

20



FIGURE 13 — Représentations des spectres X (f), Yo (f), Z(f), Yy(f). Exercice 26

Solution :

_iopd
~ e ]2ﬂfe

A= ——"
14 0.5e 7" 7e

Exercice 25 (46) On considére un signal temps continue non-périodique (t) = 10,1 (t). Calculez la densité spectrale d’éner-
gie. Représentez graphiquement cette densité spectrale d’énergie.

Solution :

o sin®(rf)

X(0)="05

6.2 Exercices pour approfondir

Exercice 26 (54) On considére un signal x,,

(=n"
2n

T = ].N[TL]

échantillonné a la fréquence f. = 2Hz.

1. Sous-échantillonnez ce signal a f. = 1Hz en ne conservant qu’un échantillon sur deux. Calculez le nouveau signal
obtenu appelé y,[n).
21



2. On applique un filtre a x,, ce filtre est défini par la relation entrée sortie :

2 = % ©6)

Calculez le signal zy,.

3. Sous-échantillonnez le signal z, a f. = 1Hz en ne conservant qu’un échantillon sur deux. Calculez le nouveau signal
obtenu appelé yp|n|.

4. Tracez les xy, ya[n], yp[n], zn pour les trois premiéres secondes. Commentez I'intérét de considérer yy[n).
5. Calculez la fréquence de coupure associée au filtre défini par (6).

6. Sur la figure 13, sont représentés les spectres X (f), Z ( f),f’a( ) 17},( f). Trouvez quelle courbe correspond a quel

spectre.
Solution :
1.
1 1
Ya[n] = z2n QTnlN[”] = 471N[n]
2.
140 1 1 /(=" —1)n1 —1)ntt
IR E I S G Vi i W )
2 2 2 n on—1 on+l1
3.
1 ) (_1)2n+1 -1

4. fe=2; t=0:1/fe:3; n=0:(length(t)-1);
xn=(-1)."n./2."n; ya=xn(l:2:end); t2=t(l:2:end); zn=1/2x([0 xn(l:end-1)]+xn);
yb=zn(l:2:end);
figure(l); plot(t,xn,'+',t2,ya,'-',t,zn,"'"",t2,yb); legend('xn','va','zn');
On peut observer que y,[n] est plus proche de 1’ensemble des valeurs de x,, que y,[n].

5. Le module de la réponse fréquentielle est :

~ 1 1 .
|| Lo

. 1 . 1 .
— |p—imfTe | Z —gmfTe 4 ~ ,—jmfTe
‘e <26 + 26 >

cos (= )]
fe

On observe que lorsque fo = f./4,

)| = 22| 10)

La fréquence de coupure est bien fo = f./4.

6. les différentes spectres visibles sur la figure 13 sont : X (f) (bleu), Z (f) (rouge), ?a( f) (vert), ffb( f) (cyan). En effet la
courbe Z(f) a une pente plus raide du fait du filtrage et de méme Y3 (f) est a aussi une pente plus raide que Y, (f). Du
Je [fe

fait du sous-échantillonnage, }Afa( ), }Afb( f) ont un spectre qui se répéte dans la bande [%, % ].

fe=2; t=0:1/fe:100; n=0:(length(t)-1); =xn=(1)."n./2.”n; [Xf,fl=freqz(xn,1,100, fe);

yva=xn(l:2:end); [Yaf,f2]=freqz(ya,1,100,fe/2);

zn=([0 xn(l:end-1) ]+xn)/2; [Zf,fl=freqgz(zn,1,100, fe);

yb=zn(l:2:end); [Ybf,f2]=freqz(yb,1,100,fe/2);

figure(l); plot(f,abs (Xf), [f2 ;f2+fe/4],2/abs(Yaf (1)) *[abs(Yaf) ;abs(Yaf)],f,abs(Zf)
[f2; f2+fe/4],2/abs(Ybf (1)) *[abs(Ybf); abs(Ybf)]);

legend ('X(f) ', 'Ya(f) "', 'Z2(£) "', 'Yb(£) "),
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7 Cours 1F : Filtres analogiques

7.1 Exercices d’applications

Exercice 27 (5)
Calculez les transformées de Laplace de sin(27 fot)1r  (t) et cos(27 fot)1r (t).
1. En utilisant les propriétés de dérivation, reliant le sinus au cosinus, vérifiez que la TL du cosinus se calcule bien a partir
de la TL du sinus.

2. En utilisant les propriétés d’intégration, reliant le cosinus au sinus, vérifiez que la TL du sinus se calcule bien a partir
de la TL du cosinus.

Solution : Bien que les signaux soient en apparence définis pour ¢ €] — 0o, 00|, seule la partie correspondant aux instants
positifs est prise en considération. Au dela de la convention qui veut que la transformée de Laplace est réservée aux signaux
causaux (i.e. nuls aux instants négatifs), la construction mathématique (la transformée doit &tre holomorphe sur un domaine
défini par R(p) > C') suppose une décroissance tres forte du signal aux instants négatifs. Le calcul des transformées de
Laplace des deux signaux sont

C(p) P

27 fo
S(p) = = m

PP A

1. La propriété de dérivation est :

27 fo cos(2m fot) = % [sin(27 fot)]

Pour un signal nul en zéro, le fait de le dériver conduit a multiplier sa transformée de Laplace par p, voici la démonstration
au moyen d’une intégration par partie :

+o0 +oo
pS(p) = /0 pefpts(t) dt = [—efpts(t)]goo — /0 (—efpt) %[S(t)]dt =TL [is(t)}

En appliquant cette propriété, on trouve
2m foC(p) = pS(p)

2. La propriété d’intégration est :

t
2 To sin(27 fot) = /0 cos(2m for) dr

Le fait d’intégrer un signal depuis I’instant nul conduit a diviser par p sa transformée de Laplace, voici la démonstration
au moyen d’une intégration par partie :

L [/Otc(t)dt} (p) :/Ote—pt (/Otc(T)d7'> dt = [—e;t (/Otc(T)drﬂ:m_

t o opt 1
/0 ——elt) dt = “TL[e(0))(p)

L’ application de cette propriété conduit a la méme formule que précédemment :

Sp) 1
H = pC(P)

Exercice 28 (11)
1. Calculez la transformée de Laplace de s1(t) = cos(27 fot)1r_ (1).

2. Calculez la transformée de Fourier de s1(t). Commentez les différences et ressemblances entre les deux formules.

3. so(t) = sin(27 fot)1r, (t) s’ exprime en fonction de la dérivée de s1(t) en déduire la transformée de Laplace de so(t).
Commentez la pertinence physique de ce calcul.
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Solution :
L TLs (D)) = e

2. TF[s1(t)](f) = 36(f — fo) + 36(f + fo) Les deux transformées ont comme point commun d’avoir une singularité en
les fréquences fj et — fy. En revanche les valeurs sur les autres fréquences different, de mémes que different les formules
permettant de retrouver s (t) a partir de leur transformées.

3. TL[s2(t)] = 575 [~1 + pT Llcos (27 fot)]].

4. Formellement so(t) s’exprime bien en fonction de la dérivée de s;(t) cependant il s’agit de la dérivée d’un signal
créneau. Physiquement il y a de nombreux exemples qui peuvent étre modélisés par la dérivation d’un signal créneau,
ouverture d’un circuit contenant une inductance (par exemple transformateur débranché). Cependant il est probable

qu’alors la modélisation soit moins précise, que d’autres phénomenes physiques deviennent prépondérant. Toutefois il
est important qu’une modélisation soit cohérente et le terme en zéro permet cette cohérence.

Exercice 29 (47) On considére un filtre analogique H défini par I’équation différentielle suivante

dy |y _

a o "

ou x(t) est I’entrée et y(t) est la sortie. Montrez que ce filtre est stable.

Solution :
1
Hp) =——
() p+1/2
H n’a pas de pole dans R(p) > 0.
7.2 Exercices pour approfondir
Exercice 30 (9)
On considére un filtre de transformée de Laplace H (p) = a%, avec a,b dans R.

Pour quelles valeurs de b ce filtre est-il stable ?

Calculez la réponse fréquentielle de ce filtre.

Donnez la relation entre a et b pour que H (0) = 1. A quoi sert cette relation ?

Représentez le module de la réponse fréquentielle quand b €0, 1| puis quand b €]1, +oo[. Commentez.

Calculez la réponse impulsionnelle de ce filtre. Commentez sur la stabilité du filtre.

AN N

Reprendre les deux derniéres questions en considérant une nouvelle échelle de temps t' = 2t appliquée a un nouveau
_ 1

filtre H(p) = T

7. Ecrire la relation entrée-sortie sous la forme d’une équation différentielle.

8. Ecrivez la relation entrée-sortie sous la forme d’une équation intégrale.

La transformée de Laplace est définie par H(p) = 0+°° h(t)e Ptdt

La transformée de Fourier est définie par H(f) = [ h(t)e 32 itdt

Solution :

1. Un filtre dont la transformée de Laplace est une fraction rationnelle est stable si la partie réelle des pdles (i.e. les racines
du dénominateur) sont strictement négatives, aussi le filtre est stable si et seulement si b > 0.

2. Pour un filtre dont la réponse impulsionnelle est nulle aux instants négatifs, la réponse fréquentielle lorsqu’elle est définie

en la fréquence a f coincide avec la transformée de Laplace pour p = j2r f. Aussi H (f) = aggfr’;ii

3. a = b. Cela assure qu’une entrée constante produit une sortie constante égale. En fait cela assure méme que la moyenne
de la sortie est égale a la moyenne de I’entrée.
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4. On met |H(f)| sous la forme :

‘f](f”_b 14_1_7@
- 47r2fg+b2

Sib €]0, 1[ alors H(f) est un passe-bas. Si b €]1, +oc alors H (f) est un passe-haut.

On met la phase sous la forme : arg(H (f)) = arctan(2n f) — arctan(%) ainsi la phase s’annule en f = —oo, f = O et
f = +00.Sib €]l, +00] elle est négative puis positive, et si b €]0, 1] alors elle est positive puis négative. Voir figure 15
et 16 (p. 26-27). En représentant le plan complexe d’abord avec le zéro a gauche du pdle puis a droite du pdle, on peut
observer I'influence respective des deux singularités sur la réponse fréquentielle.

5. Le calcul de la transformée de Laplace inverse se met en mettant sous une expression telle qu’on reconnait des trans-
formées de Laplace de signaux classiques (il s’agit d’une décomposition en élément simple de la fraction rationnelle) :
H(p) = a(l + ;1%) Sous cette forme il est possible de calculer une fonction dont la transformée de Laplace soit
justement H : h(t) = ad(t) + a(1 — b)e
On observe que pour b > 0, h(t) — 0, or il se trouve que ce comportement asymptotique est justement une condition
nécessaire de la stabilité.

6. Si on dilate le temps par 2 en posant hy(¢) = h(%), alors H,(f) = 2H(2f) et I’échelle des fréquences est compressée.

2
On ade méme H;(p) = 2H(2p) = 1%1/2 et hi(t) = ezt

Clt) +by(t) = a'a(t) + ax(t)

y() = 2() + a(1 — b) /O ot — )edr

2 1 1 I I 1 1 1 1 1
-05 -0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 05

FIGURE 15 — abs(H) et angle(H) pour b=0.1, (les angles du numérateur et du dénominateur sont aussi représentés autour de
angle(H)). Exercice 30. COURBES INVERSEES, A REFAIRE

Exercice 31 (39) On considere un filtre de réponse impulsionnelle

h(t) = 1p,)(t)

L’entrée de ce filtres est notée x(t) et la sortie est notée y(t). Un tel filtre est appelé moyenneur.
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FIGURE 16 — abs(H) et angle(H) pour b=3, (les angles du numérateur et du dénominateur sont aussi représentés autour de
angle(H)). Exercice 30

1. Expliquez pourquoi ce filtre est stable ?

2. Montrez que la sortie du filtre s’exprime en fonction de |’entrée

y(t) = /tt x(T)dr

—1
3. On place en entrée un échelon : x(t) = 1| o[(t) Calculez la sortie y(t) en distinguant le cas t < 0, t € [0, 1] et le cas
t> 1
Représentez graphiquement la sortie du filtre y(t).
Calculez la fonction de transfert de ce filtre.
Expliquez pourquoi ce filtre n’est pas un filtre rationnel ?

Pourquoi peut-on dire que ce filtre est stable ?

o N & W KN

Montrez que H (0) = 1. Pourquoi est-ce une propriété attendue d’un filtre moyenneur.

Solution :
1. Le filtre est causal parce que h(t) = 0 pour t < 0.
2. Définition d’une réponse impulsionnelle :

+oo

y(t) = h(t) xx(t) = / x(T)h(t — 1) dr

—o0
On obtient le résultat en remarquant que h(t — 7) = 0 quand 7 € [t — 7, t].

3. lercas quand ¢t < 0, y(¢) = 0 du fait de la causalité.
2¢éme cas quand ¢ € [0, 1],y(t) = f(f dr parce que z(7) est nul quand 7 < O et que ¢t — 1 < 0. Donc y(t) = t.
3eéme cas quand t > 1, y(t) = ftt—1 dr = 1.

4. La courbe de y(t) est nulle pour ¢ < 0, elle croit entre 0 et 1 avec une pente égale a 1 et redevient horizontale pour ¢ > 1.

5. Définition de la fonction de transfert au moyen de la transformée de Laplace

+o00
H(p) = /0 h(t)e Pt dt

Compte tenu de la définition de h(t),




6. H(p) n’est pas un quotient de deux polyndmes, ce n’est donc pas une fonction de transfert rationnelle.

7. h(t) tend vers zéro en I’infini, donc le filtre est stable (en réalité il faudrait dire h est une fonction L1). On ne peut plus
utiliser la caractérisation en termes de zéros et de poles.

8. Pour un filtre, on a toujours

Ce qui permet de trouver le résultat. Cela signifie que le gain statique est de 1 et que donc le signal en sortie n’est pas
amplifié ou atténué par rapport au signal d’entrée. En particulier la moyenne du signal de sortie est égale a la moyenne
du signal en entrée.

8 Cours 2F : Filtres numériques, MA, AR, ARMA, Transformée en Z

8.1 Exercices d’application

o ] -

FIGURE 17 - s0,se,sa (exercice 32, (12))

Exercice 32 (12)

On désigne par e, et s, respectivement les valeurs de ’entrée et de la sortie du filtre a 'instant n'T, défini dans la figure 17
(p. 28).

1. Montrer que ’algorithme de ce filtre peut s’écrire : s, = aey,, + bsp_1, (a et b sont deux coefficients constants).

2. En déduire que la fonction de transfert en z de ce filtre peut s’écrire : T'(z) = T =T

La transformée en Z s’écrit TZ[hp) = 3 s hnz™"

Solution :
1. Le symbole en croix ajoute a gauche ae,, a bs,,—1 en dessous pour fournir a droite s,,.

2. Latransformée en Z de s,, est S(z), de s,,_1 est z~1.5(z), de e,, est F(z), aussi I’équation de récurrence devient S(z) =
aE(z) + bz~15(z). La fonction de transfert du filtre est défini par T'(z) = %, apres calcul il vient T'(z) = 1—-—.
Exercice 33 (48) On considere le filtre numérique H défini par I’équation aux différences suivante

In _

Yn+1 + 9 T

ou x,, est l'entrée et x.,, est la sortie. Calculez la réponse impulsionnelle.
Solution :
hy = (—1/2)"1n, [n]

28



Exercice 34 (50) On considére la fréquence d’échantillonnage f. = 100Hz. On considere le filtre numérique H défini par
I’équation aux différences suivante

Y
Yn+1 +?n = In

ou x,, est l'entrée et x.,, est la sortie. Calculez la réponse fréquentielle.

Solution :

_son
~ e j27rfe

H(f):—_%i
14 0.5e 7"

Exercice 35 (14) On définit deux filtres. Le premier filtre est défini par sa réponse impulsionnelle : h$, = §[n] + 26[n — 1] +

d[n — 2]. Le deuxieme filtre est défini par sa fonction de transfert : H(z) = %

Pour les différents filtres ci-dessus, utilisés avec une fréquence d’échantillonnage de 1MHz, compléter les informations de
maniére a avoir :

1. Le type de filtre (RILRIF)

La stabilité

Le diagramme de pole et de zéros
La réponse impulsionnelle

L’allure du module de la réponse fréquentielle.

S I

Quelle est I’équation qui lie I’entrée et la sortie.

Solution :

FIGURE 18 — Module de la réponse fréquentielle du deuxieéme filtre numérique. Exercice 35

Premier filtre

1. filtre FIR
2. FIR= stabilité, ou encore quelle que soit I’entrée bornée, la sortie tend vers zéro, ou encore les pdles sont en z = 0.

3. Lalinéarité de la transformée en z ainsi que le fait que z~! est un opérateur de retard montre que la fonction de transfert
2
(i.e. 1a TZ de la réponse impulsionnelle) est Hy(z) = 1+ 227! + 272 qui apres calcul se met sous la forme de (A2

22
aussi il y a deux zéros en z = 1 et deux podles en z = 0.
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4. La définition de d,, (i.e. 69 = 1 et §,, = 0 ailleurs) montre que hg = 1, hy = 2, ho = 1, h,, = 0 ailleurs.

5. En substituant z par e/2™/T¢ dans I’expression développée de I’itéré 3, on forme la réponse fréquentielle du filtre, celle-
ci a un déphasage de e 7>™fT¢ par suite de la symétrie de la réponse impulsionnelle autour de n = 1 : H(f) =
1 4 2e7927fTe 4 =747 fTe - Apres factorisation et en ayant remarqué que les exponentielles complexes se recombinent
en un cosinus, on trouve que H(f) = 4e=72™/T¢ (0.5 cos(2m fT,) + 0.5). Le module est un cosinus sur-élevé qui est un
passe-bas s’annulant en fe/2. En tant que module de réponse fréquentielle d’un filtre numérique échantillonné a fe, il
est aussi périodique de période f..

6. L’expression développée de la fonction de transfert donne la relation entrée-sortie vy, = =, + 22,1 + T—2. La dé-

_ Y(2)
X()

monstration se fait en utilisant ’interprétation entrée-sortie de cette fonction de transfert H (z)

z~! comme un opérateur de retard.

et en interprétant

Deuxiéme filtre

1. filtre FII
z+3

2. On écrit la fonction de transfert comme quotient de deux polyndmes de variables z : H(z) = 5-=5. Le dénominateur a
une racine z = 1/2, ceci est donc le seul pdle de cette fonction de transfert et précisément il est dans le disque unité,
aussi le filtre est-il stable.

3. Le zéro est —3 et le pole est 1/2.

4. L’expression initiale de la fonction de transfert montre que le systeéme a pour équation : y, — 1/2y,—1 = 1/2z, +
3/2x,,—1. On met en entrée un dirac x,, = dy, la sortie sera alors la réponse impulsionnelle : yo = 1/2, y; = 7/4, puis
Yn = 1/2y,_1 pour n > 2. Finalement h,, = 7/2"*! pourn > 1 et hg = 1/2.

Une autre fagon de procéder consiste a chercher a et b tels que H(z) = a+ 1_1/#, en fait @ vaut —3 en tant que limite

de H(z) quand z — 0 et a + b vaut 1/2 en tant que limite de H(z) quand z — oo. Aussi H(z) = -3 + 7/2171/#.

On reconnait dans le quotient la transformée en z de la suite 1/2", cela confirme le résultat précédent.
5. En substituant z par e/27f7¢ dans I’expression développée de I’itéré 3, on forme la réponse fréquentielle du filtre :

~ 1 4 3e 72 /Te
H(f) = 9 _ €_j27rfTe

Pour exprimer le module d’une fagon plus simple, il suffit de faire apparaitre des cosinus et sinus a la place des exponen-
tielles complexes : e 72™/Te = cos(27 fT,) — jsin(2m fT.) puis d’utiliser le fait que cos?(2m fT,) + sin?(2n fT,) = 1
pour trouver que

. 35 3
HDI= \/10 —8cos(2rfT.) 2

On observe ainsi que le module est périodique de période fe, il est paire ; il est croissant entre — f. /2 et 0 puis décroissant
entre 0 et f./2. 1l a donc I’allure d’un passe-bas. Il est représenté sur la figure 18 (p. 29).

ZN 2

6. La relation qui lie la sortie a ’entrée a déja été exposée plus haut pour calculer la réponse impulsionnelle : y, —
1/2yp—1 = 1/2x,, + 3/2xy,_1, elle provient de I’écriture de la fonction de transfert.

8.2 Exercices pour approfondir

Exercice 36 (20)
On considere le filtre de fonction de transfert H#(z) = 143271 + 6272 + 3272 4 2= Pourquoi ce filtre est a phase
linéaire ? Montrez qu’il se comporte comme un filtre a retard, quel est ce retard ?

Solution :
Apres factorisation, on peut réécrire la réponse fréquentielle sous la forme :

2 —jar T, 3\* 7
H(f)=4e 7/ te <cos(27rfTe)+4> +E

Ainsi le filtre est bien a phase linéaire, comme le terme entre parenthese est toujours positif, 1a phase est entierement déterminée
par e 747/ Te ¢’ est-a-dire un retard de deux pas de temps. On peut alors proposer un filtre 2 retard 422 qui a le méme déphasage
que H et qui coincide avec le gain uniquement en f = f. /4. Ces deux filtres sont représentés sur la figure 19 (p. 31)
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2t
2r :: 1 3t

FIGURE 19 —réponse fréquentielle en module et en phase du filtre étudié ainsi que du filtre a retard correspondant (exercice 36,

(20))

Exercice 37 (59) On considere un filtre moyenneur de taille N défini par

1
hyp = Nl{o,...,Nfl}[n] (7

La fréquence d’échantillonnage considérée est f.. La réponse fréquentielle de ce filtre est un sinus cardinal ingénieur, il s’agit
d’un passe-bas. Trouvez un moyen de justifier le fait que pour N assez grand, la fréquence de coupure de ce filtre est donné par

1 V2
fc'\‘fe (N_]V2> ®)

Solution : La réponse fréquentielle de ce filtre s’obtient en appliquant la TFTD a h,,

25 — —jonfnT, _ 1 — e J2mINTe
H(f)=) e =T ©)
n=0

En considérant le module de cette expression,

] -

9 Cours G : Synthese de filtre MA, gabarit, fenétre, invariant impulsionnel

9.1 Exercices d’applications

Exercice 38 (19)
On cherche a synthétiser avec un filtre a réponse impulsionnelle finie un passe-haut de fréquence de coupure f. = f./6,
avec f. = 1kHz, a ’aide de la fenétre triangulaire.

1. On considére une suite temps discret hl, dont la transformée de Fourier est périodique de période f. et égale a 7.7
sur Uintervalle [— f. /2, fo/2]. Quelle transformée de Fourier utiliser pour calculer h% ?

2. On sait que la transformée de Fourier de 1|_1 3 1 /9] (t) est sin(rf), Montrez qu’alors la transformée de Fourier inverse

. 7rf
de 1[_f67f(](f) eS[ w ?

sin(7n/3)

3. Déduisez que hj, =
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4. On note hY la suite dont la transformée de Fourier vaut 1_yt. /2~ 5. + Ly..5./2) au sein de Uintervalle [—fe/2, fe/2].
Que vaut h?.

5. On souhaite maintenant un filtre causal avec une réponse impulsionnelle h, causale sur sept termes (i.e. ailleurs que
sur ces sept termes la réponse impulsionnelle est nulle). Que vaut h¢, ?

6. On utilise maintenant une fenétre triangulaire, que vaut le filtre hfl ainsi modifié ?

~N

Pourquoi le filtre obtenu est-il a phase linéaire ?

8. Les modules et les phases des filtres recherchés sont représentés sur la figure 20 (p. 32), précisez quelle courbe corres-
pond a quel filtre.

1.4 . - 4 - -

AN N _
' | |
!
1H \ ]
0.8F 7
: | -
06 i \ \q
=ik H \F _
0.4F g
_D \ .
0.2r T —3H 4
0 I 1 _4 1 1
0 200 400 600 0 200 400 600

FIGURE 20 — Module et phase des réponse fréquentielle des différents filtres pour deux troncatures a N = 6 et N = 100, avec
et sans application de la fenétre triangulaire, (exercice 38)

Solution :

1. On considere la transformée de Fourier temps discret inverse.

2. Le signal 1{_1/21/9] (t) est symétrique aussi la transformée de Fourier et la transformée de Fourier inverse sont en fait
identiques aussi :

sin(7t)

TIF_1[1[—1/2,1/2](10)](15) =

5.7 (f) ne differe du précédent spectre que par une dilatation/contraction du spectre :

7t

f
L g () = 112,172 <2f>
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5.

Aussi

sin(7t2f.)

_ . i /3
TF 1[1[7fc,fc](f)](t) = T £ = Sll’l(ﬂ' f/ )

Tt

Le signal temps continu % respecte le critere de Nyquist puisque son spectre est contenu dans | — fe/2, fe/2],
aussi I’échantillonnage a la fréquence f. a un spectre identique sur la bande | — f/2, fe/2[, a savoir 1;_;_,(f) ce qui
est I’objectif. Ainsi h¢ est simplement I’échantillonnage de % a la fréquence f.. De plus h$ = 1/3 en effet le
spectre 1;_y, ¢ occupe le tiers de la bande de fréquence [~ f./2, f./2] (écriture de la transformée de Fourier discrete
inverse en 1’indice nul).

Lintevalle [— f. /2, — fc] U[fe, fe/2] est le complémentaire de I’intervalle [— f., f.] au sein de I'intervalle [— f./2, f./2].
On sait que la transformée de Fourier discréte d’un dirac d,, a un spectre constant égale a 1. Aussi le signal temps discret
recherché est h¢ = &, — h%. De plus h) =1 —1/3 = 2/3.

he =0
B =2
hs=—y2
hs =3
B =42
he = — 4
he =0

La fenétre triangulaire est définie par : w,, = (1 — @) Le produit terme a terme de la fenétre et la réponse impulsion-
nelle donne :

hd =0

=
h%:;%
hy =3 /3
hj‘f:—z‘%—f’
d __ 3
hs =%
hd =0

Les filtres hf, et h‘fl sont symétriques aussi ils sont a phase linéaire (factorisation possible de la réponse fréquentielle par
la phase d’un terme central et par une réponse fréquentielle réelle parce que provenant d’une réponse impulsionnelle
paire).

A gauche ce sont les modules des filtres et a droite les phases. La courbe douce et assez éloigné du spectre idéal
correspond a hZ. Sa phase est linéaire et n’a qu’un saut sur la figure. La courbe avec deux lobes et un peu plus proche du
spectre idéal correspond au filtre h¢ (donc sans fenétre triangulaire), sa phase est linéaire mais a un saut supplémentaire
qui correspond au changement de signe du sinus en passant un lobe. La courbe trés oscillantes est obtenue avec h{, mais
avec 100 termes. La courbe presqu’aussi proche du filtre idéal mais tout en restant assez douce est obtenue avec h¢ et 100
termes. Sa phase est représentée a droite, elle est linéaire mais avec une décroissance tres forte et donc avec énormément
de sauts.

Exercice 39 (35) Les signaux audio stéréo sont numérisés sur 16 bits a la fréquence d’échantillonnage avec f. = 44.1kHz.
log0(2) ~ 0.3 et log;,(3) ~ 0.5.

1.
2.

Déterminez le rapport signal sur bruit en décibel pour une sinusoide a plein échelle.

Le nombre de bits est multiplié par 1.05 (bit d’horloge, correcteur d’erreur, contréle, affichage). Quel est le débit du
systeme d’enregistrement ?

On peut enregistrer une heure de musique sur un CD. Evaluez le nombre de bits que I’on peut stocker.

4. A titre de comparaison : un dictionnaire peut posséder jusqu’a 1500 pagesavec deux colonnes par page, 100 lignes par

colonne, 8 mots par ligne, 6 lettres par mot. Il faut 7 bits pour coder une lettre. Combien de dictionnaires peut on stocker

surun CD?
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Solution :

1. On suppose que les signaux sont a valeurs dans [—1, 1]. Lorsqu’on quantifie un signal, la distortion peut étre modélisée
par une loi uniforme de 0 a la moitié de la valeur codée par le dernier bit. Il y a un bit pour coder le signe et 15 bits pour
coder entre 0 et 1. Le bruit est donc une loi uniforme sur [—0.5 * 2715, 0.5 * 2715]. On pose o = 2716, La puissance de
ce bruit est P, = var[B] = %2 La puissance du signal est P; = 1/2 (signal périodique temps discret, d’amplitude 1).
Le rapport signal sur bruit est 10 log; (%) c’est-a-dire 88dB.

2. Le débit est d = f.nr ol n est le nombre de bits et r est le correctif. Donc 74.1kbits.

3. Le nombre de bits que 1’on peut stocker est Nb = dAt ou At est la durée de 1’enregistrement 2.67Mbit.

dAt

4. Le nombre de dictionnaire est Nd = 500X IX 10086 x7

donc 26 dictionnaires.

Exercice 40 (37) La fréquence d’échantillonnage est f. = 1kHz. Faites la synthése d’un filtre passe-bas de fréquence de
coupure f. = 250Hz avec une fenétre rectangulaire et en utilisant que 7 termes non-nuls.

Solution : La premicére étape est de calculer la transformée temps discret inverse de 1(_y, /4 7. /4(f). Le résultat des 7 termes

autour de O est h_3 = hg = —%, h_9=hy=0,h_1 =h; = % et hg = 1/2. La réponse impulsionnelle du filtre synthétisé
est obtenue en décalant ce signal de fagon a rendre le filtre causal, (I’application d’une fenétre causale ne modifie rien dans la
réponse impulsionnelle trouvée). hg = hg = —%, hi=hs=0,hy = hy = % eths =1/2.

10 Exercice pour approfondir

09

0.s
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01r
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FIGURE 21 — Transformée de Fourier de wq(la) et wgb)

Exercice 41 (36) On étudie I’impact d’une fenétre sur la synthése d’un filtre de réponse impulsionnelle h,. La fréquence
d’échantillonnage est f. = 1kHz.

1. Montrez que la transformée de Fourier de w&“) = ﬁlo.. ~N[n]
| sinmf(N + 1)T,
TFw(®)](f) = e I NTe e 10
2. Expliquez en quoi le résultat trouvé se distingue d’un sinus cardinal.
d
3. On considere wg’) = 5{1) * wﬁla). Calculez wﬁbb). Pour cela on pourra d’abord considérer le cas N = 2, N = 3 puis

généraliser en considérant séparément le casn < N et le casn > N.
(®) o

4. Comment appele-t-on la fenétre associée a wy,
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FIGURE 22 — Transformée de Fourier de x,,, xnwﬁf) (avec N = 20) et a:nwv(lb) (avec N = 10).
d
5. A partir de la définition de w,(lb) = w,(la) * w,(la) et a partir (10), calculez le module de la transformée de Fourier de wg}).
6. Indiquez a partir de la figure 21 a quelle courbe 1, 2 ou 3 correspondent les modules des transformées de Fourier de
w,(la) pour N =10 et N = 20 et wgb) pour N = 10 ? Justifiez votre réponse ?

7. La figure 22 représente les modules des transformées de Fourier de x, = cos(2w fonT.), :an;a) et xnwg)), avec

fo = 240Hz. Ecrivez (sans faire de véritables calculs) les modules des transformées de Fourier de ces trois signaux.
Indiquez a partir de la figure 22 a quelle courbe 4,5,6 correspondent les transformées de Fourier de ces signaux?
Justifiez votre réponse ?

IRV TR A b N A
8. Commentez sur ’intérét d’utiliser la fenétre wg) par rapport a la fenétre wq(f).

Solution :

1. C’est I’application de la transformée de Fourier a temps discret.

N
1 —j2mfn
TRID[?)(f) = g O e 92T
n=0

L’ utilisation de la formule sur la somme d’une suite géométrique permet d’écrire que
1 1— e—j27rf(N+1)Te
TN+l 1 il

TETD[w{](f)

2. ’]I‘IE"]I‘ID)[wy(La)] (f) est périodique de périoide f., ce que vérifie le résultat calculé et ne vérifie pas un sinus cardinal.

3. Pourn < N, wgb) = % etpourn > N, wT(«Lb) = 2]\]@% Le premier signal a IV + 1 termes non-nuls, le deuxiéme
signal a 2N + 1 termes non-nuls.

4. C’est la fenétre triangulaire

(b B 1 sin? mf(N +1)Te
[TF[w,)](f) = (N+1)2 sin27TfTe

6. La courbe 1 correspond a w%a) pour N = 10. La courbe 2 correspond a w&b). La courbe 3 correspond a w,(la) pour

N = 20. La courbe 2 apparait bien comme le carré de la courbe 1, la courbe 3 et la courbe 2 se distinguent par les
fréquences auxquelles les transformées de Fourier s’annulent.

7. X(f) = 0.55(f — fo) + 0.55(f + fo). C’est la courbe 6. TF[z,w'™](f) = 0.5W @ (f — fo) + 0.5W @ (f + fo). Cest
la courbe 4. TIF[xnwg’)](f) = 0.5WO(f — fo) + 0.5WO(f + f5). Cest la courbe 5.

8. Le fait de multiplier un signal par wﬁf’) plutot que par w;@ réduit fortement les ondulations sur la transformée de Fourier.
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11 Cours H : Synthese de filtre AR, gabarit, transformées bilinéaires

11.1 Exercices d’applications

Exercice 42 (22)
On cherche a synthétiser avec un filtre numérique de Butterworth un passe-bas de fréquence de coupure fc# = f¢/6, avec
fe = 1kHz a l’ordre 3.

1. On cherche le gabarit que devrait avoir le filtre analogique pour qu’aprés application de la transformée bilinéaire le
filtre numérique obtenu soit celui souhaité. L’'ingénieur A dit que les fréquences sont transformées par une application
non-linéaire qui est une tangeante, il propose f#* = atan(bf), ot f désigne les fréquences du filtre analogique et f7
désigne les fréquences du filtre numérique ; quand pour deux fréquences f et f# cette relation est vérifiée alors il y a
égalité entre H (f) et H #(f). Pourquoi cette relation, telle qu’elle est proposée par I'ingénieur A n’est pas pertinente ?
L’ingénieur B propose une autre relation f = atan(b f#) Proposez un raisonnement permettant de fixer b; puis un
deuxieme raisonnement permettant de fixer a en fonction de b en utilisant le fait qu’a basse fréquence on souhaite que
le filtre analogique et le filtre numérique ait le méme comportement. Quel est alors le gabarit ?

2. Sachant que les fonctions de transfert des filtres de Butterworth vérifient H(p)H (—p) = (—1)%%’ montrez que le

/
changement de variable p = 25? permet d’approcher le gabarit recherché, calculez pour cela la réponse fréquentielle.
Comment choisir alors fy?

1

3. La table des filtres de Butterworth indique que pour n = 3, H(p) = TID"

filtres et par suite sans calcul, donnez les pdles de ces filtres.

D’apres la facon de construire ces

4. Calculez H* la fonction de transfert du filtre analogique qui s’approche du gabarit, ainsi que la réponse fréquentielle.

5. Calculez H® la fonction de transfert du filtre numérique recherché (fonction de transfert et réponse fréquentielle). Les

. s y 1— —1
calculs sont simplifiés en montrant d’abord que p = /37 +z,1.

1432714322423

b —
T = G+ — (VB + 3 + (V3= 3+ (5B + )

6. Sans utiliser ce dernier résultat, calculez la réponse fréquentielle du filtre numérique recherché.

Solution :

1. La premiere relation n’est pas définie pour une infinité de valeurs de f alors qu’elle devrait I’étre. Elle a toutes les valeurs

possibles sans que la périodicité n’apparaisse.
s

bf# doit correspondre a +00 quand f# = f, /2 aussi b = T
A basse fréquence, f# ~ f aussi a = 1/b= %

Le gabarit du filtre analogique recherché est celui d’un passe-bas idéal de fréquence de coupure Wf—\% ~ 184Hz.

2. Onpose H'(p') = H(p) : H'(p') = W et par suite la réponse fréquentielle est : H'(f) =
B 27 fo

1

us / ’
\ Grfg )

3. Le polyndme (—1)3p% + 1 = 0 a six racines : p = ¢/ ( . Les pdles sont les trois racines qui se trouvent étre dans la
partie stable, a savoir R(p) < 0, en ’occurence il s’agit des racines formées a partir de : k = 2, 3, 4.

a(y) — (2 fo)? a(f) = o)
4. H (p) — (pt+2nfo) (P2 +p27 fo+ (27 f0)?) H (f) o \/m

Cette expression s’approche du gabarit recherché si fo = W{;g.

k27/6)

~ eye . _.—1
5. La transformée bilinéaire est p = 2 fe%

6. Larelation entre les réponses fréquentielles a déja été donnée précédemment. f = ];—e tan(’r}c—e# ). Ho(f#) = 1

6( i
1427 tan®( - )

Exercice 43 (13)

On cherche a comparer la réponse impulsionnelle d’une filtre analogique avec la réponse impulsionnelle d’un filtre numé-
rique. La transformée de Laplace du filtre analogique étudié est H (p) = 1%
1. Pourquoi H est-il stable ?
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2. On considére que la fréquence d ’échantillonnage est de fe = 1Hz. Montrez la transformée bilinéaire H* de H peut se
mettre sous la forme H(z) = a + 1 ,1, aveca=2,b=-4/3,¢=1/3.

3. Calculez la réponse impulszonnelle.

4. Du fait de l'utilisation de la transformée bilinéaire, il existe une relation entre la réponse fréquentielle du filtre ana-
logique et la réponse fréquentielle du filtre numérique. Quelle est cette relation, redémontrez cette relation et en dé-
duire le module de la réponse fréquentielle du filtre numérique ? Représentez le module de la réponse fréquentielle sur

[_2fe7 2fe]-

Solution :

FIGURE 23 — Module de la réponse fréquentielle du filtre numérique. Exercice 43

1. Pour un filtre dont la fonction de transfert est une fraction rationnelle, la stabilité est déterminée par le fait que I’ensemble
des poles soient a partie réelle strictement négative. C’est le cas ici.

2. La transformée bilinéaire est définie par p = 2/T'e * Apres substitution puis calcul on trouve le résultat souhaité.

1+ T

3. La fonction de transfert 7'(z) est définie et s’exprime en fonction de la réponse impulsionnelle T'(z) = > ° hpz ™"

pour |z| > 1, sur ce domaine 1_1/# est développable en série entiere et vaut > oo ()"2~" Par identification on
obtient : hg = 2/3, h,, = —4/3/3™ pour n > 1.

4. 1l n’y a pas de singularité sur I’axe imaginaire de H (p) ni sur le cercle unité de H%(z) (la transformée bilinéaire n’en
introduit pas de nouvelles singularités), aussi il y a une correspondance entre la transformée de Laplace et la réponse
fréquentielle de H et de méme entre la transformée en Z et la réponse fréquentielle de H?. Ceci est a priori necessaire
pour la démonstration pour les relations entre réponses fréquentielles de H et H<. Dans la relation p = 2/Te *

1+z 1o
on substitue p = j2nfetz = e —i2mfTe o f est la fréquence de la réponse fréquentielle de H, tandis que f¢ est la
fréquence de la réponse fréquentielle de H?. 1 y a égalité entre H(f) et H%(f¢) lorsque cette relation entre f et f¢ est
vérifiée. Apres calcul on trouve

d
f =L (7L
™ e
La réponse fréquentielle du filtre analogique s’obtient par substitution p = j27 f : H (f) =1 f;;fr 7 Le module de cette

2 P . 2 _ 2T ‘f| N . . . d
réponse fréquentielle vaut alors |H (f)| = Wavey:d Apres substitution par la relation entre f et f¢, on trouve

T d
2f. |tan (Ti)’

\/ + 4f2 tan? (”f)
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[HA(f) =




C’est une fonction périodique de période f,, paire et décroissante entre — f./2 et O puis croissante 0 et f./2, & son
maximum elle vaut 1. Ceci se démontre en notant que la composition d’une fonction par une fonction croissante ne

||
z2+1

croissante et cela se démontre en la mettant sous la forme z — /1 — 5 +x2 Le module de la réponse fréquentielle est

change pas la monotonie d’une fonction puis en observant que la fonction x — est aussi décroissante puis

représenté sur la figure 23 (p. 37).

Exercice 44 (16)

On considére un filtre de transformée de Laplace H (p) =

L’unité de temps choisie est la seconde.

p+1

1. En quoi cette précision sur ['unité donne un sens plus précis a ce qui précede ?

2. Montrez que la relation entrée-sortie associée est : y + 1y = wu.

3. Ce filtre est-il stable ?

4. On définit un filtre linéaire numérique par sa fonctlion de transfert H#(z) = H(T% %Izj ), out T, est la période
d’échantillonnage égale a 1ms. Il s’agit de la transformée bilinéaire. Quelle est la relation entre la réponse fréquentielle
de ce filre numérique et celle du filtre analogique précédent ?

5. Calculez le filtre numérique associé.

6. Ce filtre est-il stable ?

Solution :

1. Le terme 1 dans H(p) a en fait une unité.

2. On utilise les propriétés de dérivation de la transformée de Laplace.

3. Il'y aun seul pdle p = —1 et il est a partie réelle strictement négative, aussi le filtre est stable.

4. Larelation entre les fréquences entre f et f# est :

= fe (Wf #>
Je
Cette relation assure qu’a ces fréquences les réponses fréquentielles de H et de H# sont égales : H (f) = H (7).
5. La relation indiquée plus haut H7# (z) = H (7% i T ) permet de calculer la fonction de transfert du filtre :
T 14271
H?(z) = =
2-Te ,—1
24+ T, 1 ST A

6. Il yaunpodle z = ngT
le calculer a partir de la transformée bilinéaire qui fait correspondre au pdle du filtre analogique p = —1 un unique pole
du filtre numérique. Ce pdle est stable puisqu’il se trouve sur I'intervalle | — 1, 1[ et par suite dans I’intérieur du disque
unité (z = —1 4 57477).

11.2 Exercices pour approfondir

Exercice 45 (23)

On cherche a construire un filtre numérique passe-bande de fréquences de coupures f./8 et 3f./8, avec une fréquence
d’échantillonnage de f. = 1kHz en utilisant les filtres de Butterworth a ’ordre 1,2 ou 3. Le gabarit et les filtre numériques
synthétisés sont représentés a droite de la figure 24 (p. 39).

1.

2.

Dessinez le gabarit du filtre anal ogique que I’on recherche. On pourra utiliser que tan(w/8) = /2 — 1 et que
tan(37/8) = v/2 + 1. On pose f, = fe(v2-1) f ) etf _ fe(\f+1)

On propose le changement de variable

YRR (¥, 2/
fo=fi\2nVfif2 P

A quoi doit servir un tel changement de variable ? Quel est le changement de variable en fréquence correspondant ?

Montrez que si f' = /f1 [2 alors f vaut 0. Montrez que si f' = fy ousi f' = fo alors |f| = 5=. Montrez que si f' > fo

ousi f' < f1alors |f] > % Montrez pourquoi un tel changement de variable permet de transformer le gabarit d’un

filtre de Butterworth en le gabarit du filtre analogique recherché.
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3. Montrez que le filtre numérique s’obtient avec le changement de variable p = 1+z —.
— 1 — 1 S Lo
4. Sur les tables des filtres de Butterworth, on a H(p) = p+1’ H(p) v ¢ H(p) I o pTT En déduire
. L. ., N RN 11— 32 243,46
trois filtres numériques qui répondent au probléme. Le troisiéme est H(z) = GroT .
1
08
06
041
02r
0
-500 0 500 0
4 4
2 2
0 0 1
2 -2 d
-4 -4
-500 0 500 -500 0 500

FIGURE 24 — A gauche : gabarit d’un passe-bas et filtre de Butterworth analogique. A droite : gabarit du passe-bande et filtres
numériques synthétisés en utilisant les filtres de Butterworth a I’ordre 1, 2 et 3 (exercice 45, (23))

Solution :

1. f = tan( J}#) ot f# désigne une fréquence du filtre numérique tandis que f désigne une fréquence du filtre
analogique. Quand cette relation est vérifiée on a : F (f) = H# (f7). Le gabarit du filtre analogique est un passe-bande
délimité par f7 et fo.

2. Ce changement de variable sert a transformer un des passe-bas défini par la table des filtres de Butterworth en un passe-
bande.

On pose fo = v/ f1f2, aprés calcul on observe que fy = % etque fo — f1 = 2fo. Aussip = 1/2(p'/2fe + 2fc /7).
En remplagant p et p’ par j27 f et j27 f/, on obtient la relation entre f et [’ :

©f  fe

fe mf
Cette relation transforme f/ = 4/ fl,fQ = foen f = 0, elle transforme f' = fien f = —5- et f' = foen f = 5
Constatant que la fonction [’ 7}—’; — Wf % on peut affirmer que f' € [f, o) alors |f| < 5= etque f' & [f1, fo] alors
1> 5

3. La transformee bilinéaire transforme la fonction de transfert analogique en une fonction de transfert numérique avec
p =2 fe1 “1. Aussip =1/ 2(1 T . 1+Z ) Apres simplification on obtient le résultat souhaité.

. £ 11 _ — .5 Lo (1—272)2
4. Le premier filtre numérique est 3 L (1 — 272). Le deuxieme filtre numérique est G RN

A f =

Exercice 46 (24)
On cherche a déterminer [’ordre minimal du filtre de Butterworth qui permet de respecter le gabarit d’un filtre passe-bas.
On utilise pour le gain une échelle en dB inversée définie par o« = —101logy (]I:I (f) \2> Cette échelle est commune aux filtres

analogiques et numériques. L objectif porte sur le filtre numérique a synthétiser, il est que o € [0, o] en f# < f1# eta > o
en f# > f§.

1. Pourquoi souhaite-t-on que le filtre numérique synthétisé vérifie « = 0 en la fréquence nulle ? Pourquoi o« > 07?

2. Déterminez le gabarit du filtre analogique correspondant, exprimez f et fs en fonction de fl# et f2# .

3. On considere le changement de variable p = montrez qu’alors les filtres de Butterworth se transforment en des

? =

p/
27 fo’

1
L/ 2n

( fo ) .

variables associées aux filtres de Butterworth définis dans les tables et on note p' et f' pour les variables associés aux

filtres de Butterworth transformés.

filtres de réponses fréquentielles ]I:I "(f") . Pour cette question et les suivantes, on note p et f pour les
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4. Montrez que si f' = fo alors a = 3. Les réponses fréquentielles dépendent de fy et de n, montrez comment fo et n
modifient ces réponses fréquentielles.

5. Montrez que

1 10 10 —1
1 0g10< 1010 —1

n—=—

2 logy (ﬁ )

6. Montrez que par substitution on peut ensuite trouver f :

fo= f(10T0 —1)"1/2n

7. Montrez que I’on peut exprimer I’ordre du filtre directement a partir des fréquences du gabarit du filtre numérique.

] 1OT 1
1 og10< 0%

n = —

2 tan(fF 7/ fe)
logio (tan(ff#w/fe)

Solution :

1. Pour un passe-bas, |H(f)| < 1, aussi a > 0.

2. Le gabarit du filtre analogique est identique au filtre numérique a ceci pres qu’il porte sur f et plus sur f#. La relation
entre f et f# est: f = Ie tan(ff”) aussi a-t-on f; = I& tam(f1 Yet fo = Lo tan(f} ).

3. Les filtres de Butterworth vérifient H (p)H (—p) = (*1)”%' Apres transformation en H'(p') = H(p) ou p = ﬁ,

les nouveaux filtres vérifient

1
/2n
(_1)71 (27;,:]00)271 +1

H'(p)H'(—p') =

Les réponses fréquentielles de ces filtres s’obtiennent en remplacant p’ par 527 f’ et on obtient le résultat souhaité.

4. Alafréquence f' = fo, le module vaut
dante est —3dB.

\f’ c’est-a-dire que fj est la fréquence de coupure. L’échelle en dB correspon-

5. Le résultat s obtient 2 partir de la définition de o pour H' : o« = —101log (|f[ "(f )|2> et de I’expression du module
de H' : |[H(f)|? = f/%n 11 suffit d’écrire ces équations pour f = fi puis pour f = f5 puis de rassembler ces
Pl +1
fo

équations de facon a éliminer fj.
6. Le résultat s’obtient en reprenant la premiére équation écrite pour f' = f.

7. Cette équation résulte de I'utilisation de f' = L& tan(f jf”)
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