SERIES REELLES

Chapitre I

SERIES NUMERIQUES



EXERCICES DE REVISIONS: SERIES REELLES-CHAPITRE I

Série Numérique
Une série numérique est la somme d’une suite de valeurs numériques constantes u,. (n=1,2,3,...)
Une série est souvent désignée par » . uy,. (uy est appelé le terme général de la série.)
Une série ) uy, est dite absolument convergente si la série Y |u,| est convergente.

Condition Nécessaire de Convergence
La condition nécessaire de convergence d’une série numérique est lim wu, = 0.

n—oo

Reégles pour quelques Séries Usuelles

Séries Géométriques: > r™ est convergente si |r| <1, divergente si |r| >1.
- . 1 . . .
Série de Riemann: — est convergente si p >1, divergente si p <1.
n
Séries Alternées: Y (—1)"u, est convergente si nh_»IEO |un| = 0.

Quelques Testes de Convergence
Si la série donnée n’est pas une série usuelle, effectuer 'un des testes suivants:

Comparaison avec une série: Si|u,| < |v,| et Y v, converge alors > u, est convergente.
(* uy, de signe constant) *Si | = |vn| et D v, diverge alors ) u, est divergente.

Approximation par une série: Siu, ~ wv, et > v, converge alors Y u, converge

n—oo
Siu, ~ wv,etd v, diverge alors > u, diverge.
n— o0
) .. Un 41 . 1s Un+1 .
Teste de d’Alembert: Si lim < 1: > uy, est convergente. Si lim > 1: divergente.
n—oo un n—oo u,n
Teste de Cauchy: Si lim {/|u,| < 1: > w, est convergente. Si lim {/|u,| > 1: divergente.
n—oo n—oo
Teste du n?: Si lim nP.u, est finie et p > 1: Y u, converge. Si lim nP.u, # 0 et p < 1: diverge.
n—oo n—oo
9s ’ R oo . oo .
Teste de ’intégrale: > un — [ f(z)dx. Si [ f(x)dx est finie alors Y u, converge.
n=m
(u,, monotone décroissante) Si [ f(x)dx est infinie alors Y u, diverge.

Somme de la Série Géométrique

1 —pntl
l+r4+r?+r+. 4= —r
1—7r
S 1—pmtl
Lorsque |r| <1: Zr”:nllngo 1ir =1

n=0

Formules d’Approximation
1 1 1 1 1\1 1 +1
cos(=) ~ 1—-—. sin(=) ~ = 1+-) ~ 122 m{1+x-) ~ =
n ) n—oo 2n2 n/) nooon n /) n—oo n n ) n—oco n

Reégle de L’Hépital pour les limites
o) _ . T

n—mngo g(n) o n—mng g’(n) ’

(¢'(no) # 0)

F.HAMMAD http://sites.google.com /site/exerev
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1) CONDITION NECESSAIRE DE CONVERGENCE
Etudier la nature des séries numériques suivantes dont on donne le terme général.

1 1 27
1) up =cos | — | . 2) u, = cos nt 7. 3) unzﬂ.
Vn n n?—1

1\ n?
Hu,= (14— 5) up=—""—/(a<2 6) u, =In(ne+1) —Inn.
yun = (14 ) V= - (@< )=+ 1)
(—1)» In(1+ 1) n+2\"
) uy, = — 8) u, = —2~. 9) u,, = cos?™(Z).
) tn sinn ) tn sin% ) tn n+1 )
10) 1 —1+1—-1+1... 11) 1+1,24+ 1,3+ 1,4+ ... 12) 1-0,140,15—0,155 + ...
Solution : Vérifions pour chaque cas la condition nécessaire lim u, = 0 de convergence.
n—oo
1) lim u, = lim cos (%) = cos (0) = 1. La série est donc divergente.
n—oo n— oo n
2) lim u, = lim cos (%F) = cos (m) = —1. La série est donc divergente.
n—oo n—oo
n n ’ n—1_, 3
3) lim u, = lim 2 Jg”ﬁ — lim & t”\@ — lim 22 F2V™ _ o La série est donc divergente.
n—oo n—ooo M2l n—oo (n*-1) n—oo 2n
4) lim u, = lim (1 + %)77“/5 ~ lim (1 ”—Qn) = 1. La série est donc divergente.
n—oo n—oo n n—oo n
5) lim u, = lim m = 1 ou 00 suivant que @ = 2 ou a < 2. La série est donc divergente pour a < 2.
n—oo n—oo
6) lim u, = lim [In(ne+1) —Inn] = lim [In %ﬂ} =Ine = 1. La série est donc divergente.
n—oo n—oo n—oo
7) nhHH;OUn = nlLII;O (;I})nn # 0 car sinn <1 Vn. La série est donc divergente.
: oI+ s _ .
8) lim u, = lim ———"> ~ lim 4 =1. La série est donc divergente.
n— oo n—oo  SIn o n—oo n
n+2 " 2n (T n+2 " w2 n n+2 " 2nn? n+2 "
. R n . . o ,
o) fim = Jim (358) oty ~ Jim (3) [ g] -t (52) -] = m (2)
— e s methode (2 (R 1 o
Attention: pour calculer cette derniére limite, la méthode (D™ = (Tr2)" j — 1, ne donnera pas

un résultat juste car % ne devient pas faible assez rapidement devant la rapidité de la puissance n. Pour découvrir
plus précisément la limite qui est de la forme 1°°, nous calculons la limite de son logarithme:

2 n4+2\’ -1
n In n+ In 2
. . . . . 1
lim In (”Jr?) = lim {n In "—ﬁ} = lim ntl | — lim (7;7+,1 = lim % = 1.
n— 00 n+ n—o0 n+ n—oo n n—00 (* n—oo —1 DT=

n n2 nt+1

n
Puisque Ine =1 = lim (”+2) = e # 0: La série est donc divergente.

n—oo \nt1

10) lim w, = lim (-1)" # 0. La série est donc divergente.
n—oo n—oo
(L’argument d’une série alternée est aussi juste car lim |u,| =1 0.)
n—oo
11) Les termes u,, de la série sont croissants: ils ne tendent pas vers 0. La série est donc divergente.

12) Les termes |u,| de la série alternée sont croissants: ne tendent pas vers 0. La série est donc divergente.
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2) CONVERGENCE DES SERIES USUELLES
Etudier la nature des séries numériques suivantes.

s (3) 2 S L 3 > 0 el

3

n=0 n:ln3 n= 1 n= 17’L
5) 5> =V 6) 3 e, 7) 27. 8) gl(—l)"[ln(n+1)flnn].

Zin4sinn =0
> 1 X (—1)"cosn S e"/3 X V3"

—. —_— 11 . 12 .
nzlnf n=0 1+n\/ﬁ ) nX:OSH1 4 ) nXZ:O er

9)

(=1)" & 1 (=1)"3" = ne1, ool
13) ; e 14) 3 cos(3). 15) 2 R 16) 3 (~1)"nsin(-).
1 1 1 1 1 1 9 27 1 1 1
17) 1 —+—... 18)1—-—=4-—=-.. 19) -+ -4+ —... 20) 1
) +8+27+64 ) 2+3 4 ) 2+4+ 8 ) +2*1!5+4*1!5+8*1’5

Solution :

e8]
n . 4, Y] . P
1) Z (%) est une série géométrique de raison % < 1. La série est donc convergente.

2) E est une série de Riemann avec p = 3 > 1. La série est donc convergente.

n= 1
3) g est une série alternée avec lim |u,| = lim 1 = 0. La série est donc convergente.
n— S n— oo n—oo
oo} 1
4) > z est une série de Riemann avec p = 1. La série est donc divergente.
n=1
[ee] (_ )," 1 .
5) > —— est une série alernée avec lim |u,| = lim ——=— = 0. La série est donc convergente.
n:1n+smn n—oo n—00 n—+sinn

o0

6) > e ™ est une série géométrique de raison % < 1. La série est donc convergente.
o 1 1

7) E ﬁ est une série de Riemann avec p = 5 < 1. La série est donc divergente.

o)
8) Z ) [In(n+1)—Inn] = > (-1)"In ”+1 est une série alternée avec hm || = hm In ”+1 =0.
n=1 n— —°
La série est donc convergente.

1 P s _ 3 o
9) 21 m/m €5t une série de Riemann avec p = 5 > 1. La série est donc convergente.
n=

S - s . . . . (—1)" cosn 1
10) Attention: la série n’est pas alternée car le cosinus aussi change de signe. Elle converge car v < i
en/3 - , s . el/3 . .
11) > sam = est une série géométrique de raison Vi > 1. La série est donc divergente.
=0 4

S~ V37 V3
12) E 5~ est une série géométrique de raison < 1. La série est donc convergente.
13) Z C%)n est une série alernée avec lim |un| = hm ecolsn é # 0. La série est donc divergente.

n=0 n—oo
14) (Attention: La série n’est pas géométrique.) La série diverge car lim u, = lim cos(?%n) =1#0.

n—oo n—oo

15) Z (= 12)n3n est une série alternée avec lim |u,| = lim % = lim % = lim "3;71 — lim 3“2 =00.

=0 +1 n—oo n—oo "t n—oo (?+1) n—oo <M n—o0

La série est donc divergente.

o0

16) > (-1)" ! nsin(L) est une série alternée avec lim |u,| = lim nsin(i)~ lim n.(1)=1+# 0.
=1 n—oo n—oo n—oo
La série est donc divergente.
1 1 1 - . 1 L.

17) 145 + 55 + gg + - est une série de Riemann ) =5 (p =3 > 1) . La série est donc convergente.
18) 1 — % + % - % + ... est une série alternée avec lim |u,| = lim % = 0. La série est donc convergente.

n—oo n—oo

19) % + % + % —+ ... est une série géométrique de raison % > 1. La série est donc divergente.

20) Les termes u,, de la série sont croissants: ils ne tendent pas vers 0. La série est donc divergente.
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3) TESTES DE CONVERGENCE
Etudier la nature des séries numériques suivantes.

o sm(7rn) X 1,2 S 1
2 nZO . 2) Z m %) 7;1(5) . B Zln* sinn’

- - 6) lem (ni 5 7) i::l[l—cos(%)]. 8) len(i;ﬁ)_
< 2" \/W > (n!)? 12) iogan

10) Z 11) >

n=1 N" ’ n= 0(277’)'
® (n+1\" 1 x n? x 2"
13 14 15 16 i
)n;(%l) ) S ) 5 = )X
> 1 n+3\" < Inn
17 — 18 -V, 19 20 -
)’nngnQn ) Zn ¢ ) Z <n+2> )ngl n2
21) 3 — 22) 3° 23) f Inn 24) 3°
n=onlnn’ ne znln n f ne znln n

Testes Divers
s

\f
In(n +1)

% e~V s n(n n "
29) 3. 30) n;e—ﬁl(\/ﬁ)( Zl> 31)2 o 32)”2_3 ahm

33)2(1—6,»*1/“). 34) ix/ntan_l(l/n?’) 35)§O:tan_ “ 36) ok + 15+ g
31 % () 38) non( )lnm 39) 3 Vo (n_D 10) 3= In(1 +a")

4D In {1+( Un} 42) 3 <n+a> (a,b>0) 43)§M 44)21 (;)amn.

o [1+4 cos(nn) vn
n2

26) i::l[l + cos (%t )] 27) io: sin (mv/n? +1) 28) Z ¢

= o b n=o n*+1
o (D"
45) Z (=1)" tan .
n=1 n
Solution :
1) 75”1?5:" < —n et Z w est une série géométrique convergente donc la série Z w est convergente.
1 1 1 . . s I S
2) T cos ] < gzoet > —=z est une série de Riemann convergente donc la série > nZFlcosn] est convergente.
2 2
3) (%)” (%) et Z = est une série géométrique convergente donc la série Z(%)" est convergente.
1 1 1 1 1 .
4) n—sinn > n+1 et Z n+1 leCI‘gC (Car ntl 5 oo Ct Z leCI‘gO) donc la série Z n—sinn leCI‘gC.

1 1 - . . L. n .
5) 22— ~ D _— et —= est une série de Riemann divergente donc la série ————— diverge.
) /3—1 p oo VB VM Z vn g Z /3 —1 g

6) sin n(,n1+1) L AmTD % et % converge (série de Riemann) donc la série »  sin m converge.
7) 1— COS(%) odl 171+27+2:# et > # converge (série de Riemann) donc la série Y |[1 — COS(%)] converge.
8) IHS\J/%’%) ol nT\L/E n°/2 et 0/2 converge (série de Riemann) donc la série Z 15/%") converge.
9) nlggo UZ% = nliw%.Qﬁz, = hm % %*HILH;OU«?IW*’ < 1. Donc la série y WTLL! converge.
1
(nhmmﬁZé car nli_)mooln% = nh_)moonln = nimm%?)/ = nll)moo E?‘*‘i = nimoc”;ﬁ =-1)
10) nli_)rrgo uZi:l = 7,1L%7W'¢;+ﬁ = ‘f < 1. Donc la série Y ‘/T est convergente.
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. Untt | _ 1o [(n+D2 @) . (n+1)? _1 - (n)?
11) nh—{lgo = nll_)ngoi(zwﬂ)! Tz = nh_,néoi(QnJrZ)(QnJrl) = 7 < 1. Donc la série ) @yt est convergente.
n 2
12) nleréo u"—:l = 11 % 37;" = % < 1. Donc la série » g, est convergente.

n
13) nl;rr;o Y |un| = hm (g:j'ﬁ) = 1 < 1. Donc la série ) (27:11) est convergente.

P _ f 1
14) nh_}rréo Y |un| = nlurolo\/f =0 < 1. Donc la série Y WCTOR est convergente.

. n2/n 1 ) 2
15) lim /|u,| = lim 25— = £ < 1. Donc la série Y 2 est convergente.
) n—oo n| n—oo 2 2 Z 2 g
(lim n?"=1car lim In(n?™) = lim 2lnn =0.)

n—oo n—oo n—oo n

: n e n 3 .
16) nleréo Y |un| = nhm W = 2> L. Donc la série ) —=—~ est divergente.

oo

17) lim n.u, = lim n. (1n1n)2: lim [(h(ﬁl))g],: lim = lim 5y—=00 # 0. Donc ) ﬁ diverge.

T
n—o00 n— oo n— o0 n—oo 2y-Imn  plo

4

18) lim n2u, = lim n*e~V™ = 0. Donc la sériec 3. n%e~ V" est convergente.

n—oo n—oo

n n
19) lim ni/2 u, = lim ("—Jr?’> = e # 0. Donc la série Y ﬁ (”—JFB) diverge.

n— 00 n—oo \ 12 n+2
n n In nt3 (In L+3) —712
lim ("—4_3) =e¢car lim 1n("—+3) = lim [nln2t3 lim 2 — Jim 220 — i D0 — 1.

(TL—700 n+2 n—oo [ n+2 ] n—oo [ +2} n—oo % n—oo (%)/ n—oo ,”21 :13 )
20) lim »n%/2.u, = lim ln—s = 0. Donc la série ) = Inn st convergente.

n—o0 n—oo

X 1 o0 d oo d(In )

z . .

21) Zrnn" — f2 T = f2 e = [In(ln :E)]2 = 00. Donc la série Y nlnn diverge.

n—

_ rood(lnx) _ 1 -1 OO_L

22) Z nln n f2 lnz 2 (Inz)z2 — [lnfc]Q ~ In2° Donc la série Z nln pn COTMVEISE.

o0
23) Z lnn floo lgf/df = [ 21;“8]1 + foo 2?/:5 =0+ [%L = 4. Donc la série Y 711% converge.

0o )
1 o0 dzx oo d(lnz) _ —1 _ 1 ) 1
24) Z2m - f2 m 2 (Inz)3 — |:2(1n 1)2:|2 — 2(In2)2" Donc la série Z nindpn COMVEIEE.
n=
(o) VT ~
25) | [12m] Y| < (2)%7 < 2 et T & converge (Riemann) done Ia serie 3 [E25252) ] conerge.

26) 1+Cos( ntl ) =1-cos (%) . Pour n>>1: 1-cos (%) ~ % et > % converge=> y [1+cos (”+17r)] converge.

i 1 i ) —gj fusl in X —=(-1)"sin X 1)
27) sin (7‘["(“/1 + n2) L sin (ﬂ"n + 2n) =sin7ncos 5 + coswnsin 5-=(-1)"sin 5~ ~ (-1)" 5.

Z(fl)"ﬁ étant une série alternée convergente, la série Y  sin (7‘(‘\/ n2 + 1) est donc convergente.

28) ST [ e [%oq(o~vE) = [_o(evE)| T = 2 <1, Donc la série 3 €7 est t
27 v e = , = & <1 Donclaserie 5 est convergente.
29) lim n%.u, = lim \/ne~ V"™ = 0. Donc la série & : est convergente.

n—0oo n—0o0

30) lim n%/2.u, = lim ne_\/ﬁln(n)(”TH)n = lim Oxe = 0. Donc la séric Y e~ Vo (”—H)n converge.

n— 00 n—oo n— oo Vn n
. 1/2 _ In( n+1) . In(n+1) 1 1.
31) nlirrgo n ., nlirrgo In(n+1)= 00 # 0. Donc la série » diverge. (Ou = > et > 7 diverge)
32) lnn = eln(a,lln”) = e(lnnl)_lm = (elni)lna = nl% Silna > 1 la série de Riemann Y % converge.
Silna < 1 la série de Riemann » lna diverge.
n

Inn

(Avec a>0. Pour a<0 la série n'est plus définie car a n’est pas défini.)
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e—1/n 1y 1 “1/ny g
33) (1— ) ~ (1-(1- =) = < et dlverge (Riemann) donc la série ) diverge.
n—oo

) y/ntan™! % \/n n3 et Z diverge (Riemann) donc le série Y ntanfl(%) diverge.
n—oo

1 1,
35) ta"T" ~ ﬂT/2 et Y. WT/2 diverge (Riemann) donc la série ) 22— diverge.

1

1 1 1 1 1 1 1 L 1
36) 55+ 45+ ﬁ---—z AAD) " AT ey 12 et Y —z converge donc 55+ 5+5=... converge.

2n+41

37) nlgr;o Viun| = lim (545) "7 = (%)2 5 < 1, donc la série > (5 )27+ converge.

n—oo

S SR SR Gt I =" : S S
38) D) a0 e T VAT e Vi et Y. NG converge(alternée) = (=) vnTT converge.

39) lim n'/2.u, = lim nln ("'H) = 2 # 0. Donc la série Y fln( ) diverge.

n—oo n—oo

40) Sia > 1: lim ln(l—&—a"): 00 # 0. La série diverge.

Sia=1: ln(l—l—a ) et > In(2) diverge. La série diverge.
Sio<a<1: ln(1+a ) ~ a" et Za est géométrique convergente. La série converge.
n—oo
Si a < —1: La série n’est pas définie.
Si-1<a<0:In(14+a™) ~ a™et > a™ est géométrique convergente. La série converge.
n—oo
41) Sia > 1: ln(1+( Dl )~ (71,)” et (7?" converge (car alternée avec lim - = 0). La série converge.
n—oo a a TL*)OOG/

Sio<a< 1 ln(l—i—( )l) n’est plus défini. La série diverge.

Si-1<a<0:In(1 —I—( D" ) = ln(l—i-%) = ln(l—l—ﬁ) mais lim ln(l—l—ﬁ):oo #0. La série diverge.

amn

Sia=-1: ln(l—&-(_;,) )= ln(l—l—g B") = ) et Y. In(2) diverge. La série diverge.

Sia < -1: ln(1—|—(_ai)7 )= ln(l—l—ﬁ) ln(l—l—W) ~ W et S Ta[7 €st géométrique convergente.
La série converge.

n
42) Sia<b:n1Lm Y |un| = ILm ("i ) =et b <1, 1a SéfieZ(ZiZ

2

n
) converge.

6

2
n
. . : n n+a _ ,a—b P n+a .
Sia>b: nh_)rr;o lun| = nhrr;o ( +b) =€ " > 1, la série Y (n+b) diverge.
Sia=b: (Zi‘g) = 1, la série devient »_1 et elle diverge.
) n ) n ) ) Innta ) Inntay ) LHQ
( lim (n+'g) = e Pcar lim ln(nJ”g) = lim nlnnJrZ = lim —4* = lim % = lim 25 =a-b.)
n—oo \ Mt n—oo n+ n—oo n+ n—oo n nooo () n—oo 2 nib
43 2™ sin?" (a) ~ 2" sin?"(a)
) n3+1 n— oo n? = Un
: n T 2sin(a) __ o 2 2 oo 1 L . 2" sin?" (a)
nh_)ngo vp| = nlLIlgoW =2sin“a. Sisina < 7 la série Y vy, converge et aussi y —aTT
.o 1 L . . 2" sin?" (a)
Sisina > 7 la série Y vy, diverge et aussi ) 3T
s _ 1 - _ 1 . 2" sin®" (a)
Sisinag = 7 la série Y v, = > -5 converge et aussi > —BT
1\ann 1 1 1 1
44) g - 3alnn - elalnn).In3 - (elnna)ln?) - naen3d’

La série (de Riemann) converge pour aln3 > 1 = a > ﬁ

45) Attention: la série n’est pas alternée, car tan(_i) change aussi de signe en méme temps que (-1)".
n 2n
(71)"tan(7711) ~ (7}1) = %, et Y % diverge (Riemann), donc la série » (-1) tan( ) diverge aussi.

n—oo
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4) CONVERGENCE ET SOMME DES SERIES
Etudiez la convergence de chacune des séries numériques suivantes puis vérifiez votre résu-
Itat en calculant la somme partielle de la série puis sa somme totale.

1)3'32" 2) > ! 3 5> !

13" , o(2n—1)(2n+1)" oBn+4)(Bn+1)
1
4) Z (W \/m) 5) nzzjocosn. 1 6) n2=:1 In(1 + ﬁ)
g nz1n(n+1)~--(n+m). ®) nz::otan_l(l+n+n2)'

Indications pour les séries 7) et 8):

1 _ 1 1 1
n(n+1)...(n+m) — E[n(n+1)..‘(n+m71) - (n+1)(n+2)...(n+m)}
tan—! (ﬂ_abb) =tan"! (a) —tan"! (b).

tan~1 (l) ~

n n—oo

1
=

Solution :

(o]
n n
1) E 32—,1 =2 g % est une série géométrique de raison % donc convergente.
n=1 n=0

=6(17(§)k+1). Sa somme totale est lim 6(1- (%)k"'l) 6.

k—oo

k
En effet, sa somme partielle est 2 > g—n =2
n=0

1 1 1 " ) 1
2) @ D@D ., In? et Y gz converge (série de Riemann) donc ) | Ea=T)@nsT) converge.
k

k
: 1 1 1 1
En effet, sa somme partielle est ngom §n§0(m — 2n+1)
=3 (EHE-D+GE-D+G = e+ (57 — 7))
_ 174 1
- §[T1 - 2k+1}
R 17 1 1
Sa somme totale est finie: Zom hnoloE[jl m] =—3
n

1 1 1 - . 1
3) (= I et Y g,z converge (série de Riemann) donc ) GnrDBnED) converge.

k k
. 1 _1 1 1
En effet, sa somme partielle est ngom = gnz::()(sn'H It )
=5lG D+ G-+ G~ )+ (5 — )]
=1} - 2]
31\1 3k+41"
R 1 171 1 1
Sa somme totale est finie: ngom = kh—{lgogh — o) = 3

4) 1_1: 1 _ 1 Ni(l

ety 2n\/ﬁ converge (Rlemann) donc la série Y ( \/W — ’n1+2) converge
k
En effet, sa somme partielle est Zo( nl+1 — nl+2) = (% — %) + (% _ %) o+ k1+1 _ ]€1+2)
n=
_ (1 1
=G - k+2)
o0
Sa somme totale est finie: Y ( nl+1 — nl+2) = klim (% _ kl+2) —1.
v —00

n=0
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5) lim cos n#0, donc la série Y, cos n diverge.
n—oo
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k k

. . i(k41)
En effet, sa somme partielle est Y cos n=Re Y e = Re 1=F——
n=0 n=0
—i(k+1)/2 __i(k+1)/2 .
e —e ik/2
Re o=i/2_ai/? et/
s k+1
_ Sin T & .. E
=Re St (cos 5 +isin )
k41
sin k
= sini cos 2
2
s , ., . sin % k s , .
Sa somme totale n’est pas déterminée car khm 1 COS 3, n'est pas déterminée.
— 00 2

6) ln(lJr%) ot % et Z% diverge (série de Riemann) donc Y ln(lJr%) diverge.

k k
En effet, sa somme partielle est: ln(lJr%) => ln("T'H)
n=1 =

k
> (In(n+1)—1lnn)
n=1

=(n2—0)+(In3— In2)+(In4— In3)...+(In(k+1)— Ink)= In(k+1).

o0

Sa somme totale est infinie: > ln(l+%) = klim In(k+1)= oo

n=1

1 1 1 :
7) m 'n,::00 mIT et Z nm+l converge (Rlemann) donc Z

En effet, sa somme partielle est:
k k

1
nzl 7L(n+1)...(7L+7rz)

1
n(n+1)...(n+m) converge.

1
21[”("""1) (n+m—1) (n+1)(n+2)...(n+m)]

1 1 1 1
> ...(1+m)_3.4...(2+m)]"'Hk.(k+1)3...(k+m—1)_(k+1).(k+2)...(k+m)]}
1.2...m (k+1) (k+2)(k+m)]

{1.2.1..m 2.3...(1+m)]+[2.3
[ 1

e}
) ) . 1 1 _ 1 1
Sa somme totale est finie: Z 7L(n+1) (n+m) — hIIolO m [1.2...m (k+1).(k+2).. (k+m)] m1.2..m =~ m.m!"
n=1

-1 1 -11 1 1 -1 1
8) tan T tan™" o et Y —z converge donc > tan ngn?) converge.

11— 00
En effet, sa somme est partielle est:

HZ:O tan ™! ({me) = Z tan_l(l(ﬁalil)" ) = nzijo[tan_l(n—i—l)—tan_ln}
[tan L(1)—0]+[tan~1(2)— tan=1(1)]+[tan~1(3)— tan"1(2)]...+[tan "1 (k+1)— tan— 1 (k)]
=tan~ (k—|—1)

Sa somme totale est finie: Z tan™ (m) = lim tan~!(k+1)=tan~! (c0) =
0

k—oo o

o[

5) CONVERGENCE SIMPLE ET CONVERGENCE ABSOLUE
Etudier la convergence simple et absolue de chacune des séries numériques suivantes.

T 2 £ 3 Lo DS
)z::( 1" nsm2(

9)

> sinn (—1)"n3

7)2

Inn

Ay B

( 1)»1/nsin?(

HM
-
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Solution :
S~ (=1)" 1

1) o> est une série alternée convergente car lim |u,| = lim —= =
=1 NG n—00 n—oo V7

o0 oo
. 21 [un| = Zlﬁ diverge (série de Riemann).
- =

Donc la série converge simplement mais pas absolument.

oo
—" o ) . .
2) ey ( ng) est une série alternée convergente car lim |u,| = lim -5 = 0.
n=1 n—oo n—oo
&) [ee) 1
e |un| = ) -5 converge (série de Riemann).
n=1 n=1

Donc la série converge simplement et absolument.

o0 o0
-1
3) o) nogsTR — {~ nDY est une serie alternée convergente car hm |t | = hm =0.

n2+4+1 n2+1

n|cos mn|

n=0 n= n=
Donc la série converge simplement mais pas absolument.

2+1

oo oo
o> |unl= ZO = 20"27:_1 diverge car ;7% o~ Let > L diverge (Riemann).

4) o Z on _, [0 hzde — (% ngd(Inz)= [3(In x)Q]TO = 00. Donc ) 2% diverge.

&)
e Comme Z || = 3wy, : la série ne converge ni simplement ni absolument.

n=1 n=1

5) e E (—1)" 1/ sin®( L) est une série alternée convergente car hm |un\— hm \/ﬁ sin (7) ~ hm f

.Z \un|—z V/n sin? (1). \/ﬁsiHQ(l) ~ % et Z # converge (Riemann)=- Z |tb,| converge.
n—oo

n=1
Donc la serle converge simplement et absolument.

6

~

n2
nl n=1

sinn
n

La série

M8

1

’—‘3
Il

7

~

(lnS
4/3

— ’ﬂ3 : ’I’L3
= 227(71371)4/3 diverge car T_1yi/3

1)" . .
La série Z W converge donc simplement mais pas absolument.

8) e lim n3/2.un = lim ln—g = 0. Donc la série Z 3+ converge.

3
L] Z 4/3 est une série alternée convergente car hm |un| = lim nsfil)us
n—

n® 1 1
> (n®i73 — 7n et Z n

n=1

[e.e]
o|sin "| < % t > s L converge, donc la série Z ’51“ "| converge: par conséquent » =1 sin converge absolument.
5+ converge donc absolument et simplement. (Car convergence absolue = convergence simple.)

~ lim £ = 0.

n—oo n

diverge (Riemann).

n—oo 'I’L—>OO
o0
Comme Y |u,| = Z Uy, : la série converge simplement et absolument.
n=1 n=1
9) e Z 7 sin®(—L) est une série alternée convergente car lim |u,|= lim \/n sin?(—=)~ lim f
\/ﬁ n—oo n—oo \/H n—oo

fL_

o0
.Z \un|—z V/nsin? ( L —~).  Mais V/nsin?( \lf) ~ ﬁ et Z — diverge (Riemann)=- Z |ur,| diverge.

Donc la scrlc convcrge simplement mais pas absolument

SUPPLEMENT

Afin de ne pas surcharger les exercices proposés, j’ai omis le teste de Dirichlet (appelé aussi théoréme

d’Abel) pour exposer séparément les cas pour lesquels il est souvent utilisé.

aucun des testes exposés précédemment ne marche.

Ce teste peut étre utilisé si
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Teste de Dirichlet (appelé parfois théoréme d’Abel)

La série ) a,u, converge si
n=0

e a,, est une suite monotone décroissante avec lim a,, = 0.
n—oo

k
e et > wuy, est bornée Vk € N.
n=0

Exemples

Montrer la convergence de chacune des séries suivantes

1) iojsmn 2) iojcosn 3) 22;127208”.
4) S e Viginn.(a > 0) 5) S In(1 + S0,

n=0 n=1 n\/ﬁ

Solution

Comme vous pouvez le vérifier aucun des testes que nous avons exposés ne fonctionne sur ces deux séries. Par
conséquent nous allons utiliser le teste de Dirichlet. Pour cela nous remarquons que les cinq séries sont de la forme
Z anUy. Pour toutes les cing, la premiére condition du teste de Dirichlet est vérifiée, a savoir que

(an = %) ,(an = ﬁ) , (an:m), (an= e~ V"), (an= \1F car pour la derniére série nous avons ln(l—i—:lm:'L)n_)OO

:%)7 sont toutes des suites monotones décroissantes avec lim a,, =0.

n—oo
k k k k
Ce qui reste a vérifier c’est que Y u, = (D> sinn, Y, cosn, ». sinn) sont bornées Vk.
n=0 n=1 n=1 n=0

Pour cela il existe une astuce, c¢’est d’utiliser les nombres complexes.

. . i . i _et(k+1) L. , s . ;
Puisque sinn= Im €' alors ) sinn =Im } e =Im 1167 (car c’est une série géométrique de raison e'.)
n=0 n=0
_ e i(kH+1)/2_ i(k+1)/2 cik/2
= Im o—i/2 _¢i/2 /
k1
sin
= Imi(cosf +isin &)
S 3
k+l
sin
= —3%-sin g
sin 3
sin B2 1 k 1 k
Comme ———sin 5 < Do conclu que Y sinn < g g ‘est a dire Y sinn est bornée Vk.
2 n=0 n=1
R ; . i(k41)
De méme, on a cosn = Ree' alors ) cosn =Re Y e = Re :=——
— — €
. e—i(kH+1)/2_i(k+1)/2 119
= he o—i/2_¢i/2 etk/
. k+
_ sin ~1= k k
= Re 7sm (cos & +isin %)
sin k+1 k
= ——3-cos 5.
sin 5
sin &L k 1 k 1 . k
Comme ——3—cos 5 < ST on conclu que Y cosn < o, T Clest a dire > cosn est bornée Vk.
2 n=0 2 n=1

Les deux conditions du teste de Dirichlet sont réunies, on conclu que les séries ) S22 Z A Sin 7

2y/n+cosn’
S eV sinn, et S In( 1+il\n/%) sont toutes convergentes.

Les séries ne convergent pas absolument car » . |sinn| et Y |cos n| ne sont pas bornées.

D’une maniére générale, les séries de la forme Y a,sinn ou Y a, cosn convergent si a, est une suite monotone

décroissante et lim a,, = 0.
n—oo
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