
Chapitre 2Analyse ve
torielle2.1 Ve
teurs Les ve
teurs sont des objets mathématiques ayant trois 
ara
téristiques : une norme, unedire
tion et un sens. Dans l'espa
e de dimensions ≤ 3, ils sont représentés graphiquement pardes segments de droites dont la longueur est proportionnelle à leur norme, et par une �è
heindiquant leur dire
tion et leur sens. Par exemple, la vitesse ou l'a

élération d'un point Mpeuvent être représentées par des ve
teurs. Notez 
ependant que, bien que toutes les deuxsoient des ve
teurs, 
es quantités expriment des grandeurs physiques très di�érentes l'une del'autre (la norme de 
es ve
teurs, respe
tivement la vitesse et l'a

élération n'ont d'ailleurs pasla même unité !). Aussi, dans la �gure 
i-
ontre, dire que "l'a

élération du point M est plusgrande que sa vitesse" n'a stri
tement au
un sens ! Ces deux notions ne pouvant pas être 
omparées l'une à l'autre, il existené
essairement une "é
helle" di�érente reliant la longueur géométrique des ve
teurs à leur norme pour 
haque grandeurphysique. L'é
riture mathématique des ve
teurs dépend de la base (repère) 
hoisie. Dans l'espa
e à trois dimensions munid'un repère orthonormé {Ox, Oy, Oz}, un ve
teur quel
onque ~v se note : ~v = x. ~ex + y. ~ey + z. ~ez ou en
ore ~v =




x

y

z


.I
i, {x,y et z} sont les 
oordonnées du ve
teur tandis que { ~ex, ~ey et ~ez} sont les ve
teurs de base du repère 
hoisi. Lanorme d'un ve
teur ~v se note ||~v||. Dans l'espa
e à 3 dimensions on a : ||~v|| =

√
x2 + y2 + z2. C'est une grandeur toujourspositive. Notez que, mathématiquement parlant, un ve
teur n'a pas de "point d'a

ro
he" dans l'espa
e et il serait plusjudi
ieux d'utiliser les notations {∆x, ∆y et ∆z} plut�t que {x,y et z} pour les 
oordonnées des ve
teurs. En mé
anique,il n'est pas "né
essaire" de donner à 
haque ve
teur un point d'a

ro
he, mais 
e
i peut favoriser la 
ompréhension de
ertains problèmes (Ex : point d'appli
ation des for
es).2.2 Produit s
alaire Le produit s
alaire est une opération mathématique 
onstruite à partir de deuxve
teurs, et produisant un s
alaire. Le produit s
alaire des ve
teurs ~u et ~v se note :

~u.~v. Graphiquement, le produit s
alaire 
orrespond au produit de la norme du ve
teur
~v ave
 la proje
tion orthogonale du ve
teur ~u sur le ve
teur ~v, ou inversement. Ilvient : ~u.~v = ||~u|| × ||~v|| × cos

(
~̂u, ~v
). Le produit s
alaire est :- 
ommutatif : ~u.~v = ~v.~u - distributif : ~u.(~v + ~w) = ~u.~v + ~u.~wLe produit s
alaire peut aussi être 
al
ulé a partir des 
oordonnées des ve
teurs :soit ~u = a. ~ex + b. ~ey + c. ~ez et ~v = d. ~ex + e. ~ey + f.~ez, on a : ~u.~v = a.d + b.e + c.f2.3 Produit ve
toriel Le produit ve
toriel est une opération mathématique en dimension 3 
onstruiteà partir de deux ve
teurs, et produisant un autre ve
teur. Le ve
teur résul-tant est orthogonal au plan formé par les ve
teurs donnés. Graphiquement, leproduit ve
toriel est 
onstruit à l'aide de "la règle de la main droite". On a :

~u ∧ ~v = ||~u|| × ||~v|| × sin
(
~̂u, ~v
)
× ~u∧~v

||~u∧~v|| . Le produit s
alaire est :- anti-
ommutatif : ~u ∧ ~v = −~v ∧ ~u - distributif : ~u ∧ (~v + ~w) = ~u ∧ ~v + ~u ∧ ~wLe produit ve
toriel peut aussi être 
al
ule à partir des 
oordonnées des ve
teurs :soit ~u =




a

b

c


 et ~v =




d

e

f


, on a : ~u ∧ ~v =




b.f − c.e

c.d − a.f

a.e − b.d


 9



2.4 Dérivée d'un ve
teur par rapport au tempsLa dérivée d'un ve
teur par rapport au temps est en
ore un ve
teur, et est
onstruite de la même manière que pour une fon
tion s
alaire :
d

dt

(
~OM
)

= lim
t′→t

(
~OM ′

(t′) − ~OM (t)

dt

)où ~OM et ~OM ′ sont des ve
teurs au temps t et t′ respe
tivement, ave

dt = (t′ − t) → 0. I
i nous 
onsidérons le 
as général dans lequel le ve
teur ~OMa pu, pendant le temps dt, à la fois s'allonger d'une distan
e dr et "tourner"d'un angle dθ. La quantité dr (dû uniquement au 
hangement de la norme de
~OM) est dirigée selon un ve
teur unitaire 
olinéaire au ve
teur ~OM - nousnotons 
e ve
teur ~e‖. Dans la limite où les temps t et t′ sont très voisins, l'ar
de 
er
le (M ′′M ′) (dû à la rotation uniquement du ve
teur ~OM) est égal à

(r + dr)dθ, et sa dire
tion pointe selon un ve
teur unitaire tangent à l'ar
de 
er
le, don
 perpendi
ulaire à ~OM - nous notons 
e ve
teur ~e⊥. il vient don
 :
d( ~OM) = ~OM ′ − ~OM = ~MO + ~OM ′ = ~MM ′ = ~MM ′′ + ~M ′′M ′ = dr ~e‖ + (r + dr)dθ ~e⊥ = dr ~e‖ + (r.dθ + drdθ︸︷︷︸négligeable) ~e⊥Ainsi... d

dt

(
~OM
)

=
dr

dt
. ~e‖ + r.

dθ

dt
. ~e⊥ (2.1)Dans le 
as ou l'on 
onsidère la dérivée par rapport au temps d'un ve
teur dont la norme ne 
hange jamais (par exempleun ve
teur unitaire, de norme 1), on a dr = 0 et on montre que le ve
teur dérivé par rapport au temps est perpendi
ulaireau ve
teur donné. Une autre démonstration, plus élégante peut être proposée. Soit un ve
teur unitaire ~eT , on a :

|| ~eT || = 1 soit ~eT . ~eT = 1

d

dt
( ~eT . ~eT ) =

d

dt
( ~eT ). ~eT + ~eT .

d

dt
( ~eT ) = 2 ~eT .

d

dt
( ~eT ) = 0le produit s
alaire entre ~eT et son ve
teur dérivé d

dt
( ~eT ) est nul...don
 d

dt
( ~eT ) ⊥ ~eT (
.q.f.d.)La dérivation d'un ve
teur peut aussi être réalisée dire
tement à partir de son expression analytique. Considérons le ve
teursuivant : ~v(t) = A(t). ~ex + B(t).~u(t). Ce ve
teur est exprimé dans la base des ve
teurs unitaires { ~ex, ~u(t)} où ~ex est "�xe",mais ~u(t) dépend du temps (rotation seulement 
ar le ve
teur est unitaire). Les 
oordonnées A(t) et B(t) dépendent ellesaussi du temps, par exemple A(t) = t2 et B(t) = 4t. Les "règles" relatives à la dérivation d'éléments ve
toriels sont lesmêmes que 
elles d'une fon
tion s
alaire :

d

dt

(
~v(t)

)
=

(
dA(t)

dt
. ~ex + A(t).

d

dt
( ~ex)

)
+

(
dB(t)

dt
.~u(t) + B(t).

d

dt

(
~u(t)

))

=

(
dA(t)

dt
. ~ex +~0

)
+

(
dB(t)

dt
.~u(t) + B(t).

dθ

dt
.~u⊥

(t)

)

= 2t. ~ex + 4.~u(t) + 4t.
dθ

dt
.~u⊥

(t)où ~u⊥
(t) est un ve
teur orthogonal à ~u(t) et dθ

dt
est la vitesse angulaire du ve
teur tournant ~u(t)2.5 Homogénéité des relations ve
toriellesLes objets mathématiques de base de la mé
anique (position, vitesse, a

élération, for
es, moments et
...) sont qua-siment tous ve
toriel. Vous allez don
 devoir vous habituer au formalisme ve
toriel pour e�e
tuer les di�érents 
al
ulsdemandés. Aussi, 
haque fois que vous obtiendrez un résultat, une relation, une équation, posez-vous toujours la questionde savoir si votre résultat est "homogène". Une quantité ve
torielle doit être égale à un ve
teur, une quantité s
alaire doitêtre égale à un s
alaire !
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