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Solution de l’équation vectorielle d’onde de Helmholtz 




	Le problème consiste à résoudre les équations différentielles inhomogènes (Eq-II  ) et (Eq-II) pour déterminer les potentiels vecteurs  et  en fonction des sources  et . Ces deux équations ont la même forme mathématique (équations duales), il suffit donc, en vertu du théorème de dualité, de résoudre l’une d’entre elles pour en déduire la solution de l’autre. Résoudre l’équation vectorielle () consiste à trouver la solution des trois équations différentielles scalaires suivantes
                                              (Eq III-)
Comme ces trois équations ont également la même forme, il suffit d’en résoudre l’une d’entre elles, soit 
                                               (Eq III-)
Traitons d’abord le cas d’une source de courant linéique infinitésimale dirigée le long de l’axe z (Fig. III. 1) et centrée à l’origine des cordonnées (Fig. III.7). Autrement dit le point d’excitation P tel que
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Figure III-1: Source de courant infinitésimale centrée en O.
L’expression de la densité de courant électrique et l’expression (III-2) s’écrivent alors
                                    (Eq III-)

                          (Eq III-) 


On obtient ainsi une équation de Helmholtz homogène en tout point de l’espace sauf à l’origine O. L’excitation est réduite à une source ponctuelle, par conséquent, la composante   ne dépend plus de la direction () mais uniquement de la variable radiale r. Dans ces conditions, transformée en coordonnées sphériques, l’équation (III-4) devient

                     (Eq III-)


Les dérivées partielles sont remplacées par des dérivées ordinaires à cause de la dépendance de la seule variable r de la fonction scalaire. En adoptant le changement de variable , l’équation (Eq-III 5 ) devient 

                                                                            (Eq III-)
Ses solutions sont 

                                                   (Eq III-)

                                                   (Eq III-)

La condition de rayonnement nul à l’infini nous impose de conserver uniquement la solution, pour un régime harmonique en :

                                                                      (Eq III-)



représentant l’onde incidente se propageant dans la direction radiale (de la source vers le point d’observation). Pour déterminer la constante  en fonction de l’excitation, on intègre les deux membres de l’équation (  ) sur un volume infinitésimal V’ délimité par une surface sphérique S de rayon  On obtient
                     (Eq III-)
En utilisant le théorème de la divergence
(étant un vecteur unitaire normal à l’élément de surface dS)
L’équation (III-10 ) devient
                        (Eq III-)


Comme  varie en ,  ;  
Où, en coordonnées sphériques est donnée :
  
On sait qu'en coordonnées sphériques, le gradient est donnée par :

[image: ]        (Eq III-)

Ce qui donne :

              (Eq III-)



 (Eq III-)

L’expression de la constante  en fonction de l’excitation est donc

                                                   (Eq III-)


La composante , solution de l’équation inhomogène (Eq.III-), s’écrit alors sous la forme

                                                                  (Eq III-)

D’une manière analogue, on obtient les deux autres solutions de l’équation ( )

                                                               (Eq III-)


                                                               (Eq III-)

Compte tenu des relations ( ), la solution de l’équation vectorielle de Helmholtz (II-12) est 

                                                                (Eq III-)

Si la source d’excitation est située en un point P (x’, y’, z’) quelconque, l’expression (3-35) devient

                                               (Eq III-)





	Si le volume V’ (Fig. 3.1) est réduit à une surface S,  et  deviennent des densités de courant linéiques (, ) et les intégrales de volume donnant les potentiels vecteurs se réduisent à des intégrales de surface

                                                                (Eq III-)



avec     ;  ; 
Les équations (Eq-III-20 ) et (Eq-III-21 ) sont utilisées pour des structures rayonnantes bidimensionnelles telles que les ouvertures rayonnantes. Dans le cas des structures filaires dont les dimensions de la section droite (diamètre pour les tiges cylindriques) sont négligeables devant la longueur, les densités de courants deviennent des courants et les intégrales de volume se réduisent à des intégrales unidimensionnelles

                                                                (Eq III-)






Antennes Filaires



1. Généralités
	Les antennes filaires, linéaires ou de forme quelconque (cadre, hélice) sont les plus anciennes, les plus simples et, dans la plupart des applications les plus utilisées. C’est la raison pour laquelle nous commençons l’analyse des antennes par ce genre de structure en considérant les configurations les plus simples pour minimiser le formalisme mathématique. La distribution des sources supposée connue est déterminée par la géométrie de l'antenne considérée. Généralement, les paramètres de l'antenne sont, dans ce cas, déterminés de manière analytique. Cette théorie élémentaire, tout en fournissant des résultats satisfaisants dans de nombreux cas, possède l'avantage didactique de bien faire comprendre le processus de rayonnement de l'antenne. Ce chapitre est consacré aux antennes filaires rectilignes de longueur inférieure à la longueur d’onde. 
Doublet électrique (doublet de Hertz)

		On appelle doublet électrique (ou doublet de Hertz) un fil conducteur rectiligne de longueur l  ([image: ] longueur d'onde dans l'espace libre) et de section droite négligeable. De ce fait, le courant qui le traverse est pratiquement constant. Considérons un tel élément d’antenne, orienté selon l’axe Oz et centré à l’origine des coordonnées (Fig. 4.1). Dans ces conditions, la densité de courant électrique est de la forme

   (en Ampère) est une constante) (Eq III-)
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Figure III-2: Doublet de Hertz et les composantes du champ

électrique  en coordonnées sphériques.

Expression du champ ()


Sachant qu’on a affaire à des sources électriques seules (), on utilise alors la procédure exposée précédemment pour déterminer le champ électromagnétique rayonné. Pour cela, on détermine d’abord le potentiel vecteur  dont l’expression pour le doublet électrique de la figure III-1 s’écrit, compte tenu de (III-23), sous la forme


   avec                                     (Eq III-)
La distance R du point d'excitation au point d'observation est dans ces conditions



et le potentiel vecteur [image: ] devient alors


   avec                       (Eq III-)

Où 
Ses composantes en coordonnées sphériques sont

                                                                          (Eq III-) 

                                                                        (Eq III-)

                                                                                                       (Eq III-)
En utilisant les relations qui relient le champ aux potentiels

                                  (Eq III-)
On obtient les composantes du champ électromagnétique rayonné qui s'écrivent compte tenu de (III-6) et (III-7) sous la forme :
	
              (Eq III-A)
	
                                                   (Eq III-31A)

	
  (Eq III-30B)
	
                                                    (Eq III-B)  

	
                                                          (Eq III-30C)
	
   (Eq III-31C)



Ces composantes sont valables en n'importe quel point d'observation sauf à l'origine O (r = 0). Le champ électrique est dans un plan méridien (vertical) et le champ magnétique dans un plan horizontal. Les deux champs sont ainsi orthogonaux (). La polarisation de l’onde rayonnée est elliptique. On peut définir l’impédance d’onde qui vaut

                                             (Eq III-)


: Impédance d’onde du milieu; : nombre d’onde.
	L’expression ((III-33) permet de représenter directement le circuit électrique équivalent (Fig. III.2).de l’impédance d’onde.
 (
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R
Figure III-
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schéma électrique équivalent de l’impédance d’onde
)

La partie réelle de Zr varie comme (kr)2 au voisinage du doublet et tend à grande distance vers l’impédance d’onde de l’onde plane uniforme. La partie imaginaire de Zr est capacitive et varie comme (1/kr) dans la zone proche du doublet et tend vers 0 à grande distance. L’augmentation de la fréquence à éloignement constant et l’accroissement de l’éloignement à fréquence constante produisent le même effet.
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Influence
 de (kr) sur la partie réelle et imaginaire de l’impédance d’onde.
)








Densité de puissance - Puissance émise
	Compte tenu des expressions du champ électromagnétique (eq. (III-7) et (III-8), le vecteur de Poynting associé à la densité de puissance moyenne vaut

                            II-)
Avec :  

                                                    (Eq III -34a)  

                                             (III-34b)


La composante  est complexe alors que la composante  est imaginaire pure. En intégrant le vecteur de Poynting sur une surface sphérique fermée de rayon r et centrée en O, on obtient la puissance complexe totale sous la forme


       (Eq III-)

 représente la puissance rayonnée (dans la zone du champ lointain)

 représente la puissance moyenne temporelle réactive (dans la direction radiale)

  sont respectivement les énergies électriques et magnétiques emmagasinées.
Les expressions de la puissance rayonnée et la puissance moyenne réactive  sont alors

	                                                                 (Eq III-)  

                                   (Eq III-)



On peut alors définir la résistance de rayonnement et la réactance capacitive  du doublet sans pertes électriques et diélectriques ( = 0) par:


   (Eq III-a) et      (Eq III-b)
Nous remarquons que la puissance rayonnée et la résistance de rayonnement sont indépendantes de l’éloignement et augmentent comme le carré de la fréquence. Par contre, la puissance réactive et la réactance capacitive du doublet varient en (1/r3 ) en fonction de l’éloignement et en (1/f) en fonction de la fréquence;
Exemple 


Pour un doublet électrique dont longueur l est égale à , la résistance de rayonnement est de 0.316 .
Champ proche (zone de Rayleigh)

	Au voisinage du doublet (), le terme en (1/r3) est prépondérant dans les équations (III- 7) et le terme en (1/r2) dans l’équation (III- 8) et les composantes du champ deviennent alors

	
  (Eq III-A)
	
                                         (Eq III-39A)


	
      (Eq III-38B)
	
                               (Eq III-B)

	
                                                  (Eq III-38C)
	
                  (Eq III-39C)





Les composantes  et  du champ électrique sont imaginaires pures et en phase entre elles. La composante  du champ magnétique est réelle et en quadrature de phase avec le champ électrique. L’impédance d’onde définie par l’équation (   ) est purement capacitive. Le vecteur de Poynting donné par la relation (    ) devient purement imaginaire 

                                    (Eq III-)
et la puissance rayonnée ainsi que la résistance de rayonnement sont par conséquent nulles.
Région intermédiaire (Zone de Fresnel)
	Lorsque l’éloignement augmente, le terme (kr) devient supérieur à 1(k.r>1). Les premiers termes entre crochets dans les équations (    ) et (   ) sont prépondérants et les composantes du champ électromagnétique peuvent être formulées par les expressions approchées 
	
                 (Eq III-A)

	
                                               (Eq III-42A)


	
                 (Eq III-41B)

	
                                              (Eq III-B)


	
                                                (Eq III-41C)

	
                   (Eq III-42C)




Les composantes du champ électrique, de modules différents, sont en quadrature de phase dans le temps. L'extrémité du champ électrique décrit donc une ellipse dans un plan parallèle à la direction de propagation (direction radiale).
Le vecteur de Poynting est:

                                (Eq III-)


La composante  est réelle alors que la composante  est imaginaire pure. En intégrant le vecteur de Poynting sur une surface sphérique fermée de rayon r et centrée en O, on obtient la puissance complexe totale sous la forme

                                                   (Eq III-)

La puissance complexe  est réduite à sa partie réelle qui est la puissance rayonnée.
Région du champ lointain (Zone de Fraunhoffer)

	Lorsque l’éloignement augmente, le terme (kr) devient très supérieur à 1. La composante  du champ électrique (eq. 4-18) en (1/r2) devient négligeable et  les composantes du champ électromagnétique, données par les équations (4-5) et (4-6) deviennent
	
                                             (Eq III- A)
	
                                             (Eq III-46A)

	
                (Eq III-45B)
	
                                        (Eq III-B)

	
                                         (Eq III-45C)
	
               (Eq III-46C)



Le champ électromagnétique est purement transverse et possède la structure d’une onde plane uniforme par rapport à la direction radiale. Les champs sont en phase dans le temps ; l’impédance d’onde définie par la relation (   ) est égale à celle de l’onde plane et uniforme en espace libre et on peut alors écrire 

                                                                           (Eq III-)



La polarisation est linéaire et verticale car le champ électrique  est dans le plan méridien (,). Le module du champ électrique normalisé par rapport à sa valeur maximale s’écrit

                                                      (Eq III-)
	Le champ normalisé est représenté par son diagramme de rayonnement, en coordonnées polaires dans un plan vertical, illustré par la figure (    ). 
 (
0
30
30
60
90
120
150
180
60
90
120
150
0
30
30
60
90
120
150
180
60
90
120
150
3
(-3dB)
(a)Plan 
vertical (
Cte,
variable)
(b) Plan 
horizontal (
C et 
variable)
Figure III-
5
:
 
de rayonnement du doublet électrique.
)


Il est formé de cercles, de diamètre égal à l’unité, tangents au doublet en son centre. Il est évident que dans le plan horizontal, le diagramme de rayonnement est un cercle de rayon égal à l’unité (Fig. 4.5b) centré au milieu du doublet (origine des coordonnées). Le champ est maximum dans la direction horizontale () et il est nul dans la direction verticale. L’angle d’ouverture à -3 dB est égal à 90°.
Le vecteur de Poynting défini pare la relation (   ) est alors

                                      (Eq III-)



La composante  est réelle alors que la composante  est nulle. Le vecteur de Poynting est purement radial et il est égal à sa valeur moyenne temporelle  défini par la relation (    ). La puissance réactive est donc nulle et toute la puissance émise par le doublet est rayonnée dans l’espace libre. L’intensité de rayonnement définie par l’équation (    ) s’écrit donc 

                           (Eq III-)

et sa valeur maximale (obtenue dans la direction  vaut alors

                                             (Eq III-)
La fonction caractéristique de rayonnement définie par la relation (   ) s’écrit donc

                                                       (Eq III-)
Elle illustrée par le diagramme de rayonnement en coordonnées polaires de la figure  .
La puissance rayonnée définie par la relation (    ) est dans ces conditions

             (Eq III-)

La directivité du doublet dans une direction quelconque () définie par la relation (  ) est alors

                                                    (Eq III-)

et sa valeur maximale définie par la relation (    )  est obtenue dans la direction  et  vaut

=1.5                                                       (Eq III-) 




Figure III-6: Diagramme de rayonnement en
Puissance du do



Dipôle électrique de très faible longueur (petit dipôle ou Small dipole)

	La notion courant constant n’a pas de sens physique. C’est un concept mathématique permettant de discrétiser une antenne filaire de longueur quelconque en doublets électriques de longueur très inférieure à la longueur d’onde (généralement).


	Pour des éléments filaires de longueurs très petites (), on utilise plutôt une meilleure approximation de la distribution du courant, à savoir linéaire. Si un tel dipôle est orienté selon l’axe Oz et centré à l’origine des coordonnées (Fig. 4.7), la densité de courant s’écrit
                        (Eq III-)
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Figure III-7: Distribution du courant le long d’un dipôle


                                                          de faible longueur ().
Délimitation des trois régions de rayonnement
	Avant de commencer le calcul du champ rayonné par une antenne filaire rectiligne de longueur l quelconque, il est utile de rappeler les limites des trois régions de rayonnement exposée au paragraphe 2.2.3, pour une antenne de forme quelconque et dont la dimension maximale est D(D=l pour une antenne linéaire), l'espace entourant cette antenne est usuellement subdivisé en trois régions, délimitées par 
· région du champ proche            

                                                                 ( Eq III-)
· région du rayonnement proche (zone de Fresnel)              

                                                  ( Eq III-)
· région du champ lointain (zone de Fraunhofer)                             

                                                             ( Eq III-)
En suivant la même procédure, le potentiel vecteur s’écrit :

             ( Eq III-)






Comme la longueur du dipôle est faible (), la valeur de R pour différentes valeurs de z' le long du fil ( ) sont prise égale à r () le long du chemin d'intégration. L'erreur de phase maximale est pour ; l'intégration est réduite à                                  ( Eq III-)

Figure III-8: Distribution du courant le long d’une antenne filaire rectiligne
                                           de longueur l alimentée en son centre.

Dipôle de longueur finie
Pour ce faire, considérons le cas simple d'une antenne filaire rectiligne de longueur l orienté le long de l'axe z et centré à l'origine O des coordonnées (Fig.III-).
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	Figure III-9: antenne filaire rectiligne de longueur l quelconque 
La technique du calcul du champ exposée dans le cas du doublet électrique et du dipôle de faibles dimensions est valable pour toute antenne filaire rectiligne de longueur l quelconque et dont la section droite est supposée négligeable. L'approximation de la distribution du courant, permettant à la fois d'alléger le formalisme mathématique et d’obtenir des résultats satisfaisants, est exprimée par une fonction sinusoïdale qui s'annule sur les deux bouts de l'antenne. Dans la pratique, l’expérience a montré que les résultats ainsi calculés sont très proches des résultats de mesure (Fig.III-8).   
Dans le cas de l'antenne la figure III-, cette distribution s'écrit
·                              ( Eq III-)
1. Calcul du champ électromagnétique rayonné
La méthode de calcul consiste à subdiviser le dipôle de longueur finie, qui se trouve à une distance r' de l'origine, en un nombre de dipôles infinitésimal de longueur.  Si le nombre de subdivision est assez grand, cette longueur s'approche de .
Soit un dipôle infinitésimal qui se situe sur l'axe des z à z'. le champ électrique et magnétique dans la zone lointaine, déjà calculés, sont: 
	

	( Eq III-)


En utilisant les approximations du champ lointain :

                                                                     ( Eq III-)
Le champ électrique devient :

                                             ( Eq III-)
La sommation de la contribution des tous les éléments infinitésimaux donne :

                                              ( Eq III-)
Le facteur entre les crochets est désigné par le facteur d'espace alors que celui qui y sont en dehors sont désignés par facteur d'éléments
Le champ total est donc donné par le produit des facteurs d'éléments et d’espace (désignés par la multiplication des diagrammes pour les distributions continues) :
Champ total = (facteur d'éléments) X (facteur d'espace)
Ce qui permet d’écrire :


( Eq III-)

                 ( Eq III-)


où 
pour obtenir finalement :

                                    ( Eq III-)
Compte tenu de (III-), on en déduit le champ magnétique


=                          ( Eq III-)
La fonction caractéristique normalisée s’écrit alors

                                         ( Eq III-)
et elle est illustrée par le diagramme de rayonnement de la figure 4.10 qui montre que la directivité augmente avec la longueur de l’antenne



      
Figure III-10: Diagramme de rayonnement d’une antenne filaire
dans le plan vertical pour différentes valeurs de l.




Tant que la longueur de l’antenne est inférieure ou égale à la longueur d’onde, le diagramme ne comporte que les 2 lobes principaux dont le maximum est dans la direction horizontale () et deux directions de rayonnement nul (. Au-delà de cette valeur (), le diagramme présente des lobes secondaires (fig. 4.11) et les directions de rayonnement nul autres que ( sont données par l’expression


     ()    avec Int(x)=valeur entière de x


Figure III-11: Apparition des lobes secondaires pour .
Caractéristiques générales
a) Puissance rayonnée - Résistance de rayonnement - résistance d’entrée
Dans la région du champ lointain le vecteur de Poynting défini par la relation (III-) est réduit à sa valeur moyenne temporelle qui vaut

                                        ( Eq III-)

 est définie par  III-)
L’intensité de rayonnement définie par l’équation (III-) s’écrit donc 

                                           ( Eq III-)
et sa valeur maximale vaut alors


              ( dépend de la longueur de l’antenne). ( Eq III-)
La puissance rayonnée est dans ces conditions

                                  ( Eq III-)
avec

( Eq III-)
          C=0.5772 est la constante d’Euler. Ci (x) et Si (x) sont respectivement les cosinus et sinus intégrales définies par


  et                                 ( Eq III-)
Ci (x) est lié à l’équation intégrale Cin (x) par 


   avec                  ( Eq III-)
Les trois équations intégrales sont généralement tabulées en annexe dans la plupart des ouvrages sur la théorie des antennes.
A partir de la puissance rayonnée on déduit la résistance de rayonnement par 

                                                     ( Eq III-)
Sachant que le courant au point d’excitation de l’antenne est

 
La résistance d’entrée de l’antenne vaut alors

                                                                    ( Eq III-)
b) Directivité maximale
La directivité maximale définie par la relation (2-28) vaut

                                               ( Eq III-)

La figure III- illustre les variations de la directivité et se la résistance de rayonnement d’une antenne filaire rectiligne dont la longueur l varie de 0 à 3 .
 (
Figure III-
12
:
 
Variation de la directivité (sans dimension) et de la résistance de rayonnement en fonction de la longueur l d'un dipôle excité par un courant dont la distribution est sinusoïdale.
)               

Cas d’un dipôle demi-onde



	Le dipôle le plus utilisé comme antenne filaire rectiligne est le dipôle demi-onde (). Sa résistance d’entrée Rin (égale à sa résistance de rayonnement) de l’ordre de 73 permet une bonne adaptation à une excitation par ligne coaxiale d’impédance caractéristique de 75. Les expressions du champ rayonné (III-) et (III-) deviennent


           (III-)                      ( Eq III-)
Le champ normalisé donné par (III-) est alors

                                                                     ( Eq III-)
L’intensité de rayonnement et sa valeur maximale s’écrivent respectivement 



     et     (obtenue dans la direction )  ( Eq III-)
Dans ces conditions, la puissance rayonnée vaut

                                  ( Eq III-)

Un changement de variables adéquat permet d’écrire (III-) sous la forme


              ()             ( Eq III-)


Pour , le courant aux bornes de l’antenne Iin  est égal au courant maximum Io , les résistances de rayonnement et d’entrée de l’antenne sont égales et valent 

                                                                ( Eq III-)


A l’aide du théorème de réciprocité et de la méthode de la fem induite que l’impédance d’entrée d’un dipôle demi-onde sans pertes est  .
Elle est donc inductive et un dispositif d’adaptation (stubs, ligne quart d’onde ...) est nécessaire entre l’antenne et la ligne de transmission qui l’alimente.
Des méthodes de calcul plus élaborées tenant compte du diamètre du conducteur, basées sur des développements numériques parfois trop lourds, conduisent à des résultats très semblables. 
La directivité maximale vaut donc

     ( soit 2.16 dB)                                ( Eq III-)

et son aire équivalente est alors

                                                                (Eq III-)

	L’antenne filaire verticale est couramment utilisée pour l’émission et la réception en ondes longues et moyennes. Elle est essentiellement composée d’un fil mince, siège d’une onde stationnaire, et n’est évidemment sensible qu’à un champ électrique de polarisation parallèle à ce fil. 
	Le dipôle demi-onde est utilisé seul à chaque fois que l’on désire réaliser une antenne simple et relativement peu directive. En ondes longues et moyennes, il est disposé verticalement (antenne fouet verticale) pour produire une onde terrestre. En ondes courtes, il peut être soit verticale, soit horizontale.




Antennes en boucles (antennes cadres ou loop antennas) 

Les antennes en boucles ont les mêmes caractéristiques que les monopoles et les dipôles: pas chers  et  simples à fabriquer. Elles prennent plusieurs formes : circulaires, rectangulaires, elliptiques…Mais les caractéristiques fondamentales d'une antennes est largement indépendantes de la forme  de la boucle pour le champ lointain.  
A cause de la simplicité d'analyse, la boucle circulaire est la plus populaire et qui a retenu beaucoup d'intérêt. Elle est équivalente à un dipôle magnétique infinitésimal d'axes perpendicularités au plan e la boucle  car produisent des champs qui sont mathématiquement de même forme

Une spire circulaire (ou carrée) de faible dimension (par rapport à la longueur d’onde) est équivalente (Fig. III.6) à un doublet magnétique perpendiculaire au plan contenant cette spire. 
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Figure III-
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  Spire circulaire et doublet magnétique fictif
)


Le champ rayonné par une telle spire, parcourue par un courant électrique, est donc le même que celui rayonné par un doublet magnétique représenté par les éléments fictifs de charge  et de densité de courant magnétiques. La valeur de la résistance de rayonnement d’une telle spire est tellement faible qu’elle est inférieure à la valeur de sa résistance ohmique (pertes). C’est la raison pour laquelle une telle antenne est généralement utilisée en réception où le rendement est moins important que le rapport signal sur bruit. 
En général, les antennes en boucles sont classées en deux catégories:
· Petites boucles: leurs circonférences  2r0</10
· Boucles larges: leurs circonférences  2r0 ~ 

Utilisations : utilisées dans les bandes  HF, VHF et UHF pagineurs (pagers ou beeper), LF radios portables, indicateurs de direction, sondes de champs en micro ondes
Remarque : 
La résistance de rayonnement de la boucle peut être amélioré en la rendant comparable à l'impédance caractéristique de la ligne de transmission en augmentant électriquement son périmètre et/ou le nombre de tours. Une autre alternative cosiste à insérer dans la boucle un noyau en ferrite de très grande perméabilité qui permet d'augmenter l'intensité du champ magnétique et par suite la résistance de rayonnement



1. Cadre circulaire de très faible rayon 
La configuration la plus simple, permettant de déterminer le champ rayonné, est de centrer le cadre de rayon a (a   ) dans le plan xy (Fig. III.7).


 (
M(r, 
, 
)  ou (x, y, z)
P(a, 
’, 0)  ou (x’, y’, z’ = 0)
 x’ = r
0
 cos
’
 y’ = r
0
 sin
’
)
















Figure III-14:   une  petite boucle circulaire avec une source de courant élémentaire en P
Rayonnement d'une petite boucle de courant "Dipôle magnétique". Calcul du champ rayonné 
Pour déterminer les expressions du champ rayonné en un point quelconque d’observation M, on procédera de la même manière que pour le doublet électrique (  ). 

Le potentiel  vecteur magnétique , donné par l’équation (   ) pour les structures rayonnantes filaires, s’écrit 

                           (Eq III-)
On note que les variables avec "prime" sont celles qui sont liées à sources
Pour simplifier le formalisme mathématique, on supposera le diamètre du conducteur négligeable (devant la longueur d’onde)  et une distribution du courant le long de l’antenne de la forme:

                                                                                                  (Eq III-)



étant constant et  le vecteur unitaire de la densité de courant au point d’excitation  P. l'élément de longueur liée à la source est 

                         (Eq III-)

                       (Eq III-)


On remarque que le vecteur unitaire varie en direction avec . Il est préférable donc de l'exprimer en fonction des vecteurs unitaires du point d'observation fixe. En coordonnées sphériques, il s'écrit :

                                          (Eq III-)

                                                                                 (Eq III-)

En coordonnées sphériques, il s'écrit :

                                                                   (Eq III-)
Le potentiel vecteur devient

            (Eq III-)
Si on fait le changement de variable en posant 

                                                                                     (Eq III-)

                 (Eq III-)
Le second terme est périodique et impair en , par conséquent sont intégral pendant une période s'annule et le potentiel vecteur se réduit à une seule composante:

                            (Eq III-)
Cette intégrale est très difficile à intégrer. Mais  la fonction à intégrer 

                                            (Eq III-)
Peut être développer en série de Maclaurin tant que la spire est de faible dimension (r0   ),  pour arriver finalement au résultat, en ne gardant que les deux premier termes:

                                                    (Eq III-)
Donc:

                                                (Eq III-)


En utilisant les équations (  ), on en déduit les expressions des composantes du champ rayonné sous la forme

                                                                                                        (Eq III-a)

                                                        (Eq III-104 b)


                                                                                                        (Eq III-104 c)                                                         (Eq III-104 d)

                                             (Eq III-104 e)
Champ rayonné par un doublet magnétique

Un calcul analogue pour le doublet électrique, montre que le champ rayonné par un doublet magnétique (Fig. III.1 a) centré en  O sur l’axe Oz  et parcouru par un courant constant  peut s’écrire 



                                                                                           (Eq III-a)

                                                     (Eq III-105 b)


                                                    (Eq III-105 c)                                        (Eq III-105 d)



	La comparaison des équations (III-    ) et (III-   ) montre bien qu’un doublet magnétique de longueur l (l  ) parcouru par un courant magnétique  est équivalent à une spire circulaire de rayon a  (a  ) parcourue par un courant électrique  tel que . Ainsi, un circuit fermé (C), de faibles dimensions (par rapport à la longueur d’onde), parcouru par un courant variant sinusoïdalement en fonction du temps, représente la réalité physique d’un doublet magnétique.
On peut établir les expressions (   ) du rayonnement du doublet magnétique à partir de celles (§      ) du doublet électrique et des substitutions duales illustrées par le tableau     
Les composantes du champ rayonné exprimées par les équations (   ) ou (   ) sont valables en n’importe quel point d’observation M sauf à l’origine des coordonnées (r = 0). Le champ magnétique est dans un plan méridien (vertical) et le champ électrique horizontal et ce contrairement à la structure du champ rayonné par le doublet électrique (§ paragraphe 4.2.1). Comme pour le doublet électrique, on peut définir l’impédance d’onde du doublet magnétique par 

                                (Eq III-)
 (
R
L
Figure III-
15
: 
  
Schéma électrique équivalent de l’impédance d’onde du doublet magnétique.
)Cette relation permet de représenter le circuit électrique équivalent (Fig. 6.3) d’un cadre de faibles dimensions ou d’un doublet magnétique.










La partie réelle R de  varie en ( au voisinage de l’antenne et tend à grande distance (kr  1) vers l’impédance d’onde  de l’onde plane uniforme. La partie imaginaire, purement inductive, varie linéairement en (kr) dans la zone proche et tend vers 0 dans la zone du champ lointain (Fig III-9.).
                                   
 (
Figure III-
16
: 
  
Influence de l’éloignement du point d’observation sur l’impédance d’onde du doublet magnétique
)


Puissance rayonnée - Résistance de rayonnement
	Dans le cas du doublet électrique, nous avons vu que la puissance réactive est prédominante dans la zone du champ proche et qu’elle est purement réelle (rayonnée) dans la zone du champ lointain (§ chapitre 4). Pour voir ce qu’il en est  du cas du doublet magnétique pour lequel, compte tenu des équations (6-6),  le vecteur de Poynting s’écrit 

                          (Eq III-)

En intégrant le vecteur de Poynting sur une surface sphérique fermée de centre O et de rayon r, nous remarquons que seule la composante  dont l’expression est 

                          (Eq III-) 
contribue au calcul de la puissance complexe totale qui s’écrit

                           (Eq III-) 
et dont la partie réelle (puissance rayonnée) et la partie imaginaire (puissance réactive) sont alors

                                                         (Eq III-)

                                                             (Eq III-) 
On en déduit la résistance de rayonnement du doublet sous la forme 

                                             (Eq III-)
 Contrairement au doublet électrique pour lequel la réactance est capacitive, le doublet magnétique présente une réactance inductive qui vaut 

                                                      (Eq III-)


Nous constatons que la puissance rayonnée et la résistance de rayonnement sont indépendantes de la position du point d’observation (comme dans le cas du doublet électrique) et augmentent avec la fréquence en . Par contre, la puissance réactive et la réactance inductive varient en () avec l’éloignement et sont proportionnelles à la fréquence. 

Si le cadre est constitué de n spires, sa résistance de rayonnement est égale à celle d’une spire multipliée par le facteur  et son expression est donc


                           = 20                                                                (Eq III-)
Comme la résistance de rayonnement d’une spire est généralement très faible, ce procédé permet de l’augmenter et de lui donner une valeur désirée.
Exemple 

Déterminer la résistance d’un cadre circulaire de rayon . Que devient la valeur de cette résistance  si le cadre est constitué de 20 spires ?
Solution 



                  (1spire) = 20 = 20= 0.12  


                  (20 spires) =202 . (1spire) = 48 
Le rendement (§ eq. 2-66c) d’un cadre à une spire de faible dimension est très faible car la valeur de la résistance de rayonnement est plus petite que celle de la résistance de pertes. Pour augmenter ce rendement, on utilise des cadres à plusieurs spires.
Généralement, on admet que la résistance des pertes d’un cadre de faible dimension est la même que celle d’un conducteur rectiligne dont la longueur est égale à la circonférence du cadre et elle est donc calculée en utilisant l’équation 2-66e. Si cette supposition est valable dans le cas d’un cadre monospire, elle ne l’est pas pour un cadre multispire. En effet, pour un cadre multispire, la distribution du courant le long du conducteur n’est plus uniforme. Elle dépend aussi bien de l’épaisseur du conducteur que l’effet de coupage.
Expressions du champ proche 

Les expressions du champ rayonné au voisinage de l’antenne (kr ), déduites des équations 6-6 en gardant les termes les plus significatifs, s’écrivent 


                                                                                          (Eq III-a)

                                                                (Eq III-115 b)

                                                                         (Eq III-115 c)

                                                                          (Eq III-115 d)


Les composantes du champ magnétique  sont en phase dans le temps.  Elles sont en quadrature de phase avec la composante du champ électrique. La puissance du champ rayonnée est donc nulle dans ces conditions comme dans le cas du doublet électrique. L’impédance d’onde donnée par la relation (  ) devient une réactance inductive pure dont la valeur de la self est 


Champ lointain


Lorsque l’éloignement augmente, le terme (kr) devient très supérieur à 1. Les termes en ) et en ) sont alors insignifiants dans les équations (6-6) qui deviennent



                                                                         (Eq III-a)

                                  (Eq III-116 b)

                                     (Eq III-116 c)



 	Le champ rayonné est purement transverse et possède la structure d’une onde plane uniforme par rapport à la direction radiale. Les champs   et  sont orthogonaux dans l’espace et en opposition de phase dans le temps. L’impédance d’onde  donnée par la relation (6-8) devient égale à l’impédance  de l’onde plane uniforme en espace libre . La polarisation est linéaire horizontale. Le diagramme de rayonnement est identique à celui du doublet électrique (Fig. 4.5). Il en est de même de la directivité et de l’aire équivalente.
Les expressions (6-16) peuvent être directement obtenues en utilisant les expressions générales (3-50a) et (3-50b) donnant le champ lointain rayonné par des antennes. 




Différents types d’antennes filaires

Dans la pratique, on trouve aussi des doublets qui ne sont pas rectiligne mais elles prennent d'autre formes : en Vee, repliées, Yagi-Uda.
Alimentation des antennes filaires
Lorsque on alimente une antenne à une ligne de transmission, il est important de tenir compte: de l'adaptation de l'antenne à la ligne l'excitation de la distribution du courant dans l'antenne.
· Adaptation
[image: ] Figure III-17:   

· Alimentation décalée
	[image: ]
Antenne demi onde

	[image: ]
Antenne demi onde


Figure III-18:   




· Alimentation symétrique

[image: ]
Figure III-12:   
1. Doublets en Vé
[image: ]Cette antenne, peut être considérée comme une ligne de transmission qui a été coudée, à ses extrémités, de longueur h, d'un angle . Cet angle  dont la directivité est la plus grande dans la direction de la bissectrice est donné par les résultats empiriques :


  est donné en degré.
La directivité correspondant est:

                                             
 Figure III-20:   
Elle est meilleurs que celle obtenues avec une antenne rectiligne (5.26dB au lieu de 3.4 dB pour un .longueur de 1.5)
[image: ] Figure III-21:   

Les dipôles repliés (Folded dipoles antennas)
Une antenne extrêmement utilisée est le dipôle replié. Elles sont constituées de dipôles parallèles connectés à leurs extrémités, formant ainsi une forme bouclée très étroite, d<<L. le point d'alimentation est au  milieu d'un de ses coté.
	[image: ]

	[image: ]


Figure III-22:   
Si on considère comme exemple l'antenne repliée demi onde (très populaire), son impédance d'entrée est donné par 

                                                  (Eq III-)
Où ZD est l'impédance d'une antenne ordinaire de même longueur. Il peut etre facilement adapté à une ligne de transmission.
La distribution de courant donnée par schéma de la figure () ou ce courant n'est pas nul aux extrémités qui sont connectés.
Le dipôle replié est utilisé en réception FM, pour alimenter le réseau d'antenne Yagi car, il possède en plus une bande passante plus large.
Antenne Yagi-Uda
Le réseau Yagi-Uda, ou tout simplement les antennes Yagi sont très populaires à cause de leur simplicité et leur gain très élevé surtout dans la TV.
Elles sont constituées d'un élément pilote "driver" alimenté de façon directe, d'un élément réflecteur et un certain nombre  d'éléments directeurs (éléments parasites), alimentés par couplage. L'unité la plus est constitué de trois éléments. Si on considère seulement deux éléments: un driver et un réflecteur, de même longueur /2 et assez proche l'un de l'autre (0.04).

L'élément parasite est alimenté par le champ rayonné (zone proche) par l'élément pilote qui est alimenté directement. Ce champ incident est tel que  et qui va induire un courant dans l'élément parasite. Ce courant excite l'élément parasite, ce qui va produire à son tour un champ rayonné résultant, de meme amplitude et en opposition de phase avec le champ incident. Ces éléments sont de bon conducteur, donc le champ total tangentiel est nul:


[image: ]
Figure III-23:   

Si maintenant on prend un élément parasite un peu plus long que le driver, on obtient un diagramme plus directif (l'élément parasite se comporte comme un réflecteur)
[image: ]
Figure III-24:   

Deux éléments Yagi constitués d'un driver de longueur 0.4781 et d'un réflecteur de longueur de 0.49, espacé de 0.04 et diamètre 0.001. 
Si l' élément parasite est moins long que le driver, mais placé de l'autre coté, le diagramme est tel qu'on a une augmentation du  faisceau principale dans la même direction. Ce type d'élément parasite est appelé directeur car il dirige le rayonnement du driver vers le directeur.

[image: ]
Figure III-25:

En combinant les deux éléments parasites avec un driver, on obtient le diagramme suivant 
	[image: ]
	Fig[image: ]. 
Diagramme dans le plan H
	[image: ]Fig. 
Diagramme dans le plan E 



Figure III-26:
La directivité maximale obtenue pour trois éléments est 9dB. L'espacement optimum est 0.15 à 0.25. Les valeurs typiques des longueurs sont de 5% pour le réflecteur et -5% pour le directeur par rapport à la longueur du driver résonant.
Un considérable travail expérimental et théorique qui a été fait depuis son apparition pour la première fois, a montré que plus d'un réflecteur n'apporte aucune amélioration. Par contre, l'addition de plus qu'un directeur augmente le gain (jusqu'à 9 directeurs). En général, une antenne Yagi contient plusieurs directeurs.
[image: ]
Figure III-12:   Un antenne Yagi de six éléments, pour la TV.

.
[image: ]
Tableau III-1:Caractéristiques des antennes Yagi-Uda iso espacés
Dans la pratique, ces antennes sont montées sur des mâts en aluminium. Le driver est une antenne repliée pour avoir une bande passante plus large.
En fin, l'antenne Yagi reste l'antenne le plus populaire dans les bandes HF-VHF-UHF pour ses qualité, malgré sa bande passante étroite: poids faible,, un gain élevé, et reste l'antenne la moins chère sur ces bandes de fréquences.
[image: ]
 (
Fig. 4.5  Composantes du champ électrique 
Diagramme en polaire des champs normalisés pour (kr = 10).
              (b)  Rapport  
 en fonction de (kr) pour 
)[image: ]    [image: ]
Tableau III-1 : Caractéristiques des antennes Yagi-Uda iso espacés : 
a) plan H,
b) plan E




[image: ]Dipôles à faisceaux croisés
	La réception en FM se pratiques indifféremment selon le plan vertical ou le plan horizontale: tout dépend du type d'émetteur. Pour remédier à cette diversité de rayonnement, on incline le brin télescopique. On  reçoit alors presque aussi bien les champs selon les deux plans.
Si on veut rayonner selon les deux plans, on peut placer des dipôles en croix. Mais pour rendre homogène le champ, on incline en Y les dipôles et on les entrelace en faisceaux croisé.
Pour avoir un diagramme quasi omnidirectionnel, on utilise 4 faisceaux superposés sur le même pylône.
Antennes super tourniquet
Cette antenne, très utilisée pour constituer une station FM locale. Elle se compose d'un empilage de plusieurs étages disposés en croix, 2 par 2, de longueur  /2, espacés de /2 et alimentés en quadrature en utilisant un réseau déphaseur. Le diagramme de rayonnement est, dans le plan horizontal, quasi omnidirectionnel.

[image: ]
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