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Exercicel: (10 pts)

Soit le systéme mécanique composé d’un disque homégene (my,R) (J;c = %mle), qui peut rouler sans
glisser sur un plan horizontal, d’une barre AB (my, 1) qui peut osciller autour d’un axe O perpendiculaire au plan du
mouvement (], = ;lz-mzl2 , G: centre de gravité), d’un ressort k et d’un amortisseur a. La barre horizontale CA

est de masse négligeable.
1- Sachant que Le systéme effectue des oscillations de faibles - position

amplitudes.  sin(8) ~ 6 ,cos(6) = (1 -972) A f"* dEquilibre
Calculer le Lagrangien L du systéeme . " A ;

‘ .
2- Montrer que le lagrangien L et la fonction de dissipation D

1
Peuvent s’écrire sous la forme: -
L=1Mo0207 —1Ko1262 + C*%; D = a2 oY
Donner les expressions de My, K, -et ag. C': Constante b
48
3- Le point B est soumis a une force extérieure F(t) = Fyelot ) f 4
Etablir I'équation différentielle du mouvement et déduire wg et 6, Y

ainsi que la condition d’oscillation en fonction de : 7D

my,my,l, k,g,eta. ’

4- Donner la solution générale, en calculant les expressions
de I'amplitude et de la phase des oscillations forcées.

F(t)
Exercice2: (10 pts)

Une partie d'une machine est modélisée par le systéme de la figure ci-dessous. Deux disques
uniformes A et B de méme masse M, libres en rotation sont fixées par leurs centres, et couplées par un
ressort. Les trois ressorts ont la méme raideur K. Le disque A est de rayon R,, le disque B est de rayon
R, = 2R;.

1 - Ecrire les équations différentielles du mouvement. (Jpisque = iMRZ)

2- Déterminer les fréquences et les modes propres dans le cas des faibles amplitudes.

3- Avec les conditions initiales suivantes: 8,(0) = 68, ; 61(0) = 0; 8,(0) =0; 6,(0) = 0, donner les
expressions exactes de 6, (t) et 6,(t).

OBerne charce
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Solution de 'exercice 1

Le disque m1 roule sans glisser : une rotation ¢ et une translation x; = R¢

’ L. L
La masse m2 tourne autour de I'axe O : xG = L sin 6 etyG= 5 €0s 0

Mouvement du point B : xB = — isin 0

l

. : : 3l . 31
Relation entre le mouvement du disque et celui de la barre {R¢ = - Sin 0~ —4—9

1- Calcul du Lagrangien du systéme
Energie cinétique :
B §1c¢2 + %mﬂzcz + %1092
1 1
Jc =§m1R2 Jo =Jc+m(l/H? Jg =Em212

1/1 ; 1 ; 171 .
T= —(—mle) $? + imlRZ(i)z + E(—mzlz, +m, (l/4)2) 62

2\2 12
_3 242 ,1(1 2,1 2) 42 _3 242, 7 242
T =2m,R*$ +3(Zmyl? + - myl )6 T =3mR2¢? + Zm,l%0
_3 3L\, 7 242 _ 27 242 4 7 242
T=2m, (26) +-m,l%0 T =Zm 1267 + Zm,1%0

gy | €
=z2\32™M Tag™ &

Energie potentielle :

1 l l
U=U,+Ug =—2—ka2 +mg (Zcose _Z)
2

U—lk(l'9)2+ L cost = 1)
—2 4Sln 77";.:/94(:05

Puisque : sin(f) = 6 ,cos(9) ~ (1 - 972)

U=312k1292+m2g£(—923) U=2(1k126% - mg6?)

v =3(5- ") ve? @
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Le Lagrangien :

1027 7 17k myg
v = 22 _ Z(Z_ 29 2p2
g 2(32m1+48m2)10 2(16 41)”’ @

2- Forme générale du Lagrangien et de la fonction de dissipation :

1,27 7 g 17k myg
] (i zZez——(—-L) 292
2(32"11 48'"2) 2\16 a1 /! o
On pose : '
I ¢ ) _ (& _mag
Mo = (32 Byt 48m2) €l Ko = (16 4l )
(95
; : - 292 _ 1 2092
On obtient : L= 2Mol 0 > Kyl°6 %
La fonction de dissipation :
1., 1 [l 2
D =Eax32 D =5a(26§f)59)
1 [l
D ~Ed 20)

1

On pose : on obtient: | D = ;aolzéz
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3- Détermination de I’'équation différentielle:

d (aL) oL _ l ‘

dt\ag/) 96 96 ()

a 2/ oL _ g2 @:_ 24
L(2) =M 55 =Kol 2 = al?0

r(t) = %sine g;— = %cose =~ /4

; - o .
M0l29 + KOZZQ = '—aolze + ZFoe]wt

Ko 1
0+ — i — F,elot
+M6+M09 aM, Foe

6 + 260 + wy? 6 = Bel**

a
Avec : 5 = 2
2

=
(27m1 + 13 mz)
wy® = II:I(:) (
!
= .4.1_”—01:0

k 4
‘, >0 g >2E @
16 4l 1

m
Condition d’oscillation : — — 24

4- Solution de I'équation différentielle:

6(t) = Op(t) + 6,(t) S

0,() = Ce 0%tsin (wob+ @) Tavec: wg = wy2 — 8%  solution homogeéne
6,(t) = Asin (w&f-l-’d)‘tion particuliere

&,
A= et ¢= Arctg(—

(Wo2—w?2)2+(20w)? 02 wz

o O
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2- Détermination des fréquences et des modes propres : L Lf)

La solution est de forme sinusoidale on a donc : §; = —w?6; @

—(1)291 + (u%@l = a192 S (w% o (1)2)61 — a192 =0
—w?0, + w36, = a,0, (w§ — 0?6, — a0, =0

i @R =00y — By =0 corriamenlD) &
= { —a291 + (0)(2) = 0)2)92 =0 i s wws wes e e e (2) ' (I)

( 2 _ 2) _ 0 0
( ey be)) (6)= )

. ©

3
k
(w3 —w?)?—-a,a, =0 avec: qya; =4 (—n—l)

(w2 — w?) —-ay
-a, (w3 — w?)

2
2 _ 2y — k 2 — 2 k
(wf—w?) =+ 4(m) 2 w —woigm
Pour w = wy: w:=wi+2% D w2=4X42% ce quidonne: w? =6
1: Wi 0T e 1 = Powy M

k ; 2
= 2; ce quidonne: wj; =2

k
Pour = wy: wj=wi—2— > w? =4

On remplagant les valeurs de w? et w3 ainsi que la valeur de w? dans le systéme (I), équation (1) on
obtient :

Pour Wy (4%—6%) By—43.0, =0 >0, =-26 @ |
w; = 6% Vi(7}) oubien ¥, (_1%)

Pour @, : (4%—2%)91—4592 =0 > 0,=20 @
wy = 2% Vz(i) ou bien V, (9

%

(z:) =4 (_12) cos(wy.t+¢@4) +B (i) cos(wy.t+ @3)

0,(t) = —2.A.cos(wyt + @1) + 2. B.cos(w;.t + @2)

0. 5]
0,(t) = A.cos(w1t + @4) + B.cos(w;.t + ¢@3) (‘gy .
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Solution de l'exercice 2

1 - Les équations différentielles du mouvement : L W,- § )

T =2J,07 +3),6% = “MR*67 + “MR,%63 @
U =3K(R,6:)% + 3K (Ry8,)? + 5 K (R161 = Ry6,)* @

L=T-U

1
ZMRl 62 +- MR2 62 ——K(R161)2 - —K(RZBZ)Z -—K(R191 — R,0,)?

Loy B g
dt\ad,) a6,
dony_ i,
dt \9o, 80,
d fOLY _1 2 oL 2 .
dt (691) e ZMR1 91 a6, —2KR;"6, + KRy R,0, }@
oL\ _ 1 2o oL 2 ‘
(691) — ;MRZ 02 ‘ '672 e —ZKRZ 92 + KR1R201
lMR 2 9 20 _ ‘
SMR{" 0, + 2KR176, = KR1R,0, Q——

w9

L

1 2 1 2 @
EMR EMR
. |2kR, KRyR,
b, + 0 6 @
2 %MRZZ 2 1MR 2 1
Avec R, = 2R, 1

{ 6, + w3, = alaz
02 + (1)062 = a261

XI=

K g
telque: wf=44 ; "= ; Ay =

v
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?;- Expressions de 0 (t) et 8,(t) : -”Xié
Avec les conditions initiales suivantes :
0:(0)=8y 6:(0)=0 6,(00=0 6,(0)=0 °
( —2.A.c080; +2.B.COSQP2 =00 ..o (D)
) 2.A.@1.5in @1 — 2.B.@3. 510 QP3 =0 oo vvervr e s e (2)
( < A.COS @1+ B.COSPz =0 it it 3
L —A.w1.SiN@; —B.w2.5IN @3 =0 e v v (4)

On multipliant I'équation (4) par 2 et on I’ additionnant avec I’équation (2) on obtient :
—4.B.w,.sing, =0 > sing; =0 cequidonne: @; = km
Et multipliant 'équation (4) par -2 et on I additionnant avec I’équation (2) on obtient :

4.B.wqy.sing; =0 = sing,; =0 cequidonne:q; =km

Donc: @1 =@ =knm @ o

Remplagant les valeurs de ¢, et @, dans(1)et(3):
_Z.A + Z.B = 00

A+B=0

0.(t) = %.cos(wl.t) +97°.cos(w2_t) (®

(7} 6
0,(t) = —-4—°co§(w1.t) + chos(wz.t)
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Exercice 1 :(5 points)

Une masse M est fixée a un ressort de raideur k et un amortisseur

I- Etude du systéme libre non amorti.
1. Donner I’équation différentielle du mouvement.

Université Ferhat Abbas — Sétif 2¢me Année LMD
Faculté des Sciences de l'ingénieur 11 Février 2010
Département de Tronc Commun S.E.T.I Controle de Physique 3 Temps alloué :1h30

de coefficient de frottement visqueux o (Voir figure N°1).. o |_ J

~

=N

2. Déduire la pulsation propre w, des oscillations libre non amorti F$
ainsi que la solution y(t).

11- Etude du systéme libre amorti.

1. Donner I’équation différentielle du mouvement.

2. Déduire la pulsation w, des oscillations libres faiblement amorties en fonction de M, k et a.
Déterminer la solution y(t).

111- Etude du systéme forcé amorti.
La force F agissant sur M est sinusoidale : F = F, sin Qt.
1. Donner la nouvelle équation différentielle du mouvement ?
2. Trouver la solution y(t).

Exercice 2 :(7 points)

Une masse m, suspendue a un ressort de raideur K, est attachée a un amortisseur de
coefficient de frottement visqueux a. Elle effectue un mouvement amorti (Voir figure N°2).

M 1 Y(t)

Figure N°1

s(t)

Le point d’attache du ressort est soumis & un déplacement s(t) : s(t) = S, e/,

1+

1. Calculer le Lagrangien du systeme.

2. Déduire I’équation différentielle du mouvement.

3. Trouver les expressions de ’amplitude A et de la phase ® et de la solution
particuliére représentant le régime permanent.

Exercice 3 :(8 points)

Une masse m, glisse sans frottement sur un plan horizontal et entraine un pendule (m,, I)
dans son mouvement. Un ressort horizontal, de constante k se situe a une distance 04 = a
et relie les deux oscillateurs, (Voir figure N°3).

. . . . X
1. Ecrire les équations du mouvement en fonction de x et 0. —
2. Calculer les pulsations du systéeme et déduire les W»WW

modes propres, On donne :

m;=m,=m, a=Il/4, mg= %kl .

3. Donner les équations du mouvement x (t) et 0(t).

|

I a

STITT™™

Figure N°2

Figure N°3
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Solution de I’exercice 1

Dans la figure N°1, la masse M est fixée a un ressort de raideur
k et un amortisseur de coefficient de frottement visqueux a.

I. Etude du systéme libre non amorti.

3. L’équation différentielle du mouvement.

k
y+ wiy=0
4. a) La pulsation propre w, des oscillations libre non amorti. M 1 Y
t
k
wy = |[—
0 M
b) la solution est sinusoidale du type y = a cos(wgyt + @)
I1.  Etude du systéme libre amorti.
3. L’équation différentielle du mouvement.
y + 28y + w3y = 0 avec d=— et wy = ’E
2M M a ] k

4. a) La pulsation w, des oscillations libre amorti.

M
2 Y(t)
e i () L

b) La solution :
Le systéme peut osciller : donc 8 < wg — y(t) = C e %t sin(w,t + @)

111- Etude du systéeme forcé amorti.

La force F agissant sur M est sinusoidale : F = F sin wt.

1.Equation différentielle du mouvement forcé amorti :

My + ay + ky = Fy sinwt ouencore ¥+ 26y + wo? = Fﬁ"sinwt
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a
avec:6 =— et wg = |—
2M 0 M

La nouvelle solution : y(t) = C e %t sin( w,t + @) + A sin (Qt + W)

Fo _
Avec : A= M , W= —Arctg 200

77
J(w5—92)+45292 (w5 Q%)

Solution de I’exercice 2

La masse m et ’amortisseur o effectuent des oscillations verticales donc y,, =y, = x
Le ressort lié a la masse m est soumis a un déplacement forcé s(t) = a cos wt

Donc: {x, =x—s avec s(t)= ls(t)

4. Calcule du Lagrangien du systéme.

Energie cinétique :

1 .
T=Tm=m x?

m
Energie potentielle : J-
U= Ux=3k (x — 5)2 L

a

La fonction de dissipation N

1 Figure N°2
D = = ax?
2 ax

La fonction de Lagrange:
L=T-U

=1 .21 _ §)2
L—zmx 2k(x s)

5. Détermination de I’ éguation différentielle :

{d (6L) (aL)_ aD
dt \9x ax) odx




) = —k(x—5s), ——=ax

d <6L) o (6L) oD
dt\ax) ~ ™" dx

— mx—kx—s)=—ax
Donc :

a k
X+20x+wix=wlacoswt avec bS=— etwy, = |—
2m m

6. I’expression de la solution particuliére représentant le régime permanent.

On a: la solution particuliere est de la forme x,,(t) = A cos(wt + @)

x(t) = aw(z) cos(wt + @)
j[(wﬁ —w?) + 462(»2]
aw? 20w
Tels que : A = 0 et @ = Arctan (W)

j[(wg—w2)2+462wzl

7. Calcule du facteur d’amortissement é pour que, lorsque w = w, (pulsation propre
du systeme), I’amplitude des mouvements de la masse m soit égale a 20a.
a=0,5cm, k=10° N/m, m=0,1 kg.

aw? k
A= et wg = |[—

\/[(w(z, — w?)? + 482 w?]

_ aw(z, __awmg

20wy 28

Pour @ = Wy on a:




awg

Donc :6 = —,
24

Solution de I’exercice 3

Le chariot de masse M glisse sans frottement sur un plan horizontal donc Xy = X

Le ressort horizontal k relis les deux oscillateurs donc {x;, = x — asin 0
Xm = Lsin@ - x,, = LY cos O
La mass m tourne autour de I’axe O, donc . .
Ym =LcosO - y,, =— LIsin@

1.Equations différentielles du mouvement

Energie cinétique :

T =TutTh
_1 21 2n2
T==-M x* = mL~0
2 2

Energie potentielle :
U= U+U,,

U=%k (x — asin 8)? —mgL cos 6

La fonction de Lagrange:
L=T-U

L=%M x2 + % mlL?6? —%k (x —asin0)? + mgL cos 6

Détermination des équations différentielles :
d /oL dL
49~ (3) =0
dt \dx dax
d (0L dL
£(8)-G)=0
dt \00 ae




d <6L) _ Mk (OL) — K 9)
dt\ox) = 7" ax) =~ T4

d(aL)—MLzé (aL)— k( 9) 16
dt\ao/ ’ gg) ~ 44 mg

Avec : sinf = 0,cos0 = 1
Mx +k(x—a0) =0
mL?0 — ak(x — af) + mgLO = 0

Donc les équations du mouvement en fonction de x et 0 sont :

— |

{ MXx + kx = akf
mL?0 + (mgL + a’k)0 = akx

2. Détermination des pulsations et des modes propres :

Ona: M=1kg, L=1m, m=4kg, a=0.2m, k=10 N/m, g= 9,81 m/s
Donc les équations différentielles deviennent:

{ X+ 10x =20
40 + 39,60 = 2x

a. Calcul des pulsations du systeme :

o 2
On suppose que la solution est sinusoidale donc : {x o wzx
0 = —-—w*-0
—w?x+10x =20 { (10 —w?)x—-20=0
@) :  —
naura {—4(»26 +39,60 = 2x (39,6 — 402)0 — 2x = 0

On peut écrire les eux équations sous la forme matricille comme suit :

(10—_2002 39, 6_—24u)2> ()(;) - (g)




— |10 - w? -2 —o
-2 39,6 — 4w?

L’équation au valeurs propres : (10 — 0?)(39,6 —4w?) —4 =0

—> (10— w?)(9,9-w?)-1=0

2 _
—= @*-19,90? +98 =0 —> {“’1 =8.95

w3 =10.95

b.Les vecteurs propres :

w? =w?;=8,95-> 1.05x= 20 > 0 =0,53x _)71) (0,!153)

1
w?=w?,=10,95 - 2x=-4,20->0=-0,48x -7, (—0 48)

3. Les éguations du mouvements:

Les solutions des équations différentielles sont de la forme :

<x(t)

0(t)> = AV_{ cos(wq + @q) + BTzcos(wz + @,)

<x(t)) = A( 1 ) cos(wq +¢@q) + B(

0(t) 0.53 cos(w + ¢2)

—0. 4-8)

x(t) =A cos (w1 +¢@,) + Bcos(w, +¢@,)
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Exercice 1 : Questions de cours (05 points)
1- LeLagrangien d un systeme mécanique est donné par :
L= %mllieg + %mz(llél + 1292)2 + g(myly + myl,) cos 8, +m,gl, cos 0,
a) Donnez letype de couplage.

b) Ecrireleséguations différentielles du mouvement.
2- LeLagrangien d un systéme mécanique est donné par :

. . 1
L= Emﬂ%@% + Emzlgeﬁ +my gl cos 0, + mygl, cos 8, — Eka2 (sin @, —sin 0,)?
a) Donnez letype de couplage.

b) Ecrireles équations différentielles du mouvement
3- Donnez dans |’ ordre la mise en équation d’ un systéme couplé de 2 degrés de liberté :
1- On écrit les 2 solutions général es des équations différentielles du mouvement.
2- On fait I hypothese que le systeme admet des sol utions harmoniques.
3- On substitue w4 dans|'une des 2 équations et I’ on obtient le 1% mode propre.
4- On écrit les 2 équations différentielles en fonction des coordonnées généralisees.
5- On obtient 2 pulsations propres w4 €t w,. ‘
6- On substitue w, dans|'une des 2 équations et |’ on obtient e 2°™ mode propre.

Exercice 2(07 points)

Le systéme de lafigure N°1 est congtitué d’ une masse M attachée & un amortisseur
De coefficient d’ amortissement visqueux a et a deux ressorts ; le premier de masse 2 ,L
négligeable et de constante de raideur 2k, |e deuxiéme de masse m et de constante de l

raideur k. a 2k
1. Trouver le systeme équivalent.
l. Etude du systéme libre non amorti T

i

1. Trouver I’ équation différentielle du mouvement. M
2. Déduirelapulsation propre w, €t la solution de |’ équation y(t)
différentielle du mouvement.
. Etude du systémelibre amorti m
1. Trouver I’ équation différentielle du mouvement.
2. Calculer lefacteur d’ amortissement &, la pulsation des k
oscillations amorties w,, et le décrément logarithmique D. S(t 7
3. Donner lasolution de I’ égquation différentielle du mouvement ’
dans | e cas des oscillations faiblement amorties. Figure N°1

[1. Etude du systéme forcé amorti
Le systéme est soumis a une excitation extérieure de mouvement S(t) = S, sin wt.
1. Etablir I'équation différentielle du mouvement forcé amorti.

Exer cice 3 (08 points)

R roule sans glissement sur un plan horizontal. Sachant que :
L
OA—R,etOB—E. 4 .
R
systeme faiblement amorti.

1. Déduirelesvaleursde wg, 6 € w,. ’

On donne le moment d’inertie du disque: J/o= % MR? Figure N°2

Dans le systéme de lafigure 2, le disque de masse M et de rayon k
a

1. Dessiner lanouvelle position du systéme apres une

rotation d' un angle @ autour du point O.
2. Trouver lal’équation différentielle du mouvement libre amorti.
3. Donner lasolution de I’ éguation différentielle dansle cas d’ un
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Exercice 01
1.a) Couplage I Nertiel ... ..o oi i 0.5 point
b){(ml-l_mZ)l%;?.1 T gli(my +m;) 6 =~ ?12111202 ............................... Olpoint
m2l292 + nglz.ez = —m2l2l101
2.2) Couplage ElastiqUe.........c.oiiii e e e 0.5 point
mq1%,0, + (ka*? + mygl,)8, = ka?0
) 1 21..1 ( ” 19 1) 1 , 2 Olpoint
mzl 202 + (ka + ngl2)02 = ka 01

3. Lamise en équation du systéme coupl € de 2 degrés de liberté passe par la méthode a suivre suivante :

1-On écrit les 2 équations différentielles en fonction des coordonnées généralisées...0.5 point

2-On fait I’ hypothése que le systéme admet des solutions harmoniques............ 0.5 point
3-On obtient 2 pulsatioNS PropreS w1 € Wy «nvvve e iveie it e 0.5 point
4-On substitue w, dans|'une des 2 équations et I’ on obtient le 1¥ mode propre....... 0.5 point

5-On substitue w, dans I'une des 2 équations et I’ on obtient le 2°™ mode propre......0.5 point
6-On écrit les 2 solutions général es des équations différentielles du mouvement......0.5 point
Exercice 02

1. Lesystemeéquivalent :

e Leressort demasse m contribue seulement avec % donc lamassetotale du systémeest égalea: M +%

e Les02ressorts (2Kk) et (k) n’ont pasle méme déplacement ; ils ne sont pasen parallélesdonc :
s e

[ &, L 8.
: 7 E
5

yol M <:>y(t)f R

Q

&

k
S(t) 7 S() 7

l. Etude du systéme libre non amorti
1. L’équation différentielle du mouvement :
Dans le cas d’ un systéme libre non amorti : les 02 ressorts ont e méme déplacement y(t)
Donc on peut calculer leressort équivalent : k, = 2k + k = 3k %
L’énergiecinéiquedu systéme: T = %(M+§)y2 %

e L’énergiepotentielle du systéme: U = %(Sk) y? 3k
e LafonctiondeLagrange:L=T—-U =1L = %(M +%) y? —%(Bk) y? T
46 = () ne
e od (0L OL _ dt \ay 3)Y }’(t)f 3
e |’équation del agrange: d—(;) B 0, oL
£\ y a_y = —3ky

En remplacant dans |’ équation de Lagrange on aura.: (M + %) y+3ky=0

2. a) Déduirela pulsation propre wy : (M + %)y +3ky=0=

Pagel



w2 = 3k _ % on = | 2K
0_M+%_3M+m > 0~ \3M+m

b) Lasolution del’équation différentielle du mouvement : y(t) = A cos (wot + @)

. Etude du systémelibre amorti %
Dans le cas d’'un systéme libre amorti : les 02 ressorts ont |e méme déplacement y(t) '
Donc on peut calculer leressort équivalent : k, = 2k + k = 3k

L’énergiecinéiquedu systéme: T = %(M +§) y? aLl—I 3k
L’ énergie potentielle du systéme: U = %(3k) y? \l;
Lafonction de dissipation : D = %ayz y(t)l’ M+
LafonctiondelLagrange: L =T —-U =L = %(M +%) y? —%(Bk) y?
L’'équation de L agrange: —(Z—i) Z—}LI = —Z—I;

(a(G5) = (M+3)5

Z—; = —3ky
O

1. L’équation différentielle du mouvement : En remplacant dans |’ équation de Lagrange on aura:
m
(M+§)j'/+ay+3ky= 0

2. Lefacteur d amortissement &, la pulsation des oscillations amorties w,, €t le décrément logarithmique D.
a

m y+ y+
(M+§)j‘z+ay+3ky=0= M+% 3M +m
51+26y+w§y—0

y=0

o8 @ [on2 — 62 = ST 50
Donc: 26 M+% =8= 6M+2m ' 8 \/(3M+m 6M+2m) '
) 3 ) ( 3a )2

D= 6Ta =4 L a = =D=2n 9k6M+2m 3a

2_ ( )2
3M+m 6M+2m

3. Lasolution de I’ équation différentielle du mouvement dans le cas des oscillations faiblement amorties.

§< o yt)=Ce ®sin(w,t+¢)=ylt)=Ce” Gorvzm) 51n(\/(3M+m) (6M+2m)2 t+ o)

l. Etude du systémeforcé amorti
Le systéme est soumis a une excitation extérieure de mouvement S(t) = S, sin wt.

6M+2m AL O 2
@a J( Garrm) ™ Garrzm’

w7
L’énergiecinétiquedu systeme: T = %(M +§) y? J_ 1
L’ énergie potentielle du systéme: U=%(2k) yz+%k(y—5)2 a 2k
Lafonction dedissipation : D = %ayz T
Lafonction deLagrange: M+
L= T—U:L:l(M_{_m)'Z_l(Zk) Z—Ek( —S)Z Y(t)f 3
2 3)Y Ty TR
aL\ oL aD
L’équation de L agrange: —(5) %= .
d (OL\ _ m\ ..
(2 (55) = (M +3)y (o
AL 2ky—k(y-S %
3y y—k(y-S5)
L G-
ay

L’ équation différentielle du mouvement forcé amorti: En remplacant dans |’ équation de Lagrange on aura:

m .. . m e . -
(M+§)y+ay+2ky+k(y—5)=0(=)(M+?)y+ay+3ky=ksosmmt
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Exercice3
1. Ondessinelanouvelle position du systeme apres une rotation d’ un angle @ autour du point O.

A I'équilibre Au mouvement

e | escoordonnéesdes éémentsdu systeme:

e Ledisguedemasse M et de rayon tourne autour de O.
e Leressort k est attaché en un point A du disque donc : k{R@

e L’amortisseur a est attaché en un point B donc: a{%sin 0 - gécos 0
e leressort k est attachéen unpoint B donc: k{%sino
e L’énergiecinétiquedu systéme: T =Ty,
0 L’énergiecinéiquedelamasseM : Ty, = %j/(,(pz = [ %M R?6?
L’ énergie potentielle du systéme :U = Uy, + Uyp = %k(RB)2 + %k(%sin 0)>

0 Lafonction dedissipation :D = %a(%écos 0)?

o LafonctiondelLagrange:L=T—-U =1L = %M R%6?% — %k(RB)2 —%k(gsin 0)?

L’ équation de Lagrange s écrit : —(Z—;) - % = _‘;_Z
aL
u(5) =z M R*8
oL _ 2 Ei 1 2: fi . 2 Ei _
20 = “kK(R" + )0 SMR"6 +a—6+ k(R"+--)0=0

aD L* ;

C’est I’ égquation différentielle du mouvement libre amorti.
2. Lapulsation propre du systeme w, €t le facteur d amortissement &

alL

0+ z(9+ .
2MR 2MR

SMR*8+°-0 + k(R? +2)0=0c
0 +260 +w30=0

al? 5 alL? k(4R* + L?) k(4R* + L?)
_ e —

28 = -6=—— w3 = wo =
2MR> 4MR? 0 2MR?> 0 2MR>

2 2
La pulsation des oscillations amorties w, : w, = Wy — 82 = \/(k(‘;‘:l;z" )) - (4‘::R2)2
3. Lasolution del’ équation différentielle dans le cas d’ un systeme faiblement amorti.

al?
—6t s (5t k(4R*+1?
8§ < 0(t) = Ce % sin(w,t + @) =0(t) = Ce mMr® sm(\/( (ZMRZ ) 4-MRZ)2 t+ @)
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Contréle de rattrapage de Physique 3

Exer cice 01 (06 points)

Supposant que le systeme de lafigure 01 effectue des oscillations de faibles amplitudes.
1. Quélleest le nombre de degrés de liberté ?

. \ —» X(t)
2. Cdculer le Lagrangien du systéme. o K
3. Etablir I' équation différentielle du mouvement en fonction de § et m, g_n_ T _Qm_é
et déduire ®,.
4. Pour 8<am,, Trouver lasolution del’ équation différentielle du mouvement. Figure 01

aux conditionsinitiales x(0) = xg, x(0) = 0

Exercice N°02 (06 points)
Un systéme éectrique constitué d’ une bobine L, d’ une résistance R et d’ une capacité C placés en série.
1. Déterminer I’ équation différentielle du mouvement.
Quélle est la nature du mouvement ?

S R= \/%,quel est le type d amortissement ?

2
3
4. Donner lasolution de |’ égquation différentielle et 1a pulsation du mouvement.
5. Quereprésente le Décrément Logarithmique. Donner son expression.

Exercice 03 (08 points)
Le systéme de lafigure 03 est constitué d’ une masse M qui glisse B
sans frottement sur un plan horizontal et d’ un pendule (m, 1) suspendu
au point A. Ce pendule oscille sans frottement dans le plan xoy.
On choisit les coordonnées généralisées x (position de lamasse M)
et 6 (angle quefait le pendule avec laverticale).

1. Ecrirele Lagrangien du systeme.

2. Montrer que les équations du mouvement de ce systeme

S écrivent sous laforme:

A

0

5&+ m
I m+M

(6cosO — 6%sind) = 0 Figure 02

. X g .

() +7c050 +7s1n0 =0

3. Montrer que dans le cas des petites oscillations (6<<1), |’ équation différentielle pour 6 S écrit sous la

forme: 8 + w560= 0.

Donnez lavaleur de oy enfonctionde g,let M et m .

5. Etablir les solutions des équations différentielles du systéme, danslecas: x(0) = xq,0(0) = 6,,
%(0) =V, et6(0) = 0.

Ea
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— X(t)
k

Exercice 01 :06Points
1. Lenombreded réﬁdeliberté:ddlzl a
e 2y 4—D- (0D

2. Lelagrangien du systeme:

EnergiecinétiqueT = %mxz , Energie potentielle :U = %kx2

Fonction de dissipation : D = %axz .LelLagrangien: L =T-U=%m5c2 - %k;\c2
3. L’équation différentielle du mouvement : L equatlon de Lagrange dansle cas d’ un systéme libre amorti :

oL )
—=mx =

d (oL aL aD ~

5(5)_(E)=_§' a(zx ax = mx+kx=—a
Pl —kx = ax

L’ équation différentielles écrit: m¥ + ax + kx =0 =X +—x +—x = 0

= ¥+ 26% + wix =0;tel que: 28 =— ‘ etwo—— ,Wg =+ W§ — 82 = w, = 4m2‘

4. Ecriture delasolution de I’ équation différentielle du mouvement pour § < w, . X(t)=Ce =% sm(wa t+ @)

On appliqueIesconditionsinitiales pour calculer C et ¢ :
x(0)=Csing =xy=C=

sin ¢
x(t) = C e % sin(wgt + @) = %(t) ==C5 e % sin(a)at + @) + C wge % cos (wyt + @)
x(0) = =Cé sinp + Cw, cosp = 0 = tg(p) = — w

Dou: x(t) = sing St sin(wg,t + (p)‘ L
Exercice 02 : 06Points R
1- Equation différentielle du mouvement —:l—(m—
Sdlon laloi deKirchhoff : Vg +V| +V( = 0
0.5 {(6) —
RI+LIO, 90 4 {} C. —C
dt C
2
Ladérivation de (1) donne : R.dI ®) + L.d '©) +ldq(t) = 0
dt g2 C dt
2
[(t)=——+ () ,ce qui donne: L. d l(t) dl (t) I(t) 0 Ou bien d I(t) Rd (t) (t) 0‘ 2
dt2 dt 42 L

2- C'est une équation du deuxieme ordre reprwentant un mouvement vibratoire libre amortie d’ un systéme aun

seul degré de liberté, @

L es paramétres caractémyagues du mouvement sont :
R

Le facteur d’ amortissement : o = , lapulsation propre du systeme : Dy = ‘
2L «/ LC

L
3- S R= \/g . Le type d’amortissement, la solution de I’ équation différentielle et la pulsation du mouvement.

SR—£5R1\F11 1_(0
C’ 2L 2L 24LC \/LC 0

e Onadonc § < wg: Cequi correspond a un mouvement faiblement amorti

o Laformedelasolution et delaforme: | (t) = Ce X g n(wat + (p)

Avec: w =1/a)2—52
a 0 (0]

4- Le décrément logarithmique représente la vitesse du décroissement de I'amplitude dans le mouvement libre
amorti. i



Exercice 03 : 08Points Ay x(t

1. Lelagrangien du systéme: A—>
LamasseM : x(t) — x(t)
.(x+1lsind 2 _ . -y 242
Lependule(m,l).{ 1 cosO = v, =X+ 2xl0cosf + 176 ?

L’ énergiecinétiquedu systeme: T = Ty, + Tm

T
TM=EMx Tm=—m(x+2x10cose+1202) ‘ o’ " %

=>T—§Mx + = m(x+2xlt9c056‘+l2 )2)2

L’ énergie potentielle du systeme: U = U,,, = mgl(l —cos0)

» Lelagrangien: L =T — U = 5 (M +m) ¥* + ;m(2x18 cos 8 + I §2)? — mgl(1 — cos 6)
2. On remarque bien deux coordonnées généralisées qui décrit le mouvement donc on aura deux éguations de

Lagrange:
2 (Zi) (Zi) 0 - :t (ﬂx) (M + m)¥ mlO cos 6 — mlO? sin 0 ,(g—i) =0
%(Z—;) (Z;) 0 %(g—g) = mxlcos 8 —mxlOsind® + m1% 6 , (g—;) = —mxlOsin6 — mglsin 0

- (M + m)X + mlO cos @ —mld%*sin0 =0 .........(1) w
milcos @ +ml?> @ +mglsin@ =0...............(2)

g . k., om o 427 _
On divise I'équation (1) sur (M +m)!: Ry (90059 0 smG) =0

On divise I'équation (2) sur mi?: 6 + §6059 + %sin 60=0

§+Mmm(f9'cost9 - ézsinG‘) =0
= Donc:

é+§cos€ +%sin9 =0

cosf = 1 X4 06=0.... 3) @
3. Dansle cas des petites oscillations (6<<1) sinf = 6 =t AT
6+>+%0=0...4) @

62sinf = 6260 ~ 0
@-@- 6+2 ™M= 08 +wio=0
4. Lavaleur de w, enfonction de g, et M et m : Par comparaison, on trouve : w3 = %
5. Lessolutions des équations différentielles du systéme :

Ecriturede8(t): 6 + w30 =0 = 0(t) = Acos(wot + @)
Ecrituredex(t) : (3) =i =—"-0 = - [-w}6] = (Zi‘jﬂ) oa(t) = ’I;”+ 0 [4 cos(wot + 9]

= x(t) = Zi“r’r‘z [Asin(wot + @)] + B = x(t) = —

Calcul des coefficients A et @ :
8(0) = 0,,0(0) = 0=>{ Acosg =By :{(p=0 = 0(t) = 0y cos(wyt)
- - —Awgsing =0 A= 90 -0 0

Calcul des coefficientsB et C :
{(p=0 = x(t) = —ml g t+Bt+C=’(t)—mleO in(wot) + B
— 0, x(t) = M+ m o0 cos(wgyt) x —M+mw051n(w0)

) mi6 .
x(0) =V, =>M+ma)osm(0)+B =V,=B=V,

) mlO, i C c N mlO, @
= - — = —t =
x %o M + *o T Mt m

mleo

)= x(t) =

t+x+ 7,

x(t) = xg+Vot + WOO (1 — cos(wyt)

Donc la solution générale est {
0(t) = 0 cos(wyt)
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Exercice 1 : Questionsde cours (05 points)

Donnez la bonne réponse :
1- Danslacourbe ci contre, ontrace |’ énergie totale en fonction du
déplacement x, pour un systéme libre non amorti (masse-ressort):
a L’énergie cinétique diminue en s approchant de 0.
b- L’énergie potentielle diminue en s approchant de 0.
c- L’énergie cinétique augmente en s approchant de +A4.
d- L’énergie potentielle augmente en s'approchant de +A4.
2-  Pour un systéme amorti, la pulsation correspondante est wy w, ou w ?
3- Oncaculele décrément logarithmique dans le cas d’ un systéme : fortement amorti, faiblement amorti ou critique ?
4-  Pour un amortissement critique, le systeme oscillant revient al’ équilibre lentement, rapidement ou jamais ?
5- Pour un systéme non amorti, I’ amplitude a larésonance est infinie, maximale ou nulle ?
6- Pour un systeme amorti, |I’amplitude ala résonance, est infinie, maximale ou nulle ?
7- Faites associer les équations suivantes avec les mailles correspondantes :

. .1 .
Lid; + Ry + R3)q1 + 41 = R3q;,
1 Ly Lo Ly

Li Lz
.. . 1 ..
< (Ll + L3)q1 + R1q1 + C_1q1 = L3qZ Ri I Rp Cy C €1 1
" _—
. . 1 .
LG4z + (R2 + R3)q; + %= Rzq, - o —@Mi ’ Ry R
R
.. ) 11 1 [ I 1
L2dz + RoGz + (C + D492 = -1 ' '
2 3 3

.. . 1 N
(Lz + L3)dz +Rpqz + G12= L3,

Exer cice 2(08 points)

Un systéme constitué d' un disque circulaire, homogeéne, de masse M et de rayon R, peut osciller sans frottement autour de son
axe horizontal O. Ce disgue est relié a un béti par deux ressorts de raideur k, a une distance R et R/2 successivement et d’un
amortisseur de coefficient a. Une masse m est fixée au disgue a une distance R/2 de O et fait un mouvement circulaire avec le
mouvement du disgue. Cette masse est soumise a une force F(t) sinusoidale, d’amplitude F, et de pulsation w, tel
que F(t) = Fysinwt. En considérant les oscillations de faibles amplitudes : Y1

1- Déerminer le Lagrangien du systéme en fonction de 6. 7 a K

)

2- Déterminer I’ équation différentielle du mouvement.

3- Caculer I'expression de I’amplitude A(w) et laphase

A 4

@(w). Ondonne (jo = %MRZ)

Exer cices 03 (07Points)
Les équations de mouvement d’un systeme a deux degrés de liberté sont les suivantes:  position o équilibre
(0 et (o 206} ={0)
On fait |I" hypothése que e systéme admet des sol utions sinusoidal es.

e Donnez lasolution des équations différentielles du mouvement.
On donne les conditions d’ équilibres suivantes : x4 (0) = x4, x,(0) =0, %,(0) = 0 et Xx,(0) = 0.

Box counage




Solution de |’ Examen de Physique 3

Exercice 1 : Questions de cours (05 points)

Donnez la bonne réponse :
1. Danslacourbeci contre, on trace I’ énergie totale en fonction du

déplacement x, pour un systéme libre non amorti (masse-ressort):

L’ énergie potentielle diminue en s’ approchant de 0

L’ énergie potentielle augmente en s approchant de +A4.
2. Pour un systéme amorti, la pulsation correspondante est w,,
3. On cacule le décrément logarithmique dans le cas d’ un systeme faiblement amorti.
Pour un amortissement critique, le systéme oscillant revient al’ équilibre rapidemen
4. Pour un systéme non amorti, I'amplitude ala résonance est infinie.

5. Pour un systéme amorti, I’amplitude a la résonance maximal e.

6. Onassocie les éguations suivantes avec les mailles correspondant :

Ly Lz

LBl Bl

C;(’::Cg(i: Ca

Ry Ra

1 Rz

A——W
. .1 . ; .1 ; g
L1q1 + (R1 + R3)q1 + C_1q1 = R3q2 (1) {(Ll + L3)q1 + R1q1 + C_1q1 = L3q2 [ (5) 0.21

11 1 ) 1 .
(L1d1 + R1qq + (_ + _) 41 =—qz.....(3) | L2942 + (Rz +R3)q; + —9q2 = R3qq ... ... (2)( 0.25
¢, G Cs C,

.. . 1 1 1
L4z + Rzqz + (a + C_z)qz = aql ......(4)
. o1 ;
(Lz + L3)d, +Raqz + a‘h =L3q; .. ----(6) y
Exer cice 2(08 points)

1. LeLagrangien du systéme en fonction de .

e Lescoordonnéesdes élémentsdu systeme:

K/

s Ledisque M effectue un mouvement de rotation autour
de O donc: L e déplacement deM : RO — v% = R?6*

AN
e [

7

«» Lamasse m setrouve aune distanceg de O et effectue un

mouvement circulaire, donc :

R ., . R;

X;m = = Sin0 X;n = —=0cos0 2 .

. ) 2 2 2 _R 42

Lescoordonnéesdem:: R - 'y = v, = 70
VY = —Ecose Vi = EGsinG

Au mouvement

% Lepremier ressort est lié au disque en un point du contour et se déplace suivant (Ox) :
Donc: x,= RO
s Ledeuxiemeressort est i€ au disgue en un point aune distanceg de O et se déplace suivant (Ox) :
Donc : x;,= gsino.
¢+ L’amortisseur est lié au disgue en un point du contour et se déplace suivant (OX) :
Donc: x,= RO — x, = RO
Page 1

N~




Solution de |’ Examen de Physique 3(Suite)

e L’énergiecinétiqguedu systéme: T = Ty+T),
0 L’énergiecinéiquedelamasseM : Ty, = %j/Oéz = %(%MRZ)éZ = %MRZQZ

y z . . s 1 R?
0 Lenerglecmethuedelamassem:Tm=E T(92

T 1(M+m) R26? . 1(2M+m)R292
= —|— —_— —t = | —
2\2 4 2 4

e L’énergiepotentielledu systeme: Urptare = Ux + Uy + U, (Up, #= 0)
On choisi I’axe (Ox) comme origine des énergies potentielles (U(0) = 0)
0 Uy =3kx’ =k (RO)?
0 Uy =3kx’ =3k (5sing)?
0 U,, = mgh (hest lahauteur de m par rapport a un plan de référence choisi) donc :

Uu = —mggcose (lesigne (-) vient du fait que lamassem est au dessous du plan choisi)

m
Donc : Urptate = %k (RO)? + %k Esing)? — mggcose @

e Lafonction dedissipation: D = %akza = %osza'2 @
e LafonctiondelLagrange: L =T - U

0 L:—(2M+m) R%26% ——k(R0)2 ——k( Slne)z +mg COS@

2. L’'éguation différentielle du mouvement :
e L’équation de Lagrange dansle cas d une coordonnée généralisée 6 et dansle cas d’ un systeme forcé :

ar

d(aL) oL aD |ar
0|’

dt\ag) a0~ ab

]
. { |£| .Fo,: est le moment de la force
ext »
r:estladirectiond’action de la force F(t)

f)- <2M:m>Rzo

3 g;——kRZB k—cosBsmG mg— sin@ = — (kR2+k + mg )0; cosO ~ 1,sin6 ~ 0
aD 2/
i aR“0
R ar R R
r—zsm0=>£ Ecos0~3

Donc I’ équation de Lagrange : (2 +m)R 6+ (k RZ+ k& + mg )9 = —aR?0 += F0 sinwt

M+ my . . R? R\ R
=>(T)R29+aR29+ KR 4k o+ mg |0 = = Fysinot

(2M+m)Ri9'+ R9+(kR+k R mg)e—F" inwt
) a ) 2 = 2 Sinw
.. 2M+m aR 5kR+2mg 2F
On divise sur ( )R = 0+ (2M+m)R0 + ((2M+m)R)0 aMem )Rsmwt
L’ équation réduiteest : 8 + 280 + w30 = Bsinwt
.o _ _ 20R 2 _ 5kR+2mg _ __2F
tel que: & = 2M+m)R’ o wp = @M+m)R' ~ ~ (2M+m)R

3. L'expression del’amplitude A(w) et la phase @(w).

Lasolution de I’ équation différentielle du mouvement : 8(t) = Oy(t) + Op(t)

Dansle cas desfaibles oscillations ( § < wg)
BH(t) =Ce % Sin(wat + (p),
0p(t) = Asin(wt + 0) = A e/(@t+?)
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Solution de |’ Examen de Physique 3(Suite)

2M+m)R  \(2M+m)R

_ B B —_ 2F
T V(@2g-0?)2+(28w)? tel que: B ZM+m)R
tad —20w
Exer cices 03 (07Points)

Les équations de mouvement d'un systéme a deux degrés de liberté sont les suivantes :
m 0\ (X k —2k\(*1y _ (0
(o 2m) {XZ} o 2t =1
{mkl + kx1 - kaz =0.... (1)
e Calcul despulsations propres (valeurspropres) :

, . . o = A;sin (wt + ¥ = —w?
On fait I hypothése que e systéme admet des sol utions sinusoidales donc : {1 — 21541 (wt + ¢q) - X1 wle
X, = Aysin (wt + @,) - X; = —w*x,

On remplace dans (1) et (2)

2
5kR+2 2aR
Avecwa=\/w5—62=\/ mg—( = )

Apreéscalcul on trouve:

{(k —mw?)x; — 2kx, =0.........(3) - k — mw? 2k “o
—2kx; + 2(k — mw?)x, =0....(4) -2k 2(k — mw?)
2y =2k
[k mon)] - @i =0 —{ou
\/_ —mw?) = -2k
k(\/—+2)

On remplace dans les équations (3) et (4), on trouve :
w% k(\/— 2)
2

e Lesmodespropres: Onremplacedans ) et (2):

1
. k(V2+2) -
1" mode: w? = wj ==—==x ‘ =>V1<_\/2_7>
2‘ ~7,(%)

%, (t) = Asin (w1t + @) + Bsin (w,t + ¢,)

k(ﬁ—Z)
myV2

2éme mode : w? = w3

e Lasolution est généraleest :

t — —
(xl( )) = AV;sin (w1t + @,) + BV, sin (w,t + @,) & \2 2
x2() x,(t) = —7Asin (wit + 1) + TBsin (wyt + @3)
e Pour les conditions d' équilibres suivantes: x4 (0) = x,, x,(0) =0, x,(0) =0et x,(0) =0
Donc:

x1(t) = Aw;cos (w t + @) + Bw,cos (w,t + @;)

. V2 . 2 .
X, (t) = —TwlAsm (wit+ @) + Tszsm (wyt + ¢@3)

On remplace avec les conditions d' équilibres et on trouve :

( %1(0) = Asin @, + BSin ¢, = Xg «e vee eev vevv eee o (5)
V2 V2

4 x%,(0) = —7Asin Q1+ TBsin @, =0......(6)

%, (t) = Aw;cos @, + Bw,cos ¢; =0 ..o e (7)

V2 V2
X, () = —TAwlcos @+ 73(»2005 @, =0..(8)

de(6): —Asin @, + Bsing, =0
de (8): —Aw,cos @1 + Bw,cos ¢, =0
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%1(0) = Asin @, + BSin 3 = Xg «e eev eev veev wee oo (5)

%,(0) = —Asin @, + Bsin o, =0 e cvv vev ev e . (6)
%1 (t) = Aw;cos @1 + Bw,cos 93 =0 e v e (7)
%,(t) = —Aw;cos @, + Bwycos ¢, =0...........(8)’

(5)+(6)": 2Bsin ¢, = x,
(5)-(6): 2Asin @, = x,
(7)+(8)': 2Bwycos ¢, =0
(7-(8) : 2Aw cos @,=0

§01=§02=g
coOs@; =cos@, = 0= A_p_%
2

X

x1(t) = f[(sin (wlt +§) + sin (wzt+§>]
E)x(t)—x—"—ﬁ' %)+ 3si 2
2 =3 5 sin (w1t+2) + p sin (w2t+ 2)]
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Université Ferhat Abbas — Sétif 2:=Année LMD

Faculté de technologie Examen Spécial de Physique 3 15 Février 2012
Tronc Commun S.T Temps alloué : 1h30

Exercicel : Questions de cours (05points)

1. Répondez par oui ou non, lasolution de |’ équation différentielle du mouvement danslecasd un:
a) systémelibre nonamorti est: x(t) = Asin{w, t + @) .
b) systémeforcé non amorti est : () = € e~ % sin(wy t + @) .
c) systémelibre amorti est : x(t) = C e~ % sin(w, t + ¢@).
d) Systemeforcéamorti est: x(t) = x,(t) + x5 (t)
2. Oncalcul le décrément logarithmique quand la solution de I’ égquation différentielle du mouvement est :
—
162 — wl.

x(t} — E—ﬂs[ﬂien‘s + ﬂze—l:rs]J a = |

x(t) = Asin{wyt+ ¢@)
x(t) = (€Cy:Cot)e™
x(t) = Ce ™ sin(w, t + @)

3. Pour un amortissement fort, le systéme revient al’ équilibre lentement, rapidement ou ne revient jamais.
4. Pour un systeme non amorti, wy = w, alarésonance ?
5. Pour un systéme amorti, @, = wg+/1—2&* alarésonance ?
6. Pour une harmoniquex(t) = Asin(wt + @), tel que: w = ? , A (Amplitude de I’ oscillation), T correspond
24
a:y44
6A

Exercice 2 : (08points)

7%

Un systéme mécanique est constitué d’ une tige de masse négligeable

et delongueur L, d' un ensemble deressorts (k4. k.. k; et k) et i
d’un amortisseur & (Voir figure). 2
Une masse m est fixée al’ extrémité de latige aune distance L de %\Z/m?ﬂt]
O et fait un mouvement circulaire avec le mouvement de latige. =

Cette masse est soumise a une force F(t) sinusoidale, d’ amplitude — < = 5 Ston
Fo et de pulsation w, tel que F(t)=Fosinwt. En considérant |les oscillations o' équilibre

de faibles amplitudes.
1- Déterminer le Lagrangien du systéme en fonction def.
2- Déterminer I’ équation différentielle du mouvement.
3- Calculer I’ expression de |’ amplitude A(w) et laphase @ (w).

Ondonne: ky =k, ky =ky =k, ==, . T

]
Exercice 3 : (07points)

Les équations de mouvement d' un systéme a deux degrés de liberté sont les suivantes :

4 - . .
Emﬂ+4aﬂ+4kﬂ=tx@+k@

1 . . .
Em@-i— ad+ 2k = 4l + 4k

On fait I hypothése que le systeme admet des sol utions sinusoidales.

1. Ennégligeant I’amortissement, déterminer |es pulsations propres du systéme et les modes
d’ oscillation.
2. Déduire lasolution des équations différentielles du mouvement.



Université Ferhat Abbas — Sétif 2:Année LMD

Faculté de technologie Examen de rattrapage de Physique 3 05Avril 2012
Tronc Commun S.T Temps alloué : 1h30

Exercice 1 (05 points)

| |
Soit le circuit éectrique ci-contre '
1. Trouver al’aidedelaloi des mailles, I’ équation différentielle que satisfait la charge [
I
0

g qui circule dans le circuit.
2. Trouver I'équation différentielle du courant i. QuU’ est ce que vous remarquez ?
3. Déduire la pulsation propre de cet oscillateur harmonique.

_(2ai05) 01cm i
Jeliall JSEY & ddual) 43l gl B plal) il
. Akl AYay 8 all A lalisl) Aslaal) aa o) <l g ad) ¢y g8 Jlanials 1
¢ B dila | Ll Bad AN 5 lall ALaldtl) Aalaal) aa gl 2
L8N 31 5¢d 138 I (adl miiu) 3

Exercice 2 (07 paints)
Une tige de longueur 3L porte en ses extrémités des masses M et m. Latige peut tourner
Autour d' un point O. L’ ensemble des frottements est symbolisé par I’ amortisseur de
coefficient a. A I’équilibre le ressort était non déformeé et latige était verticale.
1. Trouver I'énergiecinétique T, |’ énergie potentielle U, et lafonction de dissipation D.
2. Trouver le Lagrangien et I’ équation du mouvement. Déduire 6 et wy.

(L4 07) 02 gl
e e 2alil) Alaa O Akl Jga o1yl LgiSay My M CHlS Ll (2 Jaai 3L gl s iz e
Agagae duz Jadl g0 gdia pf (S Gl 1Y) dis | @ Alalaa dadiay
. D 48Ul placa s 9 U Adalsl) dBUal) T 4uS o) 4BUal) a2 gl 1
LW 98 7l AS Al Al Aldall g Aleal) Glad) £Y 2290 2

L’ équilibre f

Exercice 3 (08 points)
Dans le systéme ci-contre, un disque homogéne de masse M et de rayon R peut tourner

librement avec un angle @ autour de son axe fixe. Lamasse m sur le plan horizontal est
reliée a un amortisseur de coefficient a et au disque par un fil inextensible et non glissant.
A I’équilibre le ressort était non déformé. Une excitation sinusoidae F(t) = F, cos Qt
est appliquée sur lamasse m.

1. Trouver larelation entrex et 6.

2. Trouver I’énergie cinétique T, I’ énergie potentielle U et lafonction de dissipation
D enfonction de lavariable x. Le moment d’inertie du disque autour de son axe >
est:J/o= ; MR?.

3. Trouver le Lagrangien et déduire I’ équation du mouvement.

4. En utilisant lareprésentation complexe, trouver I’amplitude A et laphase ® dela

solution permanente: x(t) = A cos(Qt + P).
5. Déduire la pulsation de résonance Q,. et donner le facteur de qualité Q du systéme faiblement amorti.

(bla 08 ) 03 ¢ aill
0 49300580 Jga Glogal) R okl Cial g M AL o &1 (Say JulBal) JSAI) & cpasall pUBLY B
Al Qb e bl 3ok e el g g Allae teday Alagy e g (B (g gia o & ati m ALS @l
.F(t) = Fycos Qt 4w L ed3dm A<l o g ogdia g ailill o6& o) ) e

0 95X On A gl 1
/o= %MRZ) . X hal) Ay D AUl plaa Ay g U Aball) AUl | T 48 jal) Bl 23 )
Ao pudl) lialdnt) Adalaal) i) g Alaad) claad) &Y aa )
x(t) = Acos(Qt + @) : il Jall P shll 9 A daaadl a5l Apaind) )] Janialy
(A el Al B U Q Bagad) Jalaa dad da gl g (i ) die . Gl il

nhw N



Corrigé type de 'examen de rattrapage du module physique3 (2012)

Exercicel
Application de laloi des maillesal’ unique maille du circuit : U, + U = 0 () @
1. Puisque U, =2 U, =LE=1Lg

dt
L*équation (*) noud donne : Lj + 1 =0 = § + Liq =0.
2. Puisquei=q=cUC etlU, = LE
. 2
L’ équation (*) nousdonne: U, + U, = 0 = %-}-il =0
On remarque la méme forme des deux équations

3. Lapulsation propre du systéme est w, = \/%
Exercice 2

1 T =-mi20% + 2 M(2L)%02 = (m + 4M)L2§?

U = %kLZSanH + mchos 6 = 2MgLcosf = —kLzsmze + g(m — 2M)Lcos6
IO OING)

2. LelLagrangienest L =T —U = —(m + 4M)L%6% — %kLzsinZG — g(m — 2M)Lcos6
SN o

L’ équation du mouvement : — (ﬁ) %5 = "3

kL? —g(m 2M)L _
=0+ (m+4M) 0+ ( (m+4M)L? )6 =0

L’ équation est delaforme: 8 + 2560 + w36 = 0
Exercice3

e a 2 _ kL?—g(m-2M)L
avec: 6 = 2(m+4M) Wo = (m+4M)L?
1. x=R6

2. T=Ty+Ty= MR26'2+ mx =—(—M+m)x Car:x = R0

U=U, = —kR292— kx @
D——a'x

_ _1(m 2 _ 1,2
3. LelLagrangienestL =T —-U = 2(2+m)x ka
a .

E(%)_Zixz_aﬂz :%+(m+¥)x+(mi¥)x=_(mi¥)
L’ équation est delaforme: ¥ + 26x + wix = (mi%) €c:
2(m + ) (m+3)

4. En utilisant |a représentation complexe:
. F = Fycos Qt — F = F,el
' x(t) = A cos (Ot + @) — 3(t) = A e/ (A+P)
Fo jQt — jat — 2 2 : jd
3+263+ w? 03——e1 = Bel = [(0?, — Q%) +26Q)] 4¢® = B

B -26Q
I e a— Lge = o7
(w20-Q7) +(269)? @ 7 (@20-02 )@
6. Lapulsation derésonanceest: Q. telleque(,‘?—;lz =0 soit Q. = /(w — 2832 @

Le facteur de qualité: Q = 22



Université Ferhat Abbas — Sétif 2¢me Année LMD
Faculté de technologie 21 Janvier 2014
Tronc Commun S.T. Temps alloué : 1h30

Examen du module Physique3

Exercice 1 : Questionsde cours (05 points)
Répondez par Oui « vrai » ou Non « faux » :

Une onde est une vibration qui se propage en fonction du temps et d’ une variable d’ espace.

Une onde mécanique se propage dansle vide.

Si la perturbation du milieu matériel est perpendiculaire aladirection de sa propagation I’ onde et dite
longitudinale.

La propagation d’ une onde depuis une source quel congque est une onde unidimensionnelle.

Une onde est dite progressve s son amplitude augmente avec le temps.

L’ onde sonore est une onde qui nécessite un milieu matériel pour se propager.

Une onde dationnaire se propage a une amplitude congtante.
) 2 . , N . . L9 19°S
L’ équation d’ onde aune dimension est : o7 = 2

Lafonction d onde f(t + 5) ; correspond a la propagation des ondes incidentes.

wnNE

tel que V ed lavitesse de propagation.

© ® No oA

10. Lafonction d’ onde ¢ (t — 5) ; correspond a la propagation des ondes réfléchies.

Exercice 2: (07 points)

Un systéme congtitué d’ un disque homogeéne oscillant autour de son

axe fixe O, e relié a un béti par un amortisseur de coefficient a.

Une masse m est fixée d’ une part au disgue et fait un mouvement
oscillatoire avec son mouvement et d' autre part a un ressort de raideur k.
L’ extrémité libre du ressort est soumise a un déplacement excitateur
snusoidal S(t) = S, cos Qt. x

En cond dérant les oscillations de faibles amplitudes. S(t) |_>

1. Deéterminer le Lagrangien du syseme en fonction de 6. k (M,R)

Ondonne J/o= %MR2

2. Déterminer I’ équation différentielle du mouvement.
3. Cdculer I'expresson de I’amplitude A et la phase ¢ dela solution
particuliére représentant | e régime forcé.
4. Tracer lavariation de |’ amplitude A en fonction dewﬁ pour 3
0

valeursdifférentesde &, on prend: £ = 0; 0,2 et 0, 4. Commentez le schéma.

el S

Exercice 3: (08 points)

Un systéme congtitué d' une masse m fixée al’ extrémité d’ une tige

de masse négligeable et de longueur I. Latige effectue des oscillations
de faibles amplitudes autour d’ un axe passant par le point mobile A,
une autre masse 2m et un ressort de raideur k sont attachés au point A.
Un amortisseur de coefficient ar et un autre ressort de raideur k sont
fixésau point B (Voir figure).

En congdérant les oscillations de faibles amplitudes:

1. Donner I’ (les) équation(s) différentielle(s) du mouvement.

2. Donner laoules solutions du systéme non amorti.

Ondonne: mgl = %




Solution de 'examen du module Physique3 (2013-2014)

Exercice 1 : Questions de cours (05 points)

Répondre par Oui ou Non: 1. Oui 2. Non 3. Non 4, Non 5. Non

6. Oui 7. Non 8. Oui 9. Non 10. Non

Exercice 2 : (07 points)

1. Le Lagrangien du systéme en fonction de 0.
Nombre de degré de liberté 1 : x = RB‘
1 .

Energie cinétique du systéme : T = Ty, + Ty, = S mi’ + %]/092 :lzm(Ré)2 +%GMR2) 62

T=21(m+%)R%?

Energie potentielle du systeme : U = %k(Re - S(t)? @

O
O,
&

Fonction de dissipation : D = %(){(Ré’)2

; g_r_p=1 M\ p2p2 1 _ 2
Fonction de Lagrange : L = T — U = & (m + ) R%6* — 1 k(R8 — 5(1))

_ L4 oy _oL_ _ob
Equation de Lagrange : — (ag) 20 26

F—é=(m+¥)’*29 =5 (G5) = (m+3) R0
% — —kR(R6 - S(1))
Ik Z—gzaRzé

2. Equation différentielle du mouvement forcé amorti en fonction de 0 :
L’équation différentielle s’écrit ; (m + %) R%§ + kR(RO — S(t)) = —aR?6

3. L’expression de ’amplitude A et la phase ¢ de la solution particuliére représentant le régime forcé.
On peut écrire 1’équation (1) comme suit :

0+250+wi0=BcosQt......... ) tels que: 28 = =2 @t =K p= 2k
2m+M 2m+M 2m+M)R
La solution générale de I’équation (2) est : 8(¢t) = 0y, (t) + 0, (¢)

Pour & < wg : 0y (t) = Ce ™ ®tsin(w,t + P) ; w, = /w% - &

0,(t) = Acos(ﬂt+(z)): On calcul A et ¢ en utilisant la notation complexe : @,, (t) = Ae/(@+9),

Iéquation (2) devient :._évp D)+ 269,,(1_&) + w30,(t) =B eif’t. ceen(3)
6,(t) = AjQe/ @ g (1) = —AQ%e/ @) on remplace 6, (¢), 6, (t) dans (3), on aura :
—AQ2 Y | 254j0elO+0) | 24P _ p gjat

= Al(w} — 02) +j(289)| = Be™® = B(cos@ — jsing)
{A(a)g -0?) = !3cos<p e (4) s A[(w? — 02)° + (26Q)7] = B2 = A = B
A(26Q) = —Bsing@ ... ........(5) /(w5—92)2+(289)2
(5) 280 _ 260
= o0 =~ = 0 = Aretg () B
= 0,(t) = —————cos(Qt + Arctg(— —5—) ‘
’ [(w3-02)+(2802 w0 @

4. La variation de ’amplitude A en fonction de wﬁ pour 3 valeurs différentes de &, on prend:
0

= A(Q —r— ;
£=0,0.2¢t 0.4 ) co—, v =00
o / i =02 ||
Commentaires : 0 O =04
@ e L’amplitude A4 augmente quand Toim ) | @

le rapport d’amortissement § diminue.

e L’amplitude de vibration atteintun 1
@ maximum quand Q = wy : on dit qu’il ya \
résonance . 0 0.5 1 15 2 2.5 —




Exercice 3 : (08 points) om
1. Les équations différentielles du mouvement : Le systéme est a deux degrés
Coordonnées généralisés :

amfy= {3

x — lsin@ @ {x - chosO‘ 1 (2 12m2 .

z _ / ;

m{O + lcosO —lBsmB = v} zm(x + 10 leecose) 7 7
xa=x—isin0 @ —>x——0cos9

Xga = X, Xggp = X — —smO‘ S 7

Energie cinétique : T = Ty, + Ty, = E(Zm)xz + %m(;’cz + 1262 — 21%6cos0)
cosd =1 = T = mi® + m( — 19)" (Ou T=mi?+;m(&* + 1?6% — 21xBcos0))
Energie potentielle : U = U,,, + Uk, + Ugp = mglcosO + %kx2 + %k(x - %sin@)2
- . . . . _ l . _L - 2
Fonction de dissipation : D = 20:(3\: 5 Ocos0) i
Fonction de Lagrange : L = T — U = mx* + 1m x—10)" —mglcos6 — %kx2 - %k(x - %sine)2
d (OL) L _ aD @
dt \ox Bx 6x
4oy o _ob 023
dt\ao) a0 a6 '
Et dans le cas des faibles oscillations, les angles sont trés petitson a : {Slng N ?
aL . . ;
IE=2mx+m(x—10) ﬁa(a—)—me+m(x—le)—3mx mle‘
aL
:I E——kx—k(x——sme)
ap
\ L= (x - —0cos0)

Equations de Lagrange :

= 3m5&—mlé+a(x——9)+2kx—;e =0=3mi+ai+2kx-ml—a 0-0.. ... ..(1)
oL L . .
(5% = —mi(x - 16) - (ﬁ) = —ml(% — 1§)
Z— = +mglsinf + (k cosf)(x — —szn6) = ml?0 + a "o+ (k— - mgl) 6 —mli—a; L — k x = ..(2) ‘
oD
P —a;cos@(x - 596059) .
Ecriture des solutions pour un systéme non amorti : mgl = K
3mi + 2kx —mid — 29 =0 3mi + 2kx —mld —20.......(3)
. 2 = . 2
mi?g + (k= —mgl)6 —mis —ksx =0  |mP6+ k-0 —mli—kix=0......(4)

i ¢ a . . x(t) = Assin(wt + @) = ¥ = —w’x
a) On fait ’hypothése que le systéme admet des solutions harmoniques : . o )
0(t) = Aysin(wt+ ") = 0 = —w°0

On remplace dans les équations (3) et (4) donc :

2 2 _ kY, _ 2 2 _ K
(2k — 3mw?)x + (mla) —7) 0=0.......05 _ 2k = 3mw*  mlw® - = (x) _ (0)
kl ki? Kkl k2 9) =
(mla) 2)x+ (?—mlwz)e =0......(6) mlw? —— ?—mlw2 0
2k — 3mw? mlw? -2 . 2
, K k2 22 = 0= (2k — 3mw?) (% - mlzwz) - (mlw2 - %) =0
mlw —? ?—mlw i
K2 _ o kml2w? — —mklzw + 3m*lPw* — m?*Pw* — — + mkl’w? = 0 = 2ml’w* - %klzwZ =0 @

N 02
w? (2l2mw2 - %klz) =0= {w(;ﬁ_:gﬁ g

/1
b) Calcul des modes propres : 1% mode pour w? = w? = 0, on aura : 2kx —%9 =0=60-= %x @ =V, (1)
l

éme 2 2_1_5 _~ 3_kl — —_ v. 1
2" mode pour w = w; = —aura: x+ 6=0=20 3l =V,|1

3l
Donc la solution est : =

(g) = A( )sm(w1t +¢,)+B ( )sm(wzt + ¢,) Ou alors : { oUE) = dstn{wqt +9,) + Bsin(ast + 9,)

o) = %Asin(wlt +¢q) +% sin(w,t + @3)

Page 2
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Faculté de technologie 29 Janvier 2014
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Examen de remplacement du module Physique3

Exercice 1: Questionsde cours (05 points)
Répondez par « vrai » ou « faux » :

Une onde peut se propager dans le vide en fonction du temps et d’ une variable d' espace.

Une onde mécanique se propage dans un milieu liquide.

Si la perturbation du milieu matériel est perpendiculaire aladirection de sa propagation |’ onde est dite incidente.

La propagation d’ une onde depuis une source quelconque est une onde réfléchie.

Une onde est dite progressive si son amplitude augmente avec le temps.

Une onde stationnaire se propage a une amplitude égale a zéro.

L’ onde nécessite un milieu gazeux pour se propager.

20°S .
at* '’

Lafonction d' onde f (5 —t) ; correspond ala propagation des ondes incidentes.

L’ équation d onde aune dimension est : g =V tel que V est lavitesse de propagation.

© o NoappwWNE

10. Lafonction d’ onde (p(% + t) ; correspond ala propagation des ondes réfléchies.

A

Exercice 2 : (07 points)

Un systéme mécanique est constitué d’ une barre de masse M et de F(t)
longueur 1, oscillant autour du point fixe O et de 2 ressorts k attachés /2 l/2

N < . l .
alabarre aune distance 2 et I successivement.
un amortisseur de coefficient a est attaché a son tour ala barre aune

’lIH
r’

=
{

distance I de O. " _ |:’
Le centredelatige est soumisaune force sinusoidaeF(t) = Fycos wt. 3 a
En considérant les oscillations de faibles amplitudes. I

1. Déterminer I équation différentielle du mouvement en fonction de 6.

1

Ondonne: J/¢= EMIZ, G est le centre de gravité de la barre.

2. Cdculer I'expression del’amplitude A et la phase ¢ de la solution

particuliére représentant le régime forcé.

Donner la solution générae de I’ éguation différentielle du mouvement.

4. Tracer lavariation de la phase ¢ en fonction dewio pour 3 valeurs différentes de §, Commentez le schéma.

w

Exercice 3: (08 points)

X

Un systéme mécanique est composé de deux oscillateurs »0 _k — 2k \
(M,R) et (m,2k) couplés par un ressort de raideur k se (1)) —(D—
trouvant a une distance a du centre O du disque. (Voir figure). 9) m
En considérant les oscillations de faibles amplitudes. (M, R)

1. Donner laou les équations différentielles du mouvement. T

2. Donner laou les solutions des égquations différentielles du
mouvement. On donne: J/o= %MR2 =m, a=1

Bowne chance



Solution del’examen deremplacement

Exercicel: Questions de cours 1. Non 2. oui 3. Non 4. Non 5. Non
6. Non 7. Non 8. Non 9. Non 10. Non
Exercice 2 .a .3 .3 .@ .@
1. Lelagrangien du systéme en fonction de®@.
Nombre de degré de liberté 1 YI
. P AL . _ — l 22 I
Enerme.cmenque'. T‘— Ty 2]/09 F(©) k >
On applique le théoréme de Huygens
L, 1 B 1 t/2 =
1]/o—]/c‘lHVI(E) =pME+Mp=sME CET——n oy
DoncT =Ty = 51/092 = gM1292
2
Energie potentielle: U = U, + Uy, = %k [(—% sine) + (—lsinO)Z] = %k (zlz)sinze k=
——
Fonction de dissipation :y, = —1l sin@ = y, = —10 cos@ = D = %a(lé cos0)? I |_’ a
Fonction delLagrange: L =T — U = %Mlzté2 - %k (zlz)sinze =
Equations de Lagrange dans le cas d’ un systéme forcé amorti en fonction de 0 : % (g—;) - g—; =— Z—Z + M (F) avec. M(F) = F %
.(a—L. = lMlza' - i(a—L.) = 1M12¢'9'
a6 3 dt\ag/ 3 ) . ,
daL 5 . .
e 1k (Z292) 6 — M2 2 22 —F_
5=k (41 )smo.cose = M0 +al*0 + (4kl )0 F3
aD .
— = —a(l*0 cos?0)
a0
. S . . (sinf =0
Avec pour lesfaibles oscillations, les angles sont trés petitson a: {COS 0~ 1
Equation différentielle du mouvement forcé amorti en fonction de® :
L’ équation différentielle s écrit : 3 MI28 + al?8 + szz) 6 = F = Fycos wt
Vi Iz LY 15k) g = 3F0
Ond|V|sesur3Ml etonaura: 0+M9+ (4m)0_zmc°5“’t ........... Q
2. L’expression del’amplitude A et la phase ¢ dela solution particuliére représentant le régime forcé.
On peut écrire |’ équation (1) comme suit :
0+280+wi@=Bcoswt......... 2) telsque:26=3ﬁa,w§=$%,3=%
Lasolution générale de I’ équation (2) est: 8(t) = 6, (t) + 0, (1)
Pour & < wg : 0y (£) = Ce ®tsin(w,t + @) ; w, = /w% -8
6, (t) = Acos(wt+0): On calcul A et ¢ en utilisant la notation complexe : 6, (t) = Ae/ (@),
I"équation (2) devient : 8,,(t) + 286,,(t) + w30,(t) = Bel®'......... (3)
6,(t) = AjQe/ @@ § (1) = —A02e/ @), on remplace 8, (1), 6, (t) dans (3), on aura:
— A2 4 26Ajwe/ @) 4 w%Aej(th) = B elot
= Al(w} — w?) +j(28w)| = Be ® = B(cosg — jsing)
2 _ 2) — B
{ig;‘)so )(1_) )B FCOS([) (i) - Az[(w(z) — )2+ (26w)2] =B2= A =
®) = —Bsing@ ... ... .....(5) J(w(z, — )2+ (26w)?
(5) 20w 286w B 286w
CT) = tg(p = —m =@ = ATCtg —m = 0p(t) = COS((l)t + ATCtg(— m)

J(w(z, - 0?)? + (28w)?
B

(w(z)—mz)2+(26m)2

4. Lavariation delaphase ¢ en fonction dewi pour 3 valeursdifférentes
0
deé&.
- L’oscillateur est en résonance de phase quand
Q= —g pour w=wy.

26w

3. Lasolution généraleest : 8(t) = Ce ®tsin(wyt + @) + cos(wt + Arctg(— )

2_ 2
wH—w

- L’ oscillateur est toujours en retard de phase et ce retard augmente
lorsque la pul sation augmente.




Exercice3:

— 2k

Le systéme est a2 degrés de liberté : 2N
X =, = k. = ¥ s
m 2 m 2

Leressort horizontal k relisles deux oscillateursdonc {x; = x — asin 8

1. Equations différentielles du mouvement

Energiecinétigue :T =T+ Ty :%mxz + %]/0(%?Z = %mxz +%m92

Energie potentielle: U = Uy + Uy, = %k (x — asin ) +%(2k)x22

Lafonctiondelagrange L=T — U = %mxz + %m()z - %k (x — asin 8)% — kx?

Détermination des équations différentielles:
)~ G)
d (9L aL
()~ )
d (0L oL

a(a) = mx, (a) = —k(x —a0) —2kx = mx +3kx — ka6 =0.......(1)

0
L es éguations de L agr ange sont :
0

%(Z—;) =ma@, (Z—;) = kacos@(x — asin 0) = kax — ka’0 = mO + ka’0 —kax =0 ...... .. (2)

{mk+3kx—k0 =0.....3)
mé+kO—kx=0....(4)

x(t) = Assin(wt + @) = & = —w’x

a) On fait I'hypothése que le systéme admet des solutions har moniques : N
) yp g ¥ a {B(t) = A,sin(wt + ") = 0 = —w?*0

b) Onremplace dansles équations (3) et (4) donc :

Bk —mw?)x—k8 =0........(5) 3k — mw? —k x\ _ (0
© {—kx + (k —mw?)6 =0.......(6) = ( -k k — mwz) (9> h (0>
2
a Peomes K |=0= Gk-met)k -met) -k =0

Onpose: w? =x = k*x* — 4kmx + 2k =0

IZ (2 +V2)k
NIV b S
A= 8k‘m* = 2 (Z—ﬁ)k
o - 2"

m

€) Calcul desmodespropres:

1% mode pour w? = w? = @2k

onaura: (1+vV2)kx — k6 =0=0 = (1 +2)x =>V_1)((1 41/7))

)’
m

- 22 @VDK ko= — (- —’( 1 )
2" mode pour w® = wj ==—=auwra: (1 - (V2)kx —k8 =0=0=(1-V2)x =V, (1-2)

Donc la solution est : =

(g) =4 ((1 +1\/§)> sin(w,t + @) + B <(1 _1\/7)> sin(wyt + @,)

Ou alors:

{ @(t) = Asin(w4,t + @) + Bsin(w,t + ¢@;)
0(t) = (1 +V2)Asin(w,t + @1)(1 — V2)B sin(w,t + @)

Page 2
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Université Ferhat Abbas — Sétif 2¢me Année LMD
Faculté de technologie 10 Awvril 2014
Département des enseignements de bases en technologie Temps alloué : 1Th30

Examen de rattrapage du module physique3

Exercice 1: (10 points)

Soit le systéme mécanique composé d’un disque homogene (M, R), qui peut tourner sans glisser sur
un plan horizontal, d’une tige (m, ) qui peut osciller autour d’un axe fixe O perpendiculaire au plan
du mouvement, d’un ressort k et d’un amortisseur . La barre horizontale CA est de masse

négligeable. Le systeme effectue des oscillations de faibles amplitudes.

a) Systéme libre amorti :

K »
: A . ! Position
1. Calculer le Lagrangien du systéme en fonction de 8. A
grang y + { d'équilibre
. _1 2 _1_ 2 )
Ondonne:J,c =;MR* ] o = ml . A > x

2. Montrer que le Lagrangien L et la fonction de dissipation

D peuvent s’écrire sous la forme :
L =2Mol26% — ZKoI?6% + €' ; D = > a1y 267

3. Donner les expressions de My, K, et ay. €' : Constante

b) Systéme forcé amorti :

R

Le point B est soumis & une force extérieure F(t) = Foe/®t F(t)
1. Etablir I’équation différentielle du mouvement et déduire wy et 6.
2. Donner la solution générale, en calculant les expressions de I’amplitude et de la phase des

oscillations forcés.

Exercice 2: (10 points)

. \ . . ) ) . . L L
Soit le systeme électrique représenté par la figure ci-contre. L oz
1. Etablir les équations différentielles en prenant comme
coordonnées généralisées les charges électriques variant C.—— c— _
11— - —

dans les deux mailles.

~C,

Déterminer les pulsations propres du systéme.

Etudier les modes propres d’oscillations pour : Ly =L, =L, €C; =C, =C

Donner les expressions des courants iy eti, .

o b~ w N

Donner le systeme mécanique équivalent en précisant le type de couplage.

Ronne chance



Solution de 'examen de rattrapage du module physique3 (2013-2014)

Exercice 1 :
Le disque M effectue un mouvement de : translation + rotation x,; = R — Xy = Rp

X, = =sin@ Y
La tige m f - vZ =102
Ym = ;€08 (7]
- . l .
Mouvement du point B donc du ressort et de I’amortisseur : xg = — EstnB

Relation entre le mouvement du disque et de la tige : R = ésine ~ %0

Systéme libre amorti :
1. Le lagrangien du systéme :

a) Energie cinétique : T = %]/Cgbz + lecZM + l]/06?2
_1/1 2) 2,1 N2 4 11 02\ 52 2,2 11 2\ 52
T_z(zMR)(p +2M(R(p) +2(12ml)9 =T=; (MR(p) 2(12ml)0
Rg le T 1(3M+1 >1202
=—0=T=— -
=3 2\8" T12™

b) Energie potentielle : U = U, + U, = %k (%sine)2 + mg(—écos 0)
U = %k (ésine)2 - mgécos 0

. 1/3 1 : 1 . l
Donc le Lagrangienest: L =T = E(EM + Em) 1?6% — >k (55in0)* + mg_cos 6
Pour les oscillations a faibles amplitudes sinf@ =~ fOetcosf =1 :
1 2g2 _ 1, L2 !
L=T= (M+ m) 6% -2k 6% +mg;
2. L=3Myl?0? — 2 Kol?0? + C* ; D = S a2

Par comparaison avec L calculé, ontrouve : M, = —M + ,m, K, =

-FIP:'
NN
s
I
3
Q
!

La fonction de dissipation : D = Ea(ge cos0)* ~ Eazéz =a,=

Systéme forcé amorti :
Equation différentielle du mouvement forcé amorti :

Equations de Lagrange dans le cas d’un systéme forcé amorti en fonction de 6 : — (Z—;) — Z—; =—5; T M (F)
avec: M(F) =
f_ 2 2
£ = Mol20 — = (69) M, 128
g—; =—kol?0 L’équation différentielle : Myl20 + aol?6 + ko 120 = F— =F, e”"t
aD 2
Pl = a,l?
On divise sur Myl? etonaura: @ + 0 + 0 =—e/t ... )]

1. L’expression de ’amplitude A etla phase ¢ de la solution particuliére représentant le régime
forcé. On peut écrire I’équation (1) comme suit :

0+250+wi0=Be"........ ) tels que: 28 = ;—‘(” , w3
La solution générale de I’équation (2) est : () = 0}, () + 0, (t)
Pour 8§ < wg : 0y (t) = Ce %tsin(w,t + @) ; w, = /w(z, - 8%, 0,(t) = Ae/ @), On calcul A et ¢
en utilisant la notation complexe, I’équation (2) devient : 8, (t) + 286, (t) + w30, (t) = B el*t......... (3)

6,(t) = AjQe/ @@ § () = —AQ2e/ @), on remplace 8, (1), 6, (t) dans (3), on aura :
402" 1 26Ajwel @+ @) 4 92T — B elot — A[(w2 — w?) + j(28w)] = BeI® = B(cos@ — jsing)

ko _F

My '~ T 2Myl

A(w} — »?) =B e (4 B
{ (wo w ) : CosQ@ 4) = AZ[((A)(Z] _ (1)2)2 + (25(0)2] =B2= A =
A(26w) = —Bsin@ ...........(5) \/(w% — ?)? + (280)?
G)_, 200 _ = Arct ( 26w >=>e(t) B (oot + Arctg(——22°
) —__200 = Arctg | - ——_ cos(w retg(————
@7 e Y TR ' \/(wz - w?)” + (28w)? R
0
F 26w
. o . ( ) j(wt+Arctg(— ))
La solution générale est : 8(t) = Ce %tsin(w,t + ¢) + 2ol wf-o?

€
(w%—w2)2+(28¢o)2



Exercice 2 :

Maille I :
di
L1+ucl+uc=0$L1i+ q1+ (ql q2)=0 Li LZ
Avess =90 gt %zq AL AL
On remplace dans I’équation:
L.g +(l+l)q —lq =0..e....() — e
141 ¢ ¢/t ¢ 12 Ei _ cC_—

M
+uL2++uC—0=>—q2+L2 + (qZ q1)=0

1
Lyg, + (a E) q; — E g1 =0.........(2)
Donc les 02 équations différentielles

.. 1 1 1
L1q1+(a+E)q1_E q;=0.....(»

. 1 1 1
L2q2+(a+E)q2_Eq1:0 ...... (2)
Remargue : On peut écrire les deux équations différentielles en fonction des 2 courants :
i di 1 Jr d?i 1 dq 1d(q1—92)
Ona: L, —1+— 41+ (q1 — q2) = 0 = Endérivant: L, d_tzl o d—tl E#ZZ 0
" 1, 1), 1.
. dq . dzi Ll"l + (C_1+E) "1 _E lz —_ 0.......(1)
Avec.ngznzﬁ ) TN, 1.
L2l2+(c_2+E)lz_El1=O ...... (2)
2. Les pulsations propres du systéme :
On suppose des solutions sinusoidales
{ql(t) = A;sin(wt + @)
q,(t) = Aysin(wt + ")
Tel que : g4, g, @ et @'sont des constantes.

sont :

. q:(t) = A, e/ @) {"1'1(15) = —w?q,(t)
ou en notation complexe , =
P {‘b(t) = A,el@t+en G2(t) = —w?q,(t)
1
(Cl+——L1w Jar-2¢;=0....(3)

On remplace dans les équations (1) et (2), on aura donc : 1
—E q1 + (E+E—L2(J)2)q2 = 0(4)
Onprend:L; =L, =L, C;=C,=C

(g_ sz) 0 —% g;=0.....(5
1

2
g+ (3-L0?)q,=0...6)
Ce systeme admet des solutions non nulles si, et seulement si le déterminant ci-dessous est nul :

Eton aura:

2 1 2 2 1 1
G-Lo®) =7 e G-rLo?) =@* _ |oh=1
1 2 A= 0 Soit I’équation a résoudre : Cz =Y, 3
—c (E_Lw) I _Lw*=F= w2=E

c c

3. Les modes propres d’oscillations.
Premier mode : on remplace dans (5) ou (6) par w*; = % :
On obtient aprés calcul : q, = q;, V;(}), Viest le 1% vecteur propre
Deuxiéme mode :
On remplace dans (3) ou (4) par w?, = % :
On obtient aprés calcul : g, = —ql,_l72 (_11), V,est le 2¢éme vecteur propre.

Donc les solutions sont :
<q1(t)) =4 (1) el (@it+g) 4 B( 1 ) ol (@at+en)
q,(t) 1 -1

) =A el(@i1t+9) | B ol(wzt+en)
q,(t) = A eJ(wit+Q) _ p oj(wat+en)

4. Les expressions des courants i; et i, :
dql(t)
i1(t) =

_jwlA ej(w1t+(p) +jsz ej(w2t+¢’)

QZ (t)

= jwlA ej(w1t+(p) _jsz ej(w2t+¢’)

i(t) =
5. Le systeme mécanique equwalent Le couplage est ELASTIQUE.

ky k ks
o ~ Fap = D

HANSSV
7 e



Université Sétif -1- 2°™ Année LMD-ST
Faculté de technologie 12 Janvier 2015
Département E.B. en technologie Temps alloué : 1130

Examen du module Physique3
Questions de cours : (06points)
a) Pour les 2 Lagrangiens suivants, donner le type de couplage et expliquer pourquoi :
1- L= %mlicz + %mzlzéz - %k(x — asinB)? + mygl.cos

1 . 1 . 1
2- L= Emlle + Emzxzz - Ekxzz

3- L= %m11219% + %mz(llal + 1202)2+ gll(ml + mz) COSs 01+m2gl2. COSs 02

b) Associer les équations différentielles suivantes avec les mailles corespondantes:
. . 1 .
(@):L1G; + (R, + R)qy +a¢11 =Rq,

(b):Lig; + Riq, + 1+1 —1
LGy 191 (C1 C)‘h—chz

1
(c): (Ly + L)§; + R1q; +C_CI1 =Lg,
1
S . 11 _1
(d): LyG, + Ryq, + (E+E) @2=7q
.. A .
(®): LG+ (R, + R)G, + 5= Rq,
.. .1 ..
(f): (Ly + L)G, + R2q, + 50 = L gy

Exercicel: (08 points)

sttt

Une tige rigide de masse négligeable et de longueur 21 porte a
chacune de ses extrémités un ressort (k,m) et peut pivoter
autour de son axe horizontal fixe situé en son milieu. L’un des
deux ressorts est attaché a un amortisseur vertical de coefficient l: ja
de frottement visgueux a,. L’autre ressort est attaché a deux 1
ressorts de constante de raideur k.

Au milieu de latige est suspendue, par I'intermédiaire d' une barre de

masse négligeable et de longueur I, une masse% sur laquelle on fixe

un ressort de constante de raideur k et un amortisseur de coefficient de
frottement visqueux a,. (Figure 1).
1. Donner le systéme équivalent.
2. Trouver |’ équation différentielle du mouvement libre amorti.
3. Donner la solution de I’ équation différentielle du mouvement
dans le cas d'un mouvement oscillatoire, en précisant les
valeursde § et W,. Figure

a

w| 3

[E

Exercice 2 : (06 points)
Soit un systéme oscillant constitué d’ une masse m attachée a 2 ressorts

de constante de raideur ; chacun et un amortisseur de coefficient de

frottement visqueux.
On applique alamasse m uneforce F(t) = F, sin(wt) (Figure 2).
1. Trouver I’ éguation différentielle du mouvement forcé amorti.
2. Ecrirelasolution générae del’ éguation différentielle.
3. Donner la solution homogeéne x, (t) et tracer sa courbe pour & < w,
4. Calculer pour lasolution particuliere x, (¢), I'amplitude A et laphase .

F(t)= Fysinwt

Figure2

Borwne Chance



Université Sétif -1- 2°™ Année LMD-ST
Faculté de technologie Département E.B. en technologie

Solution de I’examen du module Physique3 (Janvier 2015)
Questions de cour s (06points)
a) Pour les 2 Lagrangiens suivants on donne le type de couplage :

1- L= %ml;ifz + %mzlzéz - %k(x — asin0)* + mygl.cos 8 =>Couplage élastique
> Leterme%k(x — asin )% montre bien qu’il yaun couplage par I intermédiare d' un ressort (Elasticité)
2— L= lmlic21 + lmzy'czz — lkxzz = Couplage visqueux

» On nevoit aucun terme qui montre Iecoupl age cad que le terme est écrit dans la fonction de dissipation ’
3— L= —mllzlez += mz(l101 + 1202) + gl,(my + m;) cos 6, +my,gl,. cos 8,=> Couplage inertiel

> Letermezmz (1101 +1, 02) montre bien qu’il ya un couplage par I’ intermédiare d’ une masse (Inerti e

b) Lesréponsessont: (a) =>(5), (b) =X(3), () =x(1), (d) =>(4), (€) =>(6), (f) =>(2).

0.5pt chaque réponsD
Exercicel : (08 points)

1. Lesystéme équivalent: g i
On peut remplacer les 2 ressorts (k, m) par 2 ressorts k de masses
| X

négligeables et 2 masses% attachées aux 2 extrémités de latige.

Les 2 ressorts k sont en paralléles donc le ressort équivalent est un I::l «
ressort 2k. Leressort 2k devient en paralleles avec le ressort k et !

le ressort équivalent seraun ressort 3k.
2. L’équation différentielle du mouvement : {} m

a) Lescoordonnéesdu systéeme:
o m{—lcose _){ Osin® _, o _ p;2p2
3 . . —_

—lIsin@ —1B cos O 3
k:—Isin@
ay: lsin@ - 10 cos 0 m a;
* m{lcosﬂ {10 cosO _, 2 _ 2p2 3
3 Ulsin@ 10sin6 3 Figurel
3k :- Isin@
s m( lsin@ '
<X‘;Z>§{—lcos 0 {lz%g::g v’ 3 ror
k:lsinf

ay: lsin® - 10 cos 0
0 L’énergiecinétiquedu systéme: T = Tm + Tm + Tm _—m1292
3 3

0 L’énergiepotentielle du systéme: On chois I’ axe (ox) comme origine des énergies potentielles:
U = Uy + Usye + Uy + Upy = 5 k(Ising)? + 2 (3k) (— Isind)? + S k(Isin®)? — = g lcos6

1 5 . o m
= U= E(Sk)l sin“0 — gg lcos 6
o Lafonction dedissipation:D = D; + D, = %al(lé cos 0)? + %az(lé cos 0)?

= D= %(al + a;)1?6% cos %0 = %(al + a,)1?6?
0o LafonctiondeLagrange: L =T—-U

1 .1 5 e s m
= L=-—ml"06 ——(Sk)l sin 0+—glcos

2
L’ équation de Lagrange s écrit : — (%) — % gz
( aL
(58) =
Ze = —5k lzsme cos @ ——g lsmG



= ml6+(ay + a)l9 + Sk P +2g1)0 =0
C'est I’ éguation différentielle d’ un mouvement libre amorti

3. Lasolution de I’ équation différentielle dansle cas d’ un mouvement oscillatoire est possible si le systéeme est

faiblement amorti : § < @o:  0(t) = C e % sin(w,t + @)

. (g +a 15k+m
gyt e, (—9)0_0
m 3ml
Lasolution réduite: ¥ + 28 & + w?ex = 0 avec 28 = L1192 —, 5 = (@1t@) o 2 1Sktmg
m 2m 3ml

2 15k+mg (a1+a2)
o - 7
Exercice 1l : (06points)

Le systéme équivalent :

1. L’équation différentielle du mouvement:
0 L’énergiecinétiquedu systéme: T =% mx? m
0 L’énergiepotentielledu systéme: U =% kx? @
o Lafonction dedissipation: D = %ax'z l _Vc(t) - —;x(t)

: o _1 .5 1
LafonctiondeLagrange: L = T — U=~ mx? — = kx? F(b)

F(t)= Fysinwt
dt \ox/ —
!ﬂ=—kx
ax T
laD . &
— = ax
" @

En remplagant dans |’ équation de Lagrange on aura: mx + kx = —ax + F sin wt

H a

N| &
)
w
T

. . .k Fo . .. . Fo . .
On divise alors par m et on trouve : x+% x+;x=;°smwt—>x+26x+w20x=;°smwt= Bsin wt

Lasolution totale de I’ équation du mouvement est : x(t) = x,(t) + xp(t)
2. Solution homogene:

La solution homogene correspond ala solution de I’ équation différentielle sans second membre :
X+ 28 x+ w?yx = 0; Cest | équation différentielle d un mouvement libre amorti

= xp(t) = C e % sin(w,t + 0)
aveC w, = 4/ 0.)02 — §2 o] .l._

3. Lasolution particuliére x,(t) A
Calcul de’amplitude A Seo
3p(t) Verifiel’ équati on différentielle avec second membre : -
3p +283p + wo3p = e]mt Bel®* (*) N - -
3p(t) = Aell0tHe) — = ts)
3p(0) = A jw O = jw 3p(t) -0
§p(D) = AP w?el @) = —? 35(t) -~
On remplace dans (*) et on trouve: —0?3p(t) + e
268jm 3p(t) + w?g 3p(t) = Be" /

= [(w?o — _0)2) +280j] 3p(t) = [(0?o — ©?) +
260j] A /@) = Belot

= [(w?o — ®?) + 26wj] Ae’? = B '
Ondivise sur "e/#" et on trouve: [(w?, — w?) + 26wj] A = Be ™9 ......... (1D
L e conjugué de cette équation est : [(w?y — w?) — 26wj] A = Bel? ......... (2)
B
(DX (2) = A%[(w?) — w?)? + (26w)?]| =B? = A =
° J(@2y — w2)? + (286w)?

Calcul de @
(0%~ ) +26wj] A = {B (cosg — j sing) 1 260A=-B sing = (@% — w?)

Arct —26w
—1 = _—
b= At Gor =)
. _ B . -28w
Donc: xp(t) = NPT sin [wt + Arctg —(wzo_wz)]

PageZ
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Examen de rattrapage du module Physique 3

Exercicel: (05 points)

Soit le systéme vibratoire suivant (Figure 1).

Le support B est animé d’ un mouvement sinusoidal: y(t) = B, cos2t.
1. Quel est le nombre de degré de liberté de ce systeme .

2. Etablir I'équation différentielle du mouvement pour les oscillations

de faibles amplitudes en utilisant le formalisme de Lagrange.
(my =my; =m3 =m) —

3. Que représente le deuxieme terme de I’ équation différentielle 6 1 : { 'T Y(0)
du mpuvemer]t ?. Dans ]e cas qu ceterme est nul, donn(?z Ig m, : B o
solution de |’ équation différentielle du mouvement et déduire |
la pulsation propre du systéme. '

Figure 1

Exercice2: (07 points)

Un disque homogéne de masse M et de rayon R roule sans glissement

sur un plan horizontal. Unetigerigide, de longueur 1, de masse négligeable, ky

est solidaire du disque en un point O, a une extrémité et comporte une 7 —Q)D—

masse ponctuelle m & son autre extrémité. —

Lespoints A et O sont reliés a deux bétis fixes respectivement par un a'—'

Ressort de raideur k4, un amortisseur de coefficient de frottement visqueux B1

a et un ressort deraideur k.

Dansle cas d' un systéme faiblement amorti :

1. Etablir I' éguation differentielle du mouvement libre amorti.

2. Donner I’ expression de la solution générale 0(t). Figure 2

Ondonne : ky + 4k, =k =" etm =>M,J /o= MR? ,l = 2R

Exercice 3: (08 points)

Deux disques, (M, R) et (m, r) reliés par un fil non glissant et inextensible,
peuvent tourner librement autour de leurs axes fixes. Le grand disque porte &
a sa périphérie une masse ponctuelle m. Le systeme est soumis a une force
de frottement visgqueux de coefficient o .

a
On applique alamasse m uneforce: F(t) = Fy e/t fzt) m 3k
1. Trouver I’ équation différentielle du mouvement forcé amorti.
2. Trouver lasolution générale de I’ équation différentielle. ” Z

Figure 3

Boune (hance
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Solution de I’examen de rattrapage du module Physique3 (Avril 2015)

Exercicel : (O5points)
1. Déermination du nombre de dégrée deliberté du systéme:
Lesystémeest ald.d.l et lavariable est 8 par contre y(t)

représente le mouvement du béti B.
2. Ecrituredel’équation différentielle du mouvement.

e Coordonnéesdes masses:

—lsin@ { lOcosO lcosB +l€sm9 +lcosH —lemG
+lcos0O 10 sing _lsing —10 cosh ' +lSl7l9 +19 cos6 .

Energlecmethue T=Tp, +T
T = —(m1 +m, +m3)120% = 2mlzt92 %
e Energiepotentielle: U = U, + Uk
U =mglcos 6 + %k(lsine -y)>
e Fonction dedisspation D: D = %a(lé c0s0)? ~ %a(lé )2

e FonctiondeLagrange: L=T—-U =1L = %mlzé2 —mgl cosO — %k(lsine —-y)?

HL) aL aD

e FormalismedeLagrange: _(E

aL
( _(ae) = 3mlg %
{% =mgl sin0 — k(lcos0) (Isinf — y

aD :
k 2~ ati ‘.

Pour les oscillations de fai blesamplitudes{smg - (1) 3ml*0 + al? — mglé + kl(16 — y) =

= 3ml?0 + al?d + (kI* — mgl)6 = kly
3. Définition du 2emeterme: Le second terme dans I’ équation différentielle représente la force excitatrice
extérieure d0 au béti au point B.
e Sileterme: kly = klB, cos2t = 0, on aura 3ml%0 + al®0 + (k1> — mgl)0 = 0

L’ équation réduite: 6 + 28 6 + w?p0 = 0 avec: 28 = et w’y = kz;:llg

Si : 8§ < wg : On auraun systéme faiblement amorti ; lasolution sera: 8(t) = € e~% sin(w,t + @)

-—i Y klmg
et o= = T =T <o) ‘.

Exercice 2 : (07 points)

a0 a0

1. Ecrituredel’équation differentielle du mouvement libre amorti.
e CoordonnéesdesmassesM et m :

—R6O —R6
m{T = {8
m{—RH +Using _ {—Ré + 16 cos6
0 + lcos 6 —10 sind
e Energecinétique T=Ty +T,,

Ty = ;M R?9% +]/46% = ; MR*9?

T =3m[R? + I — 2Rl c0s0]8% =S m(R — )?9

T= 12 4 R 1)2192 Page 1




Energiepotentielle: U = U, 4+ Uy + Uy m
U = —mglcos6 + 5 k1 (RO)? + > k;(2R6)?
e Fonction dedissipation D: D = la(Ré )2 @

e FonctiondeLagrange: L=T—-U == M +m(R - 1)2] + mglcosO — —k1(R19)2 — —k2(2Rt9)2

e FormalismedeLagrange: i(z—z)—% ?,Z
( i ﬂ 3MR? 2
) =5 00— 0
[ )

!Zz——mglsme k1R20 4k, R? @
T e o

Pour les oscillations defau bles amplitudes : [— +m(R — l)z] 6 + aR?6 + [mgl + (k;+4k;)R?]6=0

En tenant compte des approximations données: 2mé + af + 5k6 = 0 < 6 + %9 + %0 = 0
2. I'équation réduite: 8 + 28 8 + w?¢0 = 0 avec: 26——etw 0 —25:1

Si: 6 < wg: Onauraun systemefablement amorti ; Iasol utlon sera: B(t) = Ce % sin(w,t + @)
e _ O — _ 82 —
Exercice 3 : (08 points)
1. Ecrituredel’équation differentielle du mouvement forcé amorti
R sinf R6 cos @ 2 _ p2j2
* m{Rcow:}{ RésmH_)vm_R o ‘
. Energle cmethue T= TD,Squem + TD,squeM +T,
= Pt 3w+ gmOin= 5 Gt GMR)Y + S mR?
Ona:re = Rt9:>T—13m+MR2(92 ‘ &
o Energlepotentlelle U=U,
U= Ek(RB)2 — mgR cosO ’ .
e Fonction dedissipation D: D = z“ (r¢)? = aR 2¢2

e Fonctiondelagrange: L=T—-U =2 [3m+M]R2(92 k(RB)2 + mgR cos0

¢ FormalismedelLagrange: i(Z—:})—%——£+F(t).R
( i(aL) [3m+M]R b m

a0

dt
o J g; = —kR?0 — MgR sin 6

)
e =
e L’équation du mouvement : [3m+M]R 6 +aR20 + | kR* + ng]e Fo R e/t

2(kR*+mgR)
3m+M

L’ équation réduite: @ + 28 0 + w?,0 = Be/*t avec: 26 =
_2F,
& B = (3m+M)R

2. Ecrirelasolution générale de I’ équation différentielle.
Lasolution de |’ équation différentielle est : 6(t) = 0,(¢) + 6, (t)
g

et wzo =
3m+M

Si:6<wg: 0,(t) =Ce % sin(w,t+ 0) avec w, = Jwe? —

B -20w
V(w2g-w2)2+(26w)?2 ety = Arctg (wzo—wz)

6,(t) = A el®*9 avec A =





