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o Oscillation libre 4 un degré de liberté.

o Oscillation forcée a un degré de liberté.

» Oscillation libre a deux degrés de liberté.
o Oscillation forcé a deux degrés de liberte.
o Cordes vibrantes.

» Ondes acoustiques.
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Rappels mathématiques

Une fonction de période T peut étre développée en une scrie trigonométrique partout
convergente dite série de FOURIER et définie par :

a .
F(t)=—g-+ Zan cos not+ by sin nw 1
n=1
dont les coefficients constants ap et by sont calculés par les formules :
its )

2
a,=— j t)cosnat di 3 b, = E jF!)smmDr dr avec @ = o n=01,2.3,
T 3 Iz

172 ,,ﬂm

On appelle valeur moyenne d'une fonction F(t) sur un intervalle T la grandeur notée <F> et
donnée par :
1 T
<F>= J-F(t) dt
0
Dans le cas d'une fonction développable en série de FOURIER, la valeur moyenne sur sa

” N ag o
période est représentée par le terme > de sa séne.

EXEMPLE
tEw
+c pour O<t<l —C_ —
F (1) S S
—¢  pour ‘%<t<0 ; é ‘:r é :; —>
IR
la fonction est impaire : :,___ C':___." :_-:

ap=0 , Vn

Calculons les coefficients by

/2 T/2
. 4 _ 5
b, =— |c sinwtdt = E{M] = 2'E[l - cosﬂn] = E&[l—(-l)n ]
T /4 nw 0 nmn nmn
n=2p b2p =0

n= 2p+] b2p+]

(”p+ @p+1)
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4

o0
c :
soit  F(t) = sin(Qp+1jot
1 (1) pgg (2P+])7‘3 (P )
4¢
F(t) = & sinot + 5 sin3ot + i sinSmt + -
R ) 3n } 5n
Fondamental 3iéme h;rmom'que 5iéme harmonique
EXERCICE 1
Pour chacune des fonctions périodiques suivantes :
—t pour ——g— <t<0
a) F@O-=
t pour 0 <t< %

_ 31 ST i
b) F(t) =t pour > £ 1% )

¢) F@) =
t pour

1) Donner son graphe.
2) Calculer les coefficients de son développement en série de FOURIER .
3) Donner sa valeur moyenne sur une période,

EXERCICE 2
Exprimer sous la forme Z = |Z| e % Jes nombres complexes suivants :
Q) 1-jV3 ;b2 5 9 §
3 s
3-5 0 T [E-ff

d 2)H)2+3j+8 ; e

5 ;

4, D (V3 +j)3 +4j)

g)

EXERCICE 3

Calculer et représenter graphiquement la solution de 1'équation différentielle homogene
X + 4x = 0 pour les conditions initiales suivantes :

x(0) = 1 x(0) = 0
& { %(0) =0 ou b) {x(0)=2
EXERCICE 4

Calculer la solution de I’équation différentielle homogéne :
) X+5x+4x=0
2) ¥+4%x +4x=0
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3) £ +03x+4x=0
pour les conditions initiales suivantes :
@{TW)=‘ ou m{5W)=0
x(0)=0 x(0)=2
EXERCICE 5
Calculer la solution générale des équations différentielles inhomogenes suivantes :
1) $+4x=75
2) X +5%x+4x =3
3) k+4kx+4x =5
4) ¥ +03x+4x=35
5) X + 4x = Scos3t
6) ¥ + 03% + 4x = Scos3t

il

pour les conditions initiales : x(0)=0 : x(0)= 0
EXERCICE 6
Calculer la solution particuliére des équations différentielles inhomogenes suivantes :
1) ¥ +4x = F(l)
2) %+ 03x% +4x=F()
F(t) étant une fonction périodique définie par :

+a pour 0<t<%

i -a pour-l<t<0
FySts<

EXERCICE 7
Un mouvement harmonique est décrit par :  x(t) = 10 cos % t

( x enmm , t ensecondes). Déterminer:

a) la fréquence et la période du mouvement.

b) I'amplitude du déplacement, de la vitesse et de I'accélération.

¢) le déplacement, la vitesse et I’accélération aux instants
t=0set t=172s

EXERCICE 8

Un mouvement harmonique est décrit par  x(t) = Ccos (100t + y)
Les conditions initiales sont : x(0) =4mm ; %x(0)=1 m/s
a) Calculer C et wy

b) Exprimer x(t) sous la forme x(t) = Acosat + Bsinot et en déduire les valeurs de A
et B.
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EXERCICE 9

Montrer que x(t) = 2sinwt + 3cosat peut se mettre sous la forme:
x(t) = Ccos(ot + ).

Quelles sont les valeursde C etde y ?

EXERCICE 10

Un accélérométre indique que |’accélération d’un dispositif mécanique est sinusoidale
de fréquence 40 Hz .

Si I'amplitude de cette accélération est de 100 m / ¢ , déterminer I'amplitude du
déplacement et de la vitesse correspondantes.

Nombre de degrés de liberté — coordonnées généralisées

EXERCICE 11

On considére un point matériel astreint a se déplacer sur un cercle de rayon R et de centre
O contenu dans le plan XOY.

1/Traduire la liaison par une ou des relations mathématiques. Quel est le nombre de
degrés de liberté de ce point ?

2/Quelles sont les coordonnées généralisées que I’on peut utiliser pour repérer ce point 7

EXERCICE 12

On considére un point matériel astreint a se déplacer sur une sphere. Répondre aux
mémes questions que |’exercice précédent.

EXERCICE 13

Pour repérer la position d’un solide dans I’espace, il faut repérer la position de trois
points non alignés A, B et C de ce solide.

1/Traduire les liaisons physiques par des relations mathématiques, quel est le nombre de
degrés de liberté de ce solide ?

2/ Quelles sont les coordonnées généralisées les plus couramment utilisées pour décrire le
mouvement de ce solide ?

3/ Quel est le nombre de degrés de liberté d’un solide qui posséde :

a/ un point fixe

b/deux points fixes ?

EXERCICE 14

On considére une haltére constituée de deux masses identiques m, Supposees ponctuelles, reliées
par une tige de longueur a, de diamétre et de masse négligeables.

1/Comment s’écrit mathématiquement la liaison entre les deux masses ?

2/Quel est le nombre de degrés de liberté de ce systéme ?
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OSCILLATIONS LIBRES DE SYSTEMES
A UN DEGRE DE LIBERTE

Exercice 1: Association de ressorts

Calculer la fréquence des oscillations pour chacun des systémes suivants:

Exercice 2: Corde plombée
Une masse ponctuelle m glisse sans frottement sur une

table horizontale. Elle est fixée a deux bétis fixes par deux
cordes de masse négligeable tendues horizontalement. En |
supposant que la tension T des cordes reste constante lors du =

mouvement, calculer la période des oscillations pour de faibles
amplitudes du mouvement dans la direction x.

Exercice 3 : Pendule de torsion

Une tige d'acier de constante de torsion C est soudée
par son extrémité au centre d'un disque homogéne de
masse M et de rayon R. L'autre extrémité est
encastrée dans un biti fixe. Une masse m est soudée
au point le plus bas du disque. On tourne le disque
d'un angle ¢g et on le liche sans vitesse initiale.

Déterminer l'expression en fonction du temps de
l'angle ¢(t) d'écart du systéme par rapport a sa
position d'équilibre. On néglige la flexion de la tige d'acier.

1/3
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Exercice 4 : Métronome

Un métronome est schématisé sur la figure ci-contre. 4y
La masse M est soudée & l'extrémité de la tige. La

position de la masse m sur la tige peut étre réglée. La

tige est supposée de masse négligeable; elle est mobile

sans frottements autour de O. La masse M étant en bas, !
on l'écarte d'un angle 8 petit et on l'abandonne sans B N

vitesse initiale. ON

1) Quelle(s) condition(s) doit satisfaire le systéme pour oM

qu'il puisse osciller 7

2) Déterminer l'expression de la période pour des oscillations de faibles amplitudes.

3) A.N.: Sachant que M= 80g, m = 20g et L=dcm, déterminer la distance [ pour que la période
du métronome soit égale a 2 s.

4) On veut augmenter la période d'oscillation du métronome. Faut-il rapprocher ou €loigner la
masse m du point O ?

Exercice 5 :
Dans les figures ci-dessous, une tige homogéne de masse M et de longueur L oscille

sans frottement, dans un plan vertical, autour d'un axe fixe perpendiculaire au plan du
mouvement en O.

P e 2 = = . .
0 ol i e Pl gt ;-]
"

=

o
R
el

RS

-

(a) (b) (c)

1) Quelle est la déformation du ressort & I'équilibre, sachant qu'a cette position 0=07

2) Etablir I'équation différentielle du mouvement dans le cas des mouvements de faibles
amplitudes.

3) A quelle condition le systéeme de la figure (b) peut-il osciller? Quelle est la nature du
mouvement lorsque cette condition n'est pas satisfaite?

4) Expliquer pourquoi la période des oscillations est indépendante de g dans le cas de la figure

(c). .
5) Calculer I'effort appliqué surle-mur au point-A.

¥

2/3
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Exercice 6 :

On considére le dispositif schématisé
sur la figure ci-contre. Un disque homogéne
de masse M et de rayon R est attaché par son
axe a l'extrémité d'un ressort de raideur k.
Une tige rigide, de longueur /, de masse
négligeable, est solidaire du disque qui peut
rouler sans glisser sur un plan horizontal.
Déterminer la pulsation propre du systéme,
Sachant qu' t=0, la tige est écartée d'un angle
petit ¢g par rapport 4 la verticale et lachée
sans vitesse initiale, déterminer l'expression X
de ¢(t). Donner l'expression de la vitesse de la masse m quand la tige passe par la verticale,

Exercice 7:
Dans le systéme ci-contre, la corde roule

sans glisser autour du cylindre de masse M=5kg :-.f,l k M
et de rayon R=40cm, qui tourne autour de son ..
axe fixe. Elle porte a son extrémité une masse Efﬁ_(m I r
m=lkg. Un ressort de raideur k = 600 N/m, fixé =5 - -
a un bati fixe, est accroché au point A distant de ¥ R : } 0
r=20cm de I'axe du cylindre. -f s

1) Sachant qua I'équilibre 8 = 0 et dans s
I'hypothése des oscillations de faible amplitude,
€tablir I'équation différentielle du mouvement.
Donner ]'cxpr'.e.ssion' ‘,kf 6 en t_’onction du temps @
pour les conditions initiales sujvantes -

B(t=0) = 5° ¢t B(t=0)=0.

2) Au bout de cing périodes d'oscillation, la masse m se décroche; quelle est la nature du
mouvement a partir de cet instant? Autour de quelle position se font les oscillations? Calculer
la nouvelle période du mouvement et 1'amplitude des oscillations.
3) Tracer le graphe représentant les variations de 6 en fonction du temps pour 0<t<]0s,

Exercice § ;

Soit une masse m fixée a l'extrémité d'une
tige de masse négligeable et de longueur /. La tige m
effectue des oscillations de faibles amplitudes &«
autour d'un axe fixe passant par le point O et
perpendiculaire au plan dy mouvement. Le point A &
de la tige, tel que OA=a, est relié & deux batis fixes k A
By et By respectivement par deux ressorts de . 1
raideur kj et k2. A I'équilibre, la tige est verticale. B1
a) Sachant qu'a I'quilibre, les ressorts ne sont pas
déformés, établir I'équation  différentielle du
mouvement du systéme,
b) Sim, kj , ko et/ sont donnés, quelle condition
doit satisfaire la longueur a pour que le systéme puisse osciller?
¢) Cette condition étant satisfaite, déterminer l'expression de la pulsation propre du systéme.

irE

mv T T T m
v A i .S

3/3
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OSCILLATIONS LIBRES DE SYSTEMES AMORTIS

A UN DEGRE DE LIBERTE

Exercice 1 : Une masse m = 20 kg est montée sur
deux ressorts de raideur k=4 kN/m et un amortisseur
de coefficient de frottement visqueux a=130 kg/s. A
l'instant initial, la masse est écartée de 5 cm de sa
position d'équilibre puis lachée sans vitesse initiale.

a) Calculer le déplacement et la vitesse de la masse

m en fonction du temps.

b) Quels sont le déplacement et la vitesse & l'instant

t=1 s?

Exercice 2 : Un bloc de masse
25 kg est monté sur un support
en caoutchouc, de masse
négligeable, qui se comprime
de 6.1cm sous ce poids. Quand
le bloc vibre librement, on
enregistre les positions de la
masse apreés l'avoir déplacé de
Sem 4 partir de sa position
d'équilibre (voir figure ci-
contre). Sachant que le tapis
de caoutchouc peut &tre
symbolisé par un ressort de
raideur K associé & un

x(cm)

B (=}
1

]
B
k

m
@a
E;LE; P .

4

2

0 f' / =

aws

4

) I T | o

0,0 0,5 1,0 1,5 2,0
t(s)

amortisseur de coefficient de frottement visqueux a , calculer ces coefficients K et o .

Exercice 3 : Le systéme de la figure ci-contre est
constitué d'un cylindre homogéne de masse M et de
rayon R en rotation autour de son axe de révolution
fixe. Un fil inextensible, de masse négligeable,
entraine le cylindre sans glissement sur sa périphérie ;
ses deux extrémités sont reliées a un bati fixe (B) par
un ressort de raideur K et un amortisseur de
coefficient de frottement visqueux c. Quelle la valeur K

critique du coefficient ot ?
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Exercice 4 :

Le systéme mécanique de la figure ci-
contre est constitué d'une tige rectiligne
AD, homogéne, de masse M=3kg et de
longueur L=2m. Cette tige peut tourner,
dans le plan vertical, sans frottement,
autour d'un axe horizontal (A) fixe. Les
extrémités A et D de la tige sont reliées au
bati fixe By par deux amortisseurs

identiques de coefficient de frottement

visqueux o.. Le point C, milieu de la tige,
est relié au bati By par un ressort de

raideur k. A l'équilibre, la tige est (B,) T G Ay

horizontale. - Y

Lorsque la tige est écartée de sa position d'équilibre d'un angle O puis ldchée sans vitesse
initiale, elle prend un mouvement oscillatoire amorti de pseudo-période 1s. On constate qu'au
bout de 5 pseudo-périodes, l'amplitude est égale & 20 % de l'amplitude initiale. En déduire la
valeur numérique de o puis celle de k.

Exercice 5 : Le circuit ci-contre est constitué d'un /K
condensateur de capacité C=1uF, d'une bobine
d'inductance L=0.1mH et d'une résistance R pouvant
prendre les valeurs 1Q , 5Q et 1kQ. Le e

condensateur est initialement chargé sous une v ——— C R L
tension de 5V. A linstant t=0s, on [erme
brusquement l'interrupteur K.

1) Etablir I'équation différentielle qui régit les
variations de la tension v(t) aux bornes du condensateur.
2) Pour les trois valeurs de la résistance:

a) Quelles sont les valeurs de d et ©g ?

b) En déduire les va_riations de v(t) au cours du temps.
¢) Tracer le graphe de v(t) en fonction du temps.

22
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OSCILLATIONS FORCEES DE SYSTEMES
A UN DEGRE DE LIBERTE

Exercice 1 :

y A

@A @ s
o 0o —

M

Un cylindre plein et homogéne, de masse M et de rayon R. peut rouler sans glisser sur
un plan horizontal. 1l est relié & un béti fixe par un ressort de raideur k et un amortisseur de
coefficient d amortissement visqueux o fixés au point B comme I"indique la figure ci-dessus.
Un autre ressort de raideur K relie le point A de 1’axe du cylindre & un second béti animé d’un
mouvement sinusoidal d’élongation ()=S0 c08(et) - A [*¢quilibre, le point A se trouve a
I"origine O du systéme de coordonnées, et le point B est a la verticale au dessus du point A.
On étudie les oscillations de faible amplitude du cylindre autour de sa position d’équilibre,
1°) Déterminer [*énergie cinétique T et 'énergie potentielle U du systéme en fonction de
x=R8,
2°) Etablir I'équation différentielle décrivant le mouvement du cylindre.
3°) Déterminer la solution x(t) en régime permanent en donnant I’expression de son amplitude

2 vl
et de son déphasage par rapport & s(t), en fonction de la pulsation @, = ‘tﬁ(}{ + 3k) .

4°) Déterminer la valeur maximale de 'amplitude de x(t) si le coefficient de qualité Q est tel
que Q=1 et dans le cas o K=3k.

Exercice 2 : Un disque circulaire homogéne,

E de masse M, de rayon R, peut osciller sans frottements autour
de son axe horizontal 0. Deux masses mj et mp sont soudées
aux extrémités d'une tige de masse négligeable liée rigidement
au disque et passant par O. Les distances de m) et m7 au centre
sont notées respectivement /] et . Un ressort vertical, de
constante de raideur K a une extrémité fixe et l'autre est reliée au
disque en un point A situé a une distance a de O. En position
d'équilibre la tige est verticale avec my en bas et le point A est
au méme niveau que le centre O. Le disque subit un frottement
visqueux de coefficient o au point B. La masse my est soumise 4

une force F(1)=F cos(€2t) perpendiculaire 4 la tige.
Valeurs numeériques :

1/4
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M=1kg, m| = my = 0.1kg, K=16N/m, R=20cm, /] =50cm,

I =25¢cm, a=10cm, g=10m/s? , a=7.2510"2 kg/s.

a) Etablir I'équation différentielle du mouvement.

b) Trouver sa solution en régime permanent.

¢) Caleuler le facteur de qualité Q du systéme.

d) Déterminer la valeur de F(y pour qu'a la résonance l'amplitude maximale soit égale 4 7/30

rad.
Exercice 3 : ’

La masse m, représentée sur la figure ci-
contre, est soudée a l'extrémité de la
tige de longueur / de masse négligeable.
Cette masse est soumise a une force
perpendiculaire, sinusoidale de |
pulsation . L'autre extrémité est
articulée au point O. La tige est reliée
au point A au béti fixe By par un ressort

i
\

de coefficient de raideur ky et un [

amortisseur dont le coefficient de §
frottemment vaut c. Elle est, en outre, ©
reliée au bati fixe By par un ressort de
raideur k7. La distance OA est égale /2.

1. Déterminer l'expression de I'amplitude des oscillations en fonction de la pulsation w. En
déduire la pulsation de résonance.

2. Déterminer la puissance instantanée et la puissance moyenne fournie au systeme.

3, Déterminer la puissance instantanée et la puissance moyenne dissipée dans le systéme.
Conclusion.

Exercice 4 : Le dispositif’ mécanique
ci-contre représente le schéma de

principe d'un appareil de mesure de L
x(1) l

vibrations. La masse m est lie par
deux ressorts et un amortisseur de
coefficient de frottement visqueux o, —
un support rigidement lié au systeme k/2 =3
mécanique dont on veut étudier les g
vibrations. Le mouvement du support s(1) T T E—————
est repéré par s(t) tandis que le

mouvement de la masse est repéré par x(t). On étudie des vibrations sinusoidales de la forme
s(t) = Sp cos(£2t).

L'origine est prise & la position d'équilibre.

1) Ecrire le lagrangien du systéme. En déduire I'équation du mouvement de la masse m en
fonction de la coordonnée relative y(t) = x(1) - s(t).

2) Déterminer la solution stationnaire v(t).

3) Dans le cas de ressorts de faible raideur, la pulsation propre () est petite devant la

pulsation €. Donner dans ce cas l'expression de y(t). Montrer que l'on peut ainsi déterminer
facilement I'amplitude Sq de la vibration (on a réalisé ainsi un vibromeétre).

=
m >\

244
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4) Lorsque la raideur des ressorts est élevée, la pulsation propre wq est grande devant la

pulsation Q des vibrations. Montrer , dans ce cas, que l'on peut déterminer facilement
l'accélération du support (on a ainsi réalisé un accélérométre).

Exercice 5 : Un véhicule roulant est un systéme
complexe & plusieurs degrés de liberté. La figure ci-
contre peut étre considérée comme une premiére
approximation d'un véhicule qui se déplace sur une
route ondulée décrite par le profil y (t). Dans ce

modéle simplifié, on suppose que:

*  Laraideur élastique des pneus est infinie, c'est-a-
dire que les ondulations de la route sont
intégralement transmises & la suspension du
vehicule.

e Les roues ne décollent pas de la chaussée.

*  On s'intéresse uniquement au déplacement vertical y(1) du véhicule dans le plan de la
figure.

*  On se place dans le cas simple od le véhicule se déplace horizontalement & une vitesse
constante v sur une route 4 profil sinusoidal y1 (x)=Y1 sin(2nx/A).

1) Etablir I'équation différentielle qui régit les variations au cours du temps de la coordonnée
y du véhicule.

2) En déduire I'amplitude Y du mouvement du véhicule dans le sens vertical .

3) Application numérique m=350 kg, k=350 kN/m, v=100km/h, A=5m, Y| =20cm,

a) pour a=2000 N.s/m,
b) pour ¢=200 N.s/m.

Exercice 6 : Les machines tournantes (moteurs électriques, turbines, machines a laver, etc...)
peuvent €tre le siége de vibrations importantes car trés souvent le centre de masse ne coincide
pas avec l'axe de rotation. Pour limiter ces vibrations on utilise des supports antivibratoires
constitués généralement de caoutchouc renforcé. En raison de leurs propriétés mécaniques ces
supports peuvent étre modélisés par un amortisseur en paralléle avec un ressort.

M M
' A

y(t)‘L 4L _ y(t) T_ _F

Figure 1

3/4
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On se propose d'étudier 4 titre d'exemple le cas d'une machine a laver le linge (figurel). Soit
M la masse de cette machine. La partic tournante est constituée d'un tambour de rayon e
tournant & une vitesse angulaire constante ©. On considére que la masse tournante est
constituée par le linge de masse m. Pour des raisons de simplicité, on suppose que le lave-
linge ne peut effectuer que des mouvement verticaux repérés par la coordonnée y.

1) Etablir 'équation différentielle du mouvement pour la coordonnée y.

2) Montrer qu'un tel dispositif est équivalent au schéma simplifié de la figure 2; donner
I'expression de Feq -

3) Dans I'hypothése des faibles amortissements ( 8 << w( ). tracer et commenter le graphe de
l'amplitude Y du déplacement vertical du lave-linge en fonction de la vitesse de rotation.

4) Calculer I'amplitude de la force transmise au sol & la résonance.

Exercice 7 : Soit une masse m lice a4 un
support P par un ressort de constante de raideur
K et par un amortisseur & frottement visqueux
de coefficient o. L'autre extrémité de la masse
est liée a un ressort de constante de raideur K'.
Le point dattache de K' est soumis a un
déplacement s(t) sinusoidal de pulsation o et 8
d'amplitude Sy

I/ Déterminer l'équation différentielle du

mouvement de la masse m. En déduire la pulsation propre o et la force excitatrice agissant
sur m.

2/ Trouver le déplacement en régime permanent de la masse m et établir ['expression de son
amplitude de vibration X en fonction de la pulsation o.

3/ Calculer le coefficient d'amortissement o pour que l'amplitude des mouvements de la
masse m soit égale a S/10 lorsque w=wy).

ANSK=K'=10N/m:m=0.1kg:Sy=1cm

4/ Déterminer le module de I'amplitude de la force transmise au support P.

5/ On définit comme facteur de transmission T, le rapport entre le module de 'amplitude de la
force transmise au support P et celui de I'amplitude de la force excitatrice agissant sur la
masse m : '

I.'lrun.&J

IR

7 7

.

27

7

77

N

.

.

XCI

a/ Déterminer T. N

b/ Calculer T pour @ = A 20, B
AN:K=K'=10N/m;m=0,]1 kg et .= 100 kg/s
¢/ Que devient T pour ® >> ®, ? Conclusion.

2
w0=1/fﬁ(l{+3k)
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| bHYS_’. Oscillations libres des systemes a deux degrés de liberte

i

2007-2008

U.S.T.H.B. faculté de Physique Module : PHYS 3(ST2) Année Universitaire 2007-2008

@cillations libres des systémes a deux degrés de liberﬂ

Exercice 1:

Deux pendules simples, de méme longueur ¢, de méme masse
“m, mobiles dans un méme plan vertical, sont reliés par un ressort de
raideur k; sa longueur est choisie de fagon que les deux pendules
soient verticaux a l'équilibre. On pose:

OcC=0D=a; (Ox,OA): 0, et (Ox,O' B)= 9, .

Les conditions initiales imposées sont les suivantes:

3 t=0, 01(0)=0, 02(0)y=8o, 8:1(0)=02(0)~0.

1. On suppose que les mouvements sont des oscillations de faible

amplitude. Déterminer les équations différentielles en 6, et 6, qui
régissent le mouvernent du systéme.

x‘L mPA

2. On pose @ =0, +0, et @, =6,—6,. Montrer qu'il existe un systeme d'équations différentielles

découplées en @, ety,. Résoudre le systeme dans ce cas.

3. Trouver les solutions &, (t) etd,(t) des deux pendules et tracer les courbes donnant leur variation
en fonction du temps. Que deviennent ces solutions lorsque le couplage est lache (k faible).

Exercice 2 :
On considére le systeme de la figure ci-contre constitué par xl

un cube de masse M qui glisse sans frottement sur un plan —_—

horizontal: un pendule simple constitué par une tige de 0

longueur L et de masse négligeable terminée par une masse
ponctuelle m, effectue des oscillations autour d'un axe
horizontal passant par le centre de gravité G du cube. Le

des éléments de ce systéme est repérée par rapport au systeme

de coordonnées xOy. A I'équilibre le point G est confondu

avec O, la tige est verticale et les ressorts ne sont pas déformés. L
L

milieu A de la tige est relié & deux batis fixes par deux YTy als \
ressorts identiques de raideur k. La position de chacun AR ERRN
y

1. Calculer, en fonction de x, et @, les coordonnés du point G et de la masse m dans le repére xOy.

al En-déduire I'énergie cinétique du systéme.
b/ Calculer I'énergie potentielle du systéme.

2. En déduire I'expression du Lagrangien dans le cas des oscillations de faibles amplitudes autour de la

position d'équilibre. Etablir les equations différentielles du mouvement.
k 2g

3. Enposant x, = %9 etdanslecasoum=Met —= T montrer que ces équations différentielles

m
peuvent s'écrire sous la forme:

2m¥%, +2kx, +2mX, +2kx, =0
mi1+kx,+,8miz+2ﬁkx2=0
Donner la valeur numérique de S

’ k
Calculer les pulsations propres de ce systéme en fonction de @, = _r; :

4.
gENIEﬁE\S 1/4
&CEDES
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PHYS3 Oscillations libres des systémes a deux degrés de liberté 2007-2008

Exercice 3 :

Le systéme représenté par la figure ci-dessous est constitué d'une tige de longueur 27 et de
masse negligeable, terminée a ses extrémités A et C par des masses identiques m. Les points A et B de
la tige sont reliés a un bati fixe par deux ressorts identiques de raideur k. La position du systéme est
décrite par les coordonnées généralisées y (ordonnée du point B) et 8 (écart angulaire de |a tige par
rapport a I'horizontale). A I'équilibre, Ia tige est horizontale.

Ay Ay mC
. - - B _——®
' OlB ; b X/ .
h— — X N— — X
\Q_s--_-¥ — S o
\,\S-< Eﬁ—-"J 7 ‘\__4
W T
position d'équilibre en mouvement

1. a. Donner les coordonnées des points A et C. En déduire I'expression de I'énergie cinétique totale.
b. Calculer I'énergie potentielle totale pour une position (y,8). En céduire les déformations d, et dg

des deux ressorts & I'équilibre. Sont-ils comprimés ou étirés?
c. Donner l'expression du lagrangien du systéme. On pose z = #8, montrer que pour les petits
mouvements, ce lagrangien est une fonction quadratique de vy, z, vy, z

2. Pour les petits mouvements:

: . . k
a. Trouver les pulsations propres du systéme en fonction de Wy = f—.
m

b. A linstant t = 0, B est confondu avec le point O et la barre fait avec I'horizontale un angle é,tel
que {6, =a. Le systéme est abandonné ainsi sans vitesse initiale. Déterminer I'expression, en
fonction du temps, de l'ordonnée ¥, du point A.

Exercice 4: | |
Un cylindre homogéne de masse m, et de rayon R peut rouler sans glisser au-dessus d'un

plateau de masse m, qui peut coulisser sur un béati horizontal. Un premier ressort de raideur k relie I'axe

du cylindre au plateau, lui méme relié a un support fixe par l'intermédiaire d'un second ressort Qe rai(deur
k. Ecarté de sa position d'équilibre puis relache, le systéme effectue des oscillations de trés faibles

amplitudes. On décrit ce systéme a l'aide des deux coordonnées X) et Xy mesurées dans un référentiel
xOy lié au sol.

ty

N\ O K

pevalllGh@

IR

. Calculer I'énergie potentielle de ce systéeme.

1
{E\S 2/4
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PHYS Oscillations libres des systémes & deux degrés de liberig 2007-2008

2. Montrer que son énergie cinétique s'écrit sous la forme:

1(3m)., 1 . . 1{5m).
T:—(T]XE'—E]TIX]XZ +§[—2—]x% avec ml =m &t I‘n2 —_=2m

3. Determiner les pulsations propres du systéme.
4. Trouver les modes propres associés & chacune de ces pulsations propres et &crire les solutions
générales régissant le mouvement du systéme.

Exercice 5:

Soient deux pendules pesants simples identigues composés chacun d'une masse supposée
ponctuelle M fixée a l'extrémité d'une tige rigide de longueur L et de masse négligeable. Iis sont couplés
par un ressort horizontal de raideur K, également de masse négligeable, fixé aux tiges au points P.et P;
tels que O,P= O,P; = a. A I'équilibre, les tiges sont verticales. L'ensemble effectue des oscillations de
faibles amplitides dans le plan vertical. On notera 8, et 6, les écarts angulaires respectifs des deux tiges
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par rapport a la position d'équilibre (figure 1). On posera enfin = a/L, o°;= g/L ( g étant 'accélération de
la pesanteur ) et o%, = K/M.

FIGURE 1 FIGURE 2

1. Etablir les équations du mouvement.
2. En déduire les pulsations propres du systéme.
3. Déterminer la forme des solution correspondant aux conditions initiales suivantes:

a) 84(t=0) = 0,(t=0) = 8, , 6, (t=0) = @, (t=0) = 0.

b) 8,(t=0) = -65(t=0) =6, , 6, (t=0) = @, (t=0) = 0.
4. La figure 2 représente la variation du carré # de I'une des deux fréquences propres mesurées en
fontion de p? c'est & dire quand on déplace les points P.et P; le long des tiges. Déduire de ce qui
précede les valeurs de o, et de w,.
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PHYS% Oscillations libres des systémes & deux degrés de liberté 2007-2008
Exercice 6 :

La figure ci-dessous représente un systéme constitué par deux disques circulaires horizontaux portés
par trois fils O,A,, A, A, et A,0,, de constantes de torsion C,, C et C, respectivement, tendus

suivant une méme verticale 0,0, . On désigne par ], et ], les moments d'inertie des deux disques par
rapport & l'axe 0,0, passant par leurs centres de gravité. Le systéme est décrit par les angles
6, et 6, de rotation des disques a partir de leurs positions d'équilibre.
A l'gquilibre, 8, =8, =0.

1) Ecrire les équations du mouvement du systéme et calculer ses B @O.

pulsations propres. C

2) Que deviennent ces pulsations propres dans lecasou J, =J, =] et 3

C, =C, =C. Déterminer dans ce cas les solutions &,(r) et &,(1) & A
. X I

sachantqu'a t=0, 8,(0)=6,, 6,(0)=0, 8,(0)=6,(0)=0. -

3) Quelles sont les conditions initiales appropriées pour que le systéme d

vibre: a) dans le premier mode propre; b) dans de seconde mode prapre. 5

4) En utilisant les conditions précédentes, déterminer les coordonnées 8,

principales qui permettent de découpler le systéme. C; %

Exercice7

Le systéme de la figure ci-contre est constitué d'une tige
de longueur 2¢, de masse négligeable, portant a chacune d @
ses extrémités une masse m. Un ressort de raideur k, relie \_\5
I'une des extrémités de la tige a un bati fixe tandis que —
l'autre extrémité est couplée a un oscillateur (M, k) par é
lintermédiaire d'un ressort de raideur k,. On repére ce =
systéme a deux degrés de liberté par les paramétres de
position y et 6. En prenant M =2m et k, =k, =k, =k: ™
1) Etablir les équations différentielles régissant les petites
oscillations.
2) Deéterminer les pulsations propres et les rapports
des amplitude de chacun des modes.
3) Ecrire les solutions générales y(t) et 6(t).
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Oscillations forcées des systémes & deux degrés de liberté 2007-2008
U.S.T.H.B. Faculté de Physique Phys3 (ST2)
S 1D b "—_a'tl‘\ L ’ 3 . . ._"—rl v/ 5
es @ deux degrés de liberté
Exercice 1 :
M M
K
a

Fi

Ly L—»

u w

On considére le systéme & deux degrés de liberté représenté par la figure ci-dessus.
Il est constitué par deux masses identiques M reliées par un ressort de raideur K. La
seconde masse est reliée & un bati fixe par un amortisseur de coefficient de frottement
visqueux a, tandis que la premiére masse est soumise & une force sinusoidale F, de
pulsation ®. Les deux masses glissent sans frottement sur le plan horizontal. u, et u,
représentent les positions respectives de chacune des masses par rapport a I'équilibre.

1. Etablir les équations différentielles du mouvement pour les coordonnées u; et U,.
2.Dans le cas ol o est négligeable devant (Mc)—%), calculer en régime permanent

sinusoidal I'amplitude complexe V2 de la vitesse de la seconde masse en fonction de
I'amplitude de F1.

3. En déduire I'amplitude complexe F2 de la force transmise & I'amortisseur.

B/ |.
R

5. Si cu>>1/ % , montrer que le coefficient de transmission B s'écrit sous la forme :

4. Calculer le coefficient de transmission =

a
B= M—Z-S—; donner alors I'expression de a en fonction de a et K.
w

Exercice 2 :

Le systéme représenté sur la figure ci-dessus est assujetti & se déplacer, sans
frottement, sur un plan horizontal. La tige de longueur 2L est sans masse. Le mouvement du
systéme peut étre décrit par les coordonnées généralisées 0 et y. 0 représente l'angle de
rotation de la tige autour du centre de masse G; y est le déplacement du centre de masse
par rapport & la position d'équilibre. On considére les mouvements de faible amplitude et on
suppose qu'a I'equilibre 8=0 et y =0. Au point G on applique une force sinusoidale de
pulsation o, d'amplitude F; et dirigée selon OY.

1. Donner les coordonnées dans le repére XOY, des points A et B ainsi que celle de
chacune des masses ponctuelles m.
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Phys 2

Oscillations forcées des systémes & deux degrés de liberté 2007-2008
4. Pour quelle valeur pamcuhere non nulle, de la pulsation d'excitaticn w, le courant
Iy est-i] nul ?
C G

l M

B sl
% TO \%

Lﬂ@@lﬂiﬁ

Fig.1 Fig.2

5. On suppose que le générateur "&," fonctionne a la pulsation calculée a la question 4.
Calculer alors la f.e.m. induite par le deuxiéme circuit dans le premier et expliquer en
une phrase, pourquoi il ne peut y avoir d'oscillations forcées dans le premier circuit.

Exercice 6:

Dans le circuit ci-dessous, utilisé en récepteur, la bobine est mabile et est liée a une masse
m rappelée a une position d'équilibre par un ressort de constante de raideur k. Ce systéme
est amorti et la constante d'amortissement est o. La masse m est repérée, par rapport a sa
position d'équiliore, par la coordonnée x. On applique, sur la tige une force F(t) de type
sinusoidale, d'amplitude F; et de pulsation w.
1. Le circuit électrigue est-il traversé par un courant lorsgue :

a/B=0etFy=0

h/B=0etFy=0

o/ BzDetFqy=0

d/B=0etFe=0

2. Etablir les équations integro-différentielles régissant le fonctionnement de ce systéme. En
déduire l'impédance mécanigue Z = f(t) / v(t), f(t) étant la forme complexe de F(t) et v(t)
celle de x({1).

3. Calculer le rendement du systeme

4. A quelle pulsation wy, ce rendement est-il maximal ? Donner, alors, sa valeur .
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Plays %

Oscillations forcées des systémes a deux degrés de liberté 2007-2008

Ay

ki

2L

Etablir fes équations différentielles du mouvement de 0 et y.

Montrer qu'il existe une valeur de la pulsation o pour laquelle le centre de masse G reste
immobile. Quelie est |la nature du mouvement dans ce cas ?

4. On suppose maintenant que kiL;= koL,. Calculer, en régime permanent sinusoidal, les
expressions de 0 et y en fonction du temps. Quelle est la nature du mouvement dans ce
cas ?

@™

Exercice 3 : AT Bk .

Le systéme ci-contre est constitué de deux tiges
rectilignes identiques , homogeénes de masse m et de
longueur 2/. Ces deux tiges sont reliées, en leur milieu, a
deux batis fixes par deux ressorts identiques de raideur k.
De plus elles sont couplées par un ressort de raideur K. A
I'équilibre les tiges sont horizontales. Elles oscillent dans
un plan vertical, autour de leurs extrémités respectives O,
et O, en effectuant des oscillations de faible amplitude
représentées par les angles 0y et 6; .On pose y; = 10:, ¥2=

IBgetmg=\/%.

Les differents frottements supposés faibles sont
représentés par un amortisseur de coefficient de frottement
a. Le systéme est soumis & une force exterieure
sinusoidale d'amplitude Fy et de pulsation o. Cette force

verticale agit sur 'extrémité de la premiére tige.

1, Etablir les équations différentielles du mouvement pour y; ety,.

2. En utilisant l'analogie force-tension, donner les équations intégro-différentielles qui
régissent le systéme électrique analogue au systéeme mécanique étudié. On précisera
soigneusement toutes les grandeurs mécaniques et électriqgues respectivement
analogues. En déduire le schéma électrique analogue.

GENIEDES o |
RROCEDES §
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Oscillations forcées des systémes a deux degrés de liberté 2007-2008
Exercice 4 :

Al Sur la figure 1, la masse M est reliée & un bati fixe par un ressort de raideur k . La barre
homogéne, de masse m = M/2 et de longueur 2L, est reliée en son milieu a la masse M, par

un ressort de raideur k, et pouvant osciller autour d'un point fixe O. Le systéme effectue des
oscillations de faible amplitude dans le plan vertical. On suppose qu'a l'equilibre |a barre est

horizontale. On pose : @p = . ﬂ%n . et on appelle y4(t) le déplacement de la masse M par

Figure (1) Figure (2)

rapport & la position d'équilibre et ya(t) = LB(t) ol 0(t) est 'ecart angulaire de la barre par
rapport a I'horizontale.

1. Etablir les équations différentielles en y,(t) et ya(t).
2. Déterminer les pulsations propres du systéme en fonction de wg .

B/ On veut maintenant étudier les oscillations du systéme autour de la position d'équilibre
lorsqu'il est soumis a une force extérieure sinusoidale verticale d'amplitude F, et de pulsation
o . Les différents frottements, supposés visqueux, sont représentés par un amortisseur de
coefficient de frottement o (voir figure 2). On suppose que F(t) reste verticale pour de faibles
oscillations.
1. Déterminer les équations différentielles en yq(t) et ya(l),

En déduire les équations aux vitesses y:(t) et y(t) en fonction de g .

2
3. Déterminer les solutions y;(t) et ya(t) pour la pulsation o = g / W2 = ")l%n 7
4. Calculer alors la puissance moyenne fournie au systéme pour cette pulsation.

Exercice 5 :
On cansidére un systéme électrique formé de deux circuits LC-série couplés par induction
mutuelle de ceefficient M (M<0 ou M=0) voir figure 1. .

1. Etablir les égquations différentielles qui régissent le systeme, en utilisant les courants de
mailles comme coordonnges géneéralisées.
2. On cherche des solutions de la forme i; = |; exp(jat) et iz = |2 exp(jot) .

Calculer les pulsations propres du systéme en fonction des parametres Q, = 1/ \/Ef :
Q=1 JL,C, , @ =ML, et ux=M/,. Quereprésentent Oy et O ?

3. On alimente le circuit L,C, avec une tension gy = E; exp(jot) E, étant réel.
Calculer les amplitudes complexes [, &t |, des courants de maille.
Calculer limpédance complexe aux bornes du générateur "s;" .
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Géneralités sur les ondes

2007-2008 ST12

US.THB
Faculté de Physique
Phys3 LMD ST2
Généralités sur les ondes
Cordes Vibrantes
Exercice 1

La figure ci-dessous représente I"aspect d'un ¢branlement se propageant le long d'une corde indéfiniment

longue. 'aspect de la corde est représenté aux instants 1=2s et t=5s,

3 . —_— —_——
, _ o Yem) =z
1- Calculer la vitesse de propagation de : | = )
cet ébranlement. Quelle est la positionde ’
I'ébranlement & ¢ = 07 o /o NA B x(m}
2- A quel instant t; le point B aura t - il 5 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
e 1 AV 9
une ampllufde maximale 7 z e T
3- A quel instant 13 le point B revient-il .
4 sa position initiale 7 2}
4- A quel instant ty le point M 0 : SN : I, Ll
8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30

4

. . . o .2 8
retrouvera-i-il pour la premiére fois une élongation nulle ?

5- Tracer sur un méme graphe les amplitudes y4(7) et ys(t) des points A et B de la corde.

6- Représenter la courbe de vitesse j, (1) du point B.

Exercice 2

- Deux ébranlements de méme amplitude mais de
signess opposés se dirigent I'un vers 1'autre a 20 nv/s
sur une corde. La figure ci-contre les représente &
f=:0. Si les deux ébraniements sont distants de d =
¢,0cm, dessinez la configuration de la corde aux
instants 10, 15 et 30 ms.

- Répondre aux mémes questions si I’ébranlement de
droite est du méme signe que celui de gauche.

2

Exercice 3

v

Y

~V

i

Une onde transversale sinusoidale, se propage le long d’une corde dans le sens des x négatifs & la vitesse
7= 10m/s. La figure ci-dessous illustre le déplacement des particules sur la corde en fonction de la

position & un instant 1,

10 -} ‘

P
Calculer : 51 y(cm)
a) I'amplitude de cette onde, . o
b) sa longueur d’onde, 1 N
c) savitesse de phase, st |
d) sa période, - —
¢).la vitesse maximale d’une 1o |

o 1

GENIE DESticule sur la corde.

PROC elle est I’équation de cette onde ?
v %E?,‘ 4 -
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Exercice 4
Le dispositif représenté sur la figure ci-dessous permet de communiquer a I'extrémité 5 d’une corde
tendue horizontalement, une vibration verticale d’équation : y(t) = Ssin@ t (en cm). Le moteur utilisé &

cet effet, tourne a la vitesse de 3600 tr/mn .

Y
l' Ploanec L‘ig ertTe
. Paulie

(

~: :, Mateur

La vitesse des ondes transversales dans une corde de masse linéique 4 subissant une teasion F est donnée

par:V = \/ Fipu.

1- La longueur totale de la corde est L =5m et sa masse est m = 100 g. Quelle doit 3tre la masse M du
poids tenseur agissant sur le brin vertical de la corde, pour que la longueur d'cde des vibrations
transversales de pulsation @ soit A =1m.

2- Jusie avant la poulie, la corde est pressée A frottement doux entre deux plaques de feutres. empéchant
toute réflexion de se produire.

a) Ecrire I"expression en fonction du temps de I'élongation y(x.t)du point A tel queSA =x a I'instant t
b) Donner les abscisses des points qui vibrent en phase avec S et de ceux qui vibrnt en opposition de
phase avec S.

¢) Représenter sur un méme graphe le mouvement de S entre les instants t=tet t=1/30s et le
mouvement du point A tel que x =2.75m.

d) Représenter I'aspect de la corde sur un meéme graphe aux instants t=0 ¢ t=1/600s, entre
x=0¢t x=4m.

Exercice 5

Le: dispositif proposé dans l'exercice 4 peut étre utilisé dans l'expérience de Melde. in effet, le moteur
responsable des vibrations de la corde, peut étre remplacé par un diapason dor: la fréquence de
vibrations, entretenues électriquement, est /= 30Hz.

] Onrégle la masse M de fagon qu'il n'y ait pas de neeud de vibration entre les deux :xtrémités du fil et
l'on trouve M = 720 g. Déduire de cette expérience la masse m de la corde si la longuer L du fil entre le
diapason et la poulie est de 2 métres.

2-  Quelles valeurs devra-t-on donner a /et & M pour obtenir entre les extrémités lu fil un neeud de

. 3 G 2
vibration, puis deux nceuds? On donne g = 9.8 m/s".

Exercice 6
Une corde AB horizontale, de masse m =80g et de longueur L =2m, est tendue avec une tension T

réglable. La corde est reliée @ son extrémité A d’abscisse x =0 par un ressort de raideur K dont
Pextrémité C est relide a un vibreur. Celui-ci communique au ressort un meuvement sinusoidal

GENIEIﬁRersal d*amplitude s, =1cm et de pulsation @ =1 pﬂx rad/s :
P&CEDES 5([) =5y e} [

Eion poge
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L autre extrémité B d’abscisse x = L de la corde est reliée & un

amortisseur de coefficient de frottement visqueux a =0,2N-s- m

Des guides parfaitement glissants n’autorisent que les mouvements

transverses des peints A, B et C. Un point M d’abscisse x est repéré a

I'instant 7 par sa petite ¢longation y(x,f). L'onde se propageant de A

vers B est progressive. i

1- Pour quelle tension 7, exprimée en fonction de pete, I'onde qui calem
se propage le long de la corde est progressive. En déduire la s \
vitesse de phase V' de I'onde et sa longueur d’onde 4. f

2-  Montrer que les extrémités A et B de la corde vibrent en phase. L x

3-  Exprimer les forces qui s’exercent au point A et écrire 1’équation
différentielle du mouvement de ce point.

4- Etablir les expressions de I'amplitude y, et de la phase ¢ de I'élongation y{0,r) du point A. En
déduire 1"élongation y(x.7) d’un point quelconque de la corde. Dans quel cas la phase ¢ est nulle ?
Que vaut dans ce cas I"'amplitude de vibration de chaque point de la corde ?

Exercice 7

Deux cordes 1 et 2, de longueurs L, et L, . sont reliées a la jonction O pour former une longue corde fixée
4 ses deux extrémités et tendue horizontalement avec une tension T contante (figure a). Les cordes | et 2
ont respectivement pour masses linéiques g et 1, . On étudie les vibrations transversales sinusoidales de
ce systéme.

1- Montrer que ce systéme est équivalent au systéme représenté sur la figure b).

2~ Eerire les conditions aux limites pour la figure b).

3- Endéduire I'équation aux pulsations propres.

i

0

SO
= §
N

Figureb

Exercice 8

Deux cordes 1 et 2, de masses linéiques p et,, sont soudées a la jonction O et sont tendues
horizontalement suivant I’axe Ox avec une tension 7. On choisit 'abscisse x = 04 lajonction O des deux
cordes.

Soit une onde incidente de la forme y;(x,1) = a;exp j(wt -k x)

et venant de la gauche (régionx <0). Cette onde donne ZW%? ﬁ?".f.;q.;;;;.g;a_‘_r___ o

naissance, a la jonction O, une onde réfléchie y,(x,7)dans la Q -

région des x <0 et une onde transmise y,(x,/) dans la région X’ X

des x>0.

1- Ecrire les expressions des ondes y,(x.f) pour la région des x <0 et yy(xs) pour la région des
x>0.

2- Exprimer la tension transversale instantanée :
GEN[E%M pO}nt M d.absc%sse x de la corde | (rcfg?on x<0),
PROCEPBESut point M d’abscisse x de la corde 2 (région x > 0).

Eion poge
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3- Ecrire les deux équations de continuités au niveau de Ia jonction O pour le déplacement et la tensior
transversale.

4- En déduire les coefficients de réflexion » et de transmission ¢ en déplacement en fonctior
de g ety .

5-  Applicaiion numérique : calculer ret ¢ lorsqu'un fil d’acier (corde 1) de diamétre d; =2mm est
relié a la jonction O a un autre fil d’acier (corde 2) de diamétre d, =1mm,

6- Application numérique : mémes questions, |’onde incidente venant de la droite pour aller vers la
jonetion O.

Exercice 9

Une corde. de longueur L et de masse linéique u, est soumise a
une tension T constante. Soit V' la vitesse de propagation des
ondes transversales. La direction de la corde au repos est prise
comme axe Ox .

Vibrations libres

la corde est fixée a 'une de ses extrémités x =0 ; Pautre extrémité, x =L, est attachée a une lame
vibrante qu’on assimile a une masse m reliée a un ressort de raideur X . On cherche les oscillations libres
stationnaires de la forme : y(x,f) = A(x) el®t

1- Ecrire I'équation différentielle satisfaite par I'amplitude A(x).

2- Résoudre |"équation différentielle et exprimer la condition aux limitesen x =0.

3- En écrivant la condition aux limites en x = L, montrer que ["équation aux pulsations propres s’écrit :

Tw
p oL _ v
V mw2 - K

4- Que devient cette équation dans le cas ot la masse m de la lame est faible. Proposer alors une
méthode qui permet de déterminer les trois pulsations possibles les plus basses.

Vibrations forcées
La corde étant toujours attachée en x =1 a la lame vibrante, un vibreur communique maintenant a

N o , K . .
extrémité x =0 un mouvement transversal sinusoidal de pulsation @ = j— et d’amplitude « :
m

90,0 =ael®",
1- Calculer I'impédance mécanique de la corde en x =L . En déduire le coefficient de réflexion r; en

déplacement. Comment se comporte la corde dans ce cas 7

2- Déterminer I’équation y(x,¢)du mouvement de la corde en tout point M d’abscisse x, a l'instant 7.

Conclure . _

3- Calculer I'amplitude et les positions des ventres de vibration. Pour quelles longueurs L observe-t-on le
geéne de résonance d’amplitude ?

PROGEDES: ler la composante verticale de la force exercée par la corde sur le vibreuren x =0.

Eion poge
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Exercice 10

Une corde de longueur infinie, de masse linéique u , est tendue sous la tension T. La direction de la corde
au repos est parallele a I'axe x'Ox. Une masse m est fixée a I"origine x =0 (figure a). On négligera l¢
poids de la corde et celui de lamasse m devant les autres forces. ™

Q

N —

rea)

Figure b)

On considére une onde incidente de déplacement de la forme : y;(x.f) = a; exp j(@ ¢ — kx) venant de Iz
gauche (région x <) et se propageant dans le sens des x croissants. Elle donne naissance en x=0 ¢
une onde réfléchie y, (x,f)et a une onde transmise v, (x.7). On notera rets les coefficients complexes
de réflexion et de transmission relatifs aux amplitudes des déplacements au point O,

]1- Donner les expression complexes de I'onde transversale yy(x,1) pour la région des x <0 et de ["onde
transversale y,(x.f) pour larégiondes x> 0.

Montrer que la force transversale qui s’exerce sur la masse m s’éerit :

Fy(0,0)=T (%] [av‘)
ax g ox

Aa=0

()
|

3- Montrer que, compte tenu de la condition de continuité du déplacement en x = 0 et de I’équation du
mouvemeni de.la masse m . les coefficients de réflexion 7 et de transmission ¢ s’écrivent :

(mm Vi

t=————, avee £, =/ T.
jmo + 27, Jmo +27, - .

Quelles sont les limites de ces deux coefficients lorsque m — 0 et m —> @0 ?
4- Montrer que le systeme de la figure a) est équivalent au systéme de la figure b) constitué d’une corde
semi-infinie occupant la région des x <0 et fermée en O par une impédance Zydont on calculera

["expression en fonction de Z.,meteo. Donner le coefficient de réflexion » en fonction de

["impédance réduite Zy =Zy/Z,, .
5- Calculer I’"impédance mécanique ramenée Z(x)en tout point d’abscisse x (x <0). en fonction de

Z,. 7. ket x . Que vaut cette impédance pour les positions particuliéres suivantes :

'2- 4 /i ) ] -
a) X, =n— b) x, = (,2n+1)z, ou A estlalongueur d’ondeet n=0, -1, =2,...

]

6- Ecrire I'onde résultante de déplacement y)(x.7) sous la forme: yj(x.1) = A(x)- y;(x.t). Déterminer
les positions et I'amplitude A4p,;; des nceuds de déplacement ainsi que les positions et I'amplitude
Amax des  ventres de déplacement. En déduire le taux d’ondes stationnaire défini par le

‘4II1HX

#Rport p =
cz-:me'gﬁs Armin

PROG%DESue]]e distance se trouve le premier maximum le plus proche de la terminaison x = 0.
on page
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Exercice 11 _

On considére le systéme mécanique ci-contre constitu¢ d'une poulie cylindrique de masse M et de rayon
R. Les deux points diamétralement opposés A et B sont respectivement reliés  un ressort de raideur £ et
4 une corde tendue, de masse non négligeable et dont la seconde extrémité est reliée & un amortisseur de
coefficient de frottement visqueux «. Un force sinusoidale F =Fycosw 1 est appliquée tangentiellement

4 la poulie au point C. Lorsque le régime permanent est établie, la corde est le siége d'wne onde
progressive situsoidale,

T, ;E;E;%ﬁ;ﬁ#

I- Caleuler I'impédance Z(x) en chaque point de la corde en

fonction des donnégs du probléme. 1.0 A
2- En déduire I'impédance d'entrée de la corde en x =0, / \
3- En déduire la puissance moyenne fournie par la systtme @ 0.8
oscillant  la corde. N
4- La courbe ci-contre représente le rapport <P>/<Ppyy > ‘X- 0.6 / \
en fonction de la fréquence. <P > est la puissance moyenne
fournie & la corde et < Py, > est la valeur maximale de 04 / \
cette puissance, Sachant que la masse de la poulie est 02 / \\
M =0,5kg et que la tension du fil est T = 10N, calculer : | | T
la raideur § du ressort 0
GENIE%?,I& masse linéique ¢ de la corde, 8 0 0 'l

P&CE

Eion poge
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U.S.T.H.B, Facult¢ de Physique
PHYS3 LMD ST

ONDES ACQUSTIQUES DANS LES FLUIDES

EXERCICE 1
Soit 1 I'intensité acoustique d’une onde sonore et [yl'intensité de référence prise égale a

10"2Wm?*. On appelle Iy le niveau d’intensité acoustique exprimé en décibel (dB):
bk
Iy~
1 Calculer en décibels le seuil de douleur pour Loreille humaine sachant que son intensiteé est
10 W/m?. '

2¢ Un des haut-parleurs d’une chaine haute-fidélite (Hi-Fi) fonctionne et le niveau d’intensité
acoustique ot se trouve |’ auditeur vaut 65 dB. Quelle est I’intensité du son pergu ?

3° Les deux haut-parleurs fonctionnent. Le seuil de douleur est-il atteint 7 Quel est le niveau
acoustique pour ["auditeur.

Ia=10log

EXERCICE 2
1° Chez 'homme, "amplitude de pression maximale tolérable par I'oreille (seuil de douleur) est
7, =28 Pa. Quelie est Pamplitude de déplacement um d’une telle onde sonore dans 'air a la

fréquence f = 1000 Hz. Caleuler son intensité acoustique.
2° Mémes questions si "amplitude de pression minimale tolérable par Ioreille humaine (seuil

d’audibilité) est p,, ~28-1077Pa a la méme fréquence.
On donne pour "air : p=1.2 kg,r'm3 et V=340m/s.
EXERCICE 3

On définit I'impédance acoustique spécifique d'un milieu par le rapport. en notation complexe, de
la pression acoustique sur la vitesse des particules :

Z= B (exprimée en Rayls)
u

1° Calculer Z pour une onde progressive plane sinusoidale se propageant vers les x croissants. A-
N ; on donne pour I'air p =121 kg/m3 et V=343m/s.

2° Une onde incidente u;(x.1) =g /@ =)

, s¢ propageant dans  ———» Onde

. . E . \ . incidente
I’air, arrive en incidence normale sur la surface d’un solide dont Air
o g . . 0.1
I’impédance acoustique spécifique en x = 0 vaut Zy = ‘l (O- ,) . -
(0.1 '
Y O PNRE : . §F o el LA Onde
a) Caleuler, en un point d’abscisse x (x < 0), I'impedance réfléchie
v o BPLXT) .
ramenée Z(x) = - -—) en fonction de p V.Z et tglkx).
Mlx.,f

b) Quelle est la valeur de I'impédance Z(-4/4) ramengée au point x =-A/4 7 Ftudier les cas
particuliers : Zy —» 0 ; Zg=p Vi Zg=JjX (ot Xestun réel positif) et donner pour chacune

GENIE@ ces impédances p(—A74,1) et u(—4A/4.1).
PROCEDES&mes questions pour x =-4/2. _ :

Eion poge
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EXERCICE 4
On considére deux milieux matériels semi-infinis, d’impédances caractéristiques o,V et P2V,
séparés par une interface plane en x = 0. Une onde de pression incidente p;(x,t)de pulsation @ et

d’amplitude p, se propage dans le milieu (1) dans le sens des x croissants.

1° Ecrire, en fonction des coefficients de réflexion » et de transmission t en pression, les expressions
des pressions réfléchie p, et transmise p,. En déduire les expressions des vitesses des particules
Wi, v €1 1k .

2° Eerire les équations de continuité en x = 0. En déduire, en fonction de py, Vi, paet Vy, les
expressions de reti.

3° Donner les intensités acoustiques moyennes [;, 1, et [, et définir les facteurs de réflexion R et

de transmission T (en intensité) .
4° Application : une onde plane sinusoidale ultrasonore de fréquence f =50kHz, se propage dans

I'eau(py =1000 kg/m3;V1 ~1450m/s) avec une intensité [, =4 W/m?, et rencontre

perpendiculairement la coque en acier d’un navire (p, = 7800 kg/m®; V, = 5000 m/s).

a) Caleuler pour I’onde incidente dans I’eau, les amplitudes @; du déplacement des particules et
p, de la pression acoustique.

b) Calculer pour I'onde réfléchie dans I"eau. Iintensité /. et les amplitudes a'y et p';.

¢) Calculer pour 'onde qui pénétre dans I'acier: [;,a, et p;.

EXERCICE 5

On considére un tuyau cylindrique de section S contenant un fluide de masse volumique p. Il est
fermé en x = L par un matériau absorbant d’impédance acoustique complexe Z; = X + 7Y ,-ou
X et Y sont deux nombres réels que 1’on déterminera. Une source sonore (haut-parleur) placée en x
= 0, émet des ondes acoustiques qui se propagent le long du tuyau a la vitesse ¥ . Une sonde a
microphone déplacée le long du tuyau grace a un chariot, permet de mesurer I’amplitude de la
pression en tout point x du tuyau.

]
Matériau
absorbant
Chariot ittt
4 microphone
1 = [
X' i) L T X

~ On éerit la pression acoustique p(x,f) en un point queiconque d’abscisse x du tuyau sous la forme

oty = ded @R 4 g SBIHE)

1° a) Donner I'expression du coefficient de réflexion 7, en pression au point x =L en

fonction de Z; et de I'impedance caractéristique Z du tuyau.
GENI Eﬁ En écrivant Fp, SOUS forme trigonométrique, soit rp = Re/?  montrer que la pression

PROC%DES acoustique peut se mettre sous la forme :
on page
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GENI

plx,t) = P(x)eN"" ™/
ou P(x)est une fonction complexe de x 4 déterminer.
¢) Déterminer les positions et 'amplitude P, des minima de pression (neeuds) ainst gue
les positicns et Pamplitude P,y des maxima de pression (venires).

En déduire le taux d’ondes stationnaires (T.0.S) défini par le rapport 5 = Foma .
min
2° En déplagant la sonde a microphone de la terminaison x = L vers I'origine x = 0, on mesure ies
valeurs de Ppax € Prin €t on repére le minimum ( neeud) de pression le plus proche de la

terminaison x = L.
a) Sachant que le T.O.S mesuré est s = 2, en déduire la valeur de R.

b) Sachant que le premier nceud est a la aistarce d =%l de I"extrémité x = L, calculer la

valeur de 6.
¢) {En déduire laftvaleur de I'impédance terminale Z .

On donne : p =1.2kgim?; ¥ =340m/s e: §=8-107m"

EXERCICE 6

Un tuyaun de longueur semi-infinie et de section S est raccordé en x = 0 a un second tuyau de
longueur CD = d et de section S5 < S). fermé en D par une paroi rigide (figure a). Ces tuyaux
contiennent le méme fluide de masse volumique o dans lequel se propagent les ondes acoustiques a
la vitesse V. Les impédances caractéristiques des tuyaux de sections Sp et S, sont respectivement
Z, = pViS et Zy = pVIS;.

Paroi rigide
(p,V.S) (p.V.S,) (p.V,S)) Z
{ | > B
0 d x "%
Figure a Figure b

I) Dans chacun des trois tuyaux, la pression acoustique s’ eczit :

- tuyau semi-infini (x<0) : py(x.0) =4 /(@ t=kx) o By G bk}
. tayauCD (0<x<d)  :pann=A e/ @7 1B Hattke)
1° Ecrire les expressions respectives, #(x,1)etu; (x,1) , des vitesses particulaires dans les tuyaux
de sections Sy et Sy. '
2° Berire les équations de continuité en X = 0 pour la pression acoustique p(xf) et pour le débit
St(x). En déduire les deux équations reliant les coefficients Ay, B, Ay et By .
30 Eerire la condition a la limite en x = d pour la vitesse particulaire. En déduire une relation entre
Jes coefficients 45 et By .

déduire le coefficient de réflexion en pression r= 4, / By .

PRO'Csmuver la condition sur d pour que la pression présente un neeud en x = 0.
Eion poge
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Ondes acoustiques dans les fluides 2007-2008  ST2

6° La condition précédente étant satisfaite, déterminer en fonction 4, I'amplitude de la pression
acoustique sur la paroi rigide en x =d dans le cas o0 §) =25,.

IT) 1° Montrer qu’en régime de vibration harmonique, le systéme de la figure (a) peut étre considére
comme un tuyau de longueur semi-infinie et de section S, , fermé par une impédance Z (figure b)
que l'on calculera. R

2° Donner, en fonction de Z et Z, le coefficient de réflexion r en pression. Retrouver le résultat de
la question 1) 4°.

3° Trouver la condition sur ¢ pour que I'impédance Z soit nulle. Retrouver le résultat de la
question I) 5°. En déduire dans ce cas le coefficient de réflexion r.

EXERCICE 7 o
Un tuyau cylindrique de section S contient de I air
de masse volumique p . La vitesse de propagation

des ondes acoustiques est V. Ce tuyau semi-infini est (p,V,S)
terminé & son extrémité, située en x = L, par un system
masse-ressort représenté sur la figure ci-contre. La I
masse m peut glisser sans frottement a I'intérieur du 0
cylindre. La constante de raideur du ressort est K.

Une onde acoustique plane sinusoidale de pulsation @ d’intensité I = 1078 W/m? est envoyée.

de —oo dans le sens des x croissants. On donne : p =129 kg/m3 : V=340m/s.

1° Calculer I'amplitude p; de I"onde de pression incidente.

2° Appliquer la relation fondamentale de la dynamique a la masse m. En déduire, pour le régime
sinusoidal, I’impédance acoustique terminale Z; du tuyauenx=L.

3° Rappeler ’expression du coefficient de réflexion  de I'onde de pression en fonction de
I’impédance caractéristique Z du tuyau et de son impédance terminale Z| .

N

. . ] * YL A y . — JX _ '2 = —1 t X
Montrer que le coefficient de réflexion r s’écrit sous la forme : r = ] ou j-=-let Aune
J
VS

fonction réelle de @ et dépend de w et de Q définis par: wy =vK/m et Q= %1_'

Déterminer I'expression de X . Préciser la dimension de Q.
4° Pour @ =y :
4.a Calculer r
4.b Déterminer I’expression de la pression p(x,¢)en tout point du tuyau.
4.¢ En déduire les positions des maxima et minima d’amplitude de pression. Calculer les
valeurs de ces maxima et minima.
4.d Déterminer I’expression de la vitesse de particules u(x,) en tout point du tuyau.
GENI ~Calculer les amplitudes maximale et minimale de la vitesse de particules.

PROCEBES les grandes valeurs de @ (@ >> @ et @ >> ). Répondre aux meémes questions que 4°.
Eion poge
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