EXERCICES SUR LES SERIES

SERIES NUMERIQUES

1. Calculer la somme des séries dont le terme général u,, est donné ci-dessous.

n(n+ 2) 1 3"

a) u":m(n—i—l)2 (n>1) , b un:(n+1)(n+2)(n+3)(n>0) , C) Up =

m(nEQ)

3
(3n+1)(3n +4)

d) u,=I(1+2>") (0<z<1,n>0) , € u,= (n>0)

2. Etudier la nature des séries dont le terme général u, est donné ci-dessous (comparaison a
une série géométrique).

3" +nt ch(2n) 1 1\"
a) un:5n_3n 5 b) Un = s C) Uy, = 54‘%

d) up=th(n+a)—thn (a€R) , € u,=CB+D"™" , f) u,= (x € R)

1+ z2n

3. Etudier la nature des séries dont le terme général u,, est donné ci-dessous (comparaison a
une série de Riemann).

_ 1 _ n__ _ ,—1-2/n
a) up, =1 cos , b)) u, = i 1, ¢ u,=n
d) up = e/n) _ecos@/m) )y, =2 (2 >0) , f) wu, =n%aV" (a>0)

4. Etudier la nature des séries dont le terme général u,, est donné ci-dessous (régles de Cauchy
et de d’Alembert).

a) un:Z—i(a>0) , b un::—i , ) un:Z—Z(a>O) , d) un:<a+%>n(a>0)
a” x\ sin®n\"
) = T ey @0 N wm=(1+7) " @eR L9 “":< n >

5. Etudier la nature des séries dont le terme général u,, est donné ci-dessous (comparaison a
une série de Bertrand).

—a

a) un:(l—el/"Q) Inn , b) u,=—— , ¢ u,=n" —1(a>0)



6. Etudier la nature des séries dont le terme général u,, est donné ci-dessous.

(n!)? (n!)? n2
() T )
1 1 1
D Ty ) Mnyn D ez snsD
. _ 1 1 1
«]) 2 \/ﬁ k) l) en — en+ta (a > 0)

Vi + D +2)

7. Etudier la nature de la série dont le terme général u,, est donné par

un:f<a+%>+f<a—%>—2f(a)

ot f est une fonction de classe C? au voisinage de a.

8. Déterminer I’ensemble des triplets (a,b,c) de R3 pour lesquels la série de terme général

soit convergente.

9. Déterminer I’ensemble des couples (a,b) de R? pour lesquels la série de terme général

2"+ a"
S bn

Un

soit convergente.

10. Etudier la convergence et la convergence absolue des séries dont le terme général u,, est
donné ci-dessous (critéres de Leibniz et d’Abel).

a) un:(_l)narctan% , b unzsin<<n+%)w) (aeR) , ¢ un:%(l)_nl)n(a#O)
d) un:w (>0 et a#2kr (keZ)) , e) un:nj_;%
£ = ()2 I-n) , ¢ u :1n<1+C°S"> By = S0

" » 9) Un NG ’ " n2—n+41
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11. Soit n > 1, A\ et u deux réels. On pose
up = AN0*? — (n —1)32) + p(n? — (n — 1)V2) —nt/2.
a) Quelle est la nature de la série de terme général w,, ?

b) En déduire qu'’il existe trois réels a, b, ¢ tels que

Z\/E:angﬂ—kbnlm—i-c—i—o(l).
k=1

12. Soit deux séries positives convergentes de terme généraux u, et v,. Quelle est la nature de
la série dont le terme général w,, est donné ci-dessous ?

2
n

a) wn =\/upv, , b) wn:'un , C) wp =

n 1—v,

, d) wp,=u

1
13. Onposeezzy.
k=0 "

a) Montrer que pour tout entier n > 0, on a
n n
1 1 1
Do <e<d gt (1)
k=0 k=0

b) En déduire que e est irrationnel. (Si e = a/q, appliquer la formule (1) avec n = q).

14. On pose u, = sin(n!me).

n
1
a) Quelle est la parité du nombre entier A, = n! Z o ?
k=0 "

b) A laide de la formule (1) de I'exercice précédant, établir que

T 1
lre =7A — 40— .
nlme=m "+n—|—1+ <n2>

c¢) En déduire que la série de terme général w,, est semi-convergente.

15. Montrer que la série de terme général

1
unzo/(l—ﬁ)"dx

est convergente.



16. Soit P et @ deux polynomes de C[X] de degré p et ¢ respectivement, avec ) non identi-
quement nul. Si n n’est pas racine de ), on pose

i)

(n

Up =

O

(n

Montrer que
a) la série de terme général wu,, converge si et seulement si ¢ > p + 2,

b) la série de terme général (—1)"u,, converge si et seulement si ¢ > p + 1.

=5
3n+1

1
i(—l)"_/ dz
3n+1 ) 1+23°
0

17. Montrer que la série de terme général converge et que

n=0

18. Soit o # 0. Etudier la nature de la série de terme général

(=D"

Up = —na i (_1)n+1 .

19. Construire deux séries de termes géneraux u, et v,, 'une convergente, I'autre divergente,
telles que u, ~ vy,.

20. Démontrer la régle de Cauchy : soit u,, > 0, on suppose que

lim Yu, =¢,

n—-4o0o

alors, si 0 < £ < 1 la série de terme général u,, converge. Que se passe-t-il si £ > 1, ousif =177

21. Etudier la convergence de la série dont le terme général est défini par

2\? 2\*
U2p = <§> et U2p+1 = 2 <§>

par la régle de Cauchy et par la régle de I’Alembert.

22. Soit u, > 0. On pose

a) Montrer que les séries de terme généraux u,, et v, sont de méme nature.



b) Comparer la convergence des séries de termes généraux u, et wy,

23. Soit le polynéme de degré k
P(X)=XX-1)---(X—(k—1)).

a) Calculer

b) En déduire que

in3+n2+n+1
n=0 n

24. Déterminer un entier n tel que

coslnn

25. Montrer par le critére de Cauchy que la série de terme général diverge. (difficile)

SERIES DE FONCTIONS

26. Etudier la convergence simple, uniforme et normale, des séries de fonctions wu,, définies sur
[0, 1] dont le terme général est donné ci-dessous.

a) up(z) n+1a:n2 ) un(w):(_l)nlaf:;n(nx) , 0 un(x):%ﬁ
D w@) =21 -a) ) w)= (I a) ) () = 0D

a) Calculer la somme de la série de terme général f,(z).
b) Montrer que 'on a convergence normale si a > 1.
¢) Montrer que l'on n’a pas convergence uniforme si a < 1.

d) Montrer que I'on a convergence uniforme sur tout intervalle [s, +o00[, ot s > 0.



28. Soit uy, la fonction définie sur [0, 400 [ par

_ 1
 n2z+nd’

Montrer que la série de fonctions de terme général u,, converge uniformément sur [0, 400 [ vers
une fonction f indéfiniment dérivable.

29. Pour z > 0 on pose
5 sin(x 4+ n)
rT+n

falz) = (=1)

Montrer que la série de terme général f,, converge uniformément sur [0, +oo].

30. Pour tout x réel on pose
2.2
Up(z) = —2n2ze™™®

a) Montrer que la série de terme général

converge et calculer la somme
o
S(z) = Zvn(x)
n=1

b) Soit a > 0. Montrer que la série de terme général

a

wy, = /vn(t) dt

0

converge et calculer sa somme.

c) Calculer /S(t) dt.
0

d) En déduire que la série de terme général u,, — u,41 ne converge pas uniformément sur [0, a].



Corrigé

1. a) On utilise le procédé télescopique en écrivant

n n+1
In .
n—+1 n-+ 2

Si 'on pose, pour n > 1,

n
v, = In ,
n—+1
on a
Up = VUp — Upt1 -
Alors
N N
E Uy = E (Un — Vpg1) = V1 — UN41,
n=1 n=1

et puisque la suite (v,) admet 0 comme limite, on obtient
- 1
Zun =X :ln§ =—In2.
n=1

b) On commence par décomposer la fraction rationnelle en éléments simples. On a

1 _a n b N c
(z+1)(x+2)(z+3) x+1 z+2 x+3°

fz) =

0= lim (a:+1)f(x):% D b= lim (22 f(x) = =1 , c— lim(a:+3)f(a:):%,

r——1 T——2 rz——3

11 N 1
2@+1) z+2 2x+3)°

Pour calculer la somme, on peut utiliser deux méthodes.

Up =

Premiére méthode : le procédé télescopique. On peut écrire
1 1 1 1 1 1
Up = — — — —
"2 \n+1 n+2 2 \n+2 n+3)’

et donc, si 'on pose, pour n > 0,

1 1 1

Un = 3 - s
2\n+1 n+2

Up = Up — Un+1,

on a

et puisque la suite (v,,) converge vers 0, on obtient

OOE Uy = U —1
n — 0—4-
n=0
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Deuziéme méthode : calcul des sommes partielles. On a

Al Ien 1 R 1 11
D=5 i et s
n=0 n=0 n=0 n=0
En posant n’ = n — 1 dans la premiére somme du membre de droite et n” = n + 1 dans la
troisiéme, on obtient
N N-1 N N+1
1 1 1 1 1
2w=5 X g laiety vy
n=0 n/=-—1 n=0 n/’'=1
ou encore, puisque les indices n’ et n” sont muets,
N N-1 N N+1
1 1 1 1 1
Zun_§ n+2_zn+2+§zn+2'
n=0 =—1 n=0 n=1
On obtient alors
ST (NN S
n = = -
o 2 2 ‘=t 2
N-1
1 1 1
_<§+Zn—|—2+N—|—2>

n=1
1

+1N‘1+1+1
2 n+2 N+2 N+3/°

n=1

La somme se simplifie, et il reste

Su=t (1) - (B )L (e
nZO"_Q 2 2 N+2 2\N+2 N+3)°

et lorsque N tend vers l'infini, on trouve

c) On peut écrire

et on a une série géométrique, donc

(o) o] n—2 00 n
3 3 9 63
Su-9d(3) —0X(3) -—H-F
n=2 n=2 7 n=0 7 1-— 3 4
d) Sil'on calcule les premiéres sommes partielles, on obtient

1— 2
So=1In(1 +) =In~ i

)
— X



1— 4
S1=In(1+2) +In(l +2%) = (1 +2)(1+2”)] =In(l + o +2” +2%) =In 5 T
—x
1—at)(1+ a4 1—a8
53252+ln(1+3:4):ln( calt +$):ln T
1—2z 11—z
Il semble que 'on obtienne la formule
1 _ x2n+1
Sn=I
ce que 'on démontre par récurrence.
Si la propriété est vraie a 'odre n, alors
" 1— 22" . 1— 22" + 22" 1— 22"
Spi1 = SpA+In(1+22 H) =In L—I—ln(l—l—:ﬁ H) =In (1—2” )d+e” ) —ln—
11—z 11—z 1—2z

ce qui donne la propriété a 'ordre n+ 1 :

1— 22"
Spr1=In———
1—2
Alors, comme 0 < x < 1, la suite (man) converge vers 0, et I'on a

lim Sn:ln1 ! =—In(l —2).

n—-4o0o — X

e) On décompose la fraction en éléments simples ce qui donne

3 1 1
(Bn+1)B3n+4) 3n+1 3n+4’

et donc, si ’on pose, pour n > 0,
1

3n+1

Un = )

on a
Up = Un — Un+1,

et puisque la suite (v,,) converge vers 0, on obtient

o
g Up, =vg = 1.
n=0

2. a) On obtient facilement un équivalent

4

n
N N TR A
5

Or la série de terme général (3/5)" est une série géométrique positive de raison 3/5 < 1. Elle
converge donc. Il en résulte que la série de terme général u,, converge aussi.



b) On écrit

T e3n 1 e—3n T e3n ] 1 e 6n

Un

e2n +e—2n e2n 1 _|_e—4n <1>n
. .

Or la série de terme général (1/e)™ est une série géométrique positive de raison 1/e < 1. Elle
converge donc. Il en résulte que la série de terme général u,, converge aussi.

- ) ()
(103 ool )]

et en utilisant le développement limité en 0 de In(1 + u), on obtient

(o3 = @)
n n n
o)
Up ~e | = .
2

Or la série de terme général (1/2)" est une série géométrique positive de raison 1/2 < 1. Elle
converge donc. Il en résulte que la série de terme général u,, converge aussi.

c) On écrit

Mais

donc

d) Sia =0, on au, =0, et la série converge. Supposons donc a # 0. En sachant que

e —e % e2r — 1

thz = =
et + e % e2m +1 ’
on obtient
_ e2n+2a -1 e2n -1

Un = e2n+2a 1 1 o e2n_|_1’

d’out 'on tire
2e2n+2a _ 262n
Up =

(e2n+2a + 1)(e2n + 1) '

On en déduit I’équivalent

2627 (e20 — 1) 2(1 — e2%) 2(1 — =2 ( 1 >n .

Un ~ e2n+2ap2n = e2n = g

Or la série de terme général (1/e%)" est une série géométrique positive de raison 1/e? < 1. Elle
converge donc. Il en résulte que la série de terme général u,, converge aussi.

e) On a

0< 1 < 1 n\"
Up=————— < — = (= | .
STy S A3
Or la série de terme général (1/2)" est une série géométrique de raison 1/2 < 1. Elle converge
donc. 11 en résulte que la série de terme général u,, converge aussi.

10



f) Si|z| >1,0na

1 n
Up ~ | —5 .
(@)

Or la série de terme général (1/22)™ est une série géométrique positive de raison 1/z% < 1. Elle
converge donc. Il en résulte que la série de terme général u,, converge aussi.

Si |z| < 1, la suite (uy,) converge vers 1, et si |z| = 1 elle converge vers 1/2. Dans les deux cas la
limite de la suite (uy) n’est pas nulle, et la série de terme général u,, diverge.

3. a) En utilisant le développement limité de cosu en 0, on obtient

1 1 1 n 1 1 n 1 1
Uy = — _ — (e} —_— = — O — ~ —F.
" 2n? n? o2n? n? 2n?

Or 1/2n? est le terme général d'une série de Riemann positive convergente. Il en résulte que la
série de terme général u,, converge aussi.

b) On peut écrire

—1/n —-1/n
un:<"+1> —1:<1+l> —1:eXp<—lln<1+l>>—1.
n n n n

En utilisant le développement limité de In(1 + ) en 0, on obtient

e (3o D)t (e (3)

Alors, en utilisant le développement limité de e* en 0, on en déduit

Or —1/n? est le terme général d’'une série de Riemann négative convergente. Il en résulte que la
série de terme général u,, converge aussi.

c) On écrit

Mais la suite (Inn/n) converge vers 0, donc la suite (exp (—21%)) converge vers 1. Alors

1
Uy ~ — .
n

Or 1/n est le terme général d’une série de Riemann positive divergente. Il en résulte que la série
de terme général u,, diverge aussi.

d) En utilisant le développement limité de coswu en 0, on obtient

1 1 4 1
Up = €XP 1—ﬁ+0 m — eXp 1_ﬁ+o m .

11



On met e en facteur, ce qui donne

e oo (2)) o e ()

et en utilisant le développement limité en 0 de e“, on trouve

e ) RO RN Eh) B R O B

Or 3e/(2n?) est le terme général d’une série de Riemann positive convergente. Il en résulte que
la série de terme général u,, converge aussi.

e) On a
1

_ Inmlnz _ _Inz
=€ = Tz
n—Inz

Uy, ntt =

La série de terme général u,, est une série de Riemann. Elle converge si et seulement si —Ilnx > 1,
c’est-a~dire x < 1/e.

f) Lorsque a > 1, la suite (u,) ne converge pas vers 0 et la série de terme général w,, diverge.

Lorsque 0 < a < 1, la suite (n’u,) = (n*aV™) converge vers 0 (produit d'une exponenticlle et
d’une puissance), donc a partir d’'un certain rang, on a

n2un§1,

c’est-a-dire ]
0 S Up, S 9

n

t pui la série de t énéral 1/n? est érie de Ri te, il en résult

et puisque la série de terme général 1/n* est une série de Riemann convergente, il en résulte que

la série de terme général u,, converge également.

4. Dans cet exercice toutes les séries sont positives & partir d’un certain rang.

a) On a
Upny1  (n+1Dta”  n41

u,  a"tl nl a
La suite (up41/u,) admet +o0o comme limite, donc il résulte de la reégle de d’Alembert que la
série de terme général (u, ) diverge.

U1 4+ " on \" 1+1 o

u, (n+1)tnl  \n+1) n '
Par un calcul standart on obtient que la suite (u,41/u,) converge vers e~! < 1, donc il résulte
de la régle de d’Alembert que la série de terme général (u,,) converge.

b) On a

c) On a




La suite (un41/uy) converge vers a, donc il résulte de la régle de d’Alembert que la série de terme
général (uy) converge si 0 < a < 1, et diverge si a > 1. Il reste a étudier le cas a = 1. Dans ce
cas

Up = —,
n

et I'on obtient la série harmonique qui diverge donc.
d) On a
1
W =a+ ; )

et la suite ({/u,) converge vers a, donc il résulte de la régle de Cauchy que la série de terme
général (uy) converge si 0 < a < 1, et diverge si a > 1. Il reste a étudier le cas a = 1. Dans ce

cas "
1
Uy = | 1+ — s
n
et la suite u, converge vers e # 0, donc la série de terme général u,, diverge.

e) On a
Upp1 antt (14+a) - (1+a™) a

Up (I+a) - (1+amth) an (1+amtl)”

u
- 810 <a<1, lasuite ( il

n

+1) converge vers 1/2.

n
Un41

) converge vers a.

— Sia=1, la suite (un

— Sia>1, la suite ( ) converge vers 0.

n
Dans tous les cas la limite est strictement plus petite que 1, donc il résulte de la régle de d’Alem-
bert que la série de terme général (u,) converge.

f) On a

—n

= (1e2)”

et la suite ({/u,) converge vers e”*, donc il résulte de la régle de Cauchy que la série de terme
général (u,) converge si e”* < 1, c’est-a-dire si x > 0, et diverge si e™® > 1, c’est-a-dire si z < 0.
Il reste a étudier le cas x = 0. Dans ce cas u,, = 1 et la suite u,, ne converge pas vers 0, donc la
série de terme général u,, diverge.

g) On a

sin?n

S

n/un —

et la suite ( {/u,) converge vers 0 < 1, donc il résulte de la régle de Cauchy que la série de terme
général (u,) converge.

< -,

n

5. a) En utilisant le développement limité de e" en 0, on a immédiatement

Up = [1— <1+% +o (%))] (Inn)/? ~ —m.



1

n2(Inn)=1/2
que la série de terme général u,, converge aussi.

Or

est le terme général d’une série de Bertrand négative convergente. Il en résulte

b) On a, sin > 2,
nl=nn—-1)---1<nxn---xn=n",
sonc
Inn! <nlnn,

et finalement

Uy > >0.

nlnn

Or est le terme général d’une série de Bertrand divergente. Il en résulte que la série de

nlnn ] ]
terme général u,, diverge aussi.

c) On a
u, =exp(n” *lnn) — 1.

La suite (n~%Inn) converge vers 0, donc on peut utiliser le développement de e* en 0.

1

up=(14+n"*mn+o(n *lnn))—1~n"%nn= )1

La série de terme général — est une série de Bertrand qui converge si a > 1, et qui

1
n?(lnn)~1
diverge si 0 < a < 1. Lorsque a = 1, elle diverge également. La série de terme général u,, posséde

les mémes propriétés.
6. Remarquons que toutes les séries de cet exercice sont positives.

a) Formons ,11/uy,. On a

w1 _ ((n+1))? (2n)! _ ((n+1)!>2 (2n)!
n! (2n+2)!

Un, (2n+2)! (n!)?

et en simplifiant
PR U - T g Sl s

On en déduit que

. U 1
lim ntl _ <1.
n—+00 Uy 4

La série de terme général u, converge donc d’apreés la régle de d’Alembert.

b) Formons w1 /u,. On a

Unpr  (m+DN2 27 (D 27
n! o(n+1)?

Up 9(n+1)?2 (n!)2 -

et en simplifiant

Up+1 2 1
v (n+1) Fon T

14



On en déduit que
. Un+1
lim

n—+o00  Up

=0<1.

La série de terme général u, converge donc d’apres la régle de d’Alembert.

c) On a
1

Uy ~ — .
n

Comme la série de terme général 1/n diverge, la série de terme général u,, diverge également.

d) Formons w41 /uy. On a

Untl (Inn)™ B Inn " 1
u,  (In(n+1)»*1  \In(n+1)) In(n+1)’
donc
Un+1 < 1

<
0= u, ~ In(n+1)’

et il résulte du théoréme d’encadrement que

. Un+1
lim —t

n—+00 Uy

=0<1.

La série de terme général u, converge donc d’apres la régle de d’Alembert.

e) On a

(lnn)lnn — elnnlnlnn — nlnlnn )
Comme Inlnn tend vers +o00, on a, & partir d'un certain rang
Inlnn > 2,

donc

1

n
Comme la série de terme général 1/n? converge, il en résulte que la série de terme général u,
converge également.

f) On a
2 1 1
In(n*+n+1)=2Inn+In 1+——|-—2 ,
n o n
et
1 1+1+i
ln(n2+n—|—1) 14 n n n2
2lnn N 2lnn ’

Comme cette expression converge vers 1, on en déduit que

1
2lnn

Up ~

Mais, on a quel que soit z > 0,
Inz <z,

15



donc
1

2lnn

1
>_7
— 2n

et comme la série de terme général 1/(2n) diverge, il en est de méme de celle de terme général
1/(2Inn) puis de celle de terme général w,,.

g) Formons u;,41/uy,. On a

qmﬂ__(n+n2(1+®":<n+1>2 1

u, (146t n2 n 1+6°

Cette expression converge vers 1/(1 + d). On a alors les trois cas suivants :
- s8i—1/2<0<0,onal/2<d+1<1,donc1/(143) > 1 et la série de terme général u,, diverge,
-si0<d<1l/2onad+1>1,donc1/(1+6) <1 etla série de terme général u,, converge,

— si0 =0, on a u, =n?. Le terme général ne tend pas vers zéro, et la série de terme général u,
diverge.

h) Sil’on connait les sommes

5 nn+1)2n+1)
2 6 ’

Il
s
s
+
e
+
+
S
Il

142+ +n

on obtient immédiatement

et la série de terme général u,, diverge.

Si 'on ne connait pas les sommes précédantes, on peut utiliser les sommes de Riemann. En effet

1
1~ (K’ P
1p+2p+~'—|—np:np+1[—z<—>]wnp+1/a;pdx:n ,
n n p+1
0

k=1
donc
n? 3 3
Uu ~N — —— = —
" 2 n3  2n

i) On obtient facilement un équivalent de w,.

Sia>1,

_a” 1+a™ 1

u _ —
" a2 14 na2m qn

Or la série géométrique positive de raison 1/a < 1 converge, donc la série de terme général u,,
converge également.

Sia=1,

SN

Un
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Or la série harmonique positive de terme général 2/n diverge, donc la série de terme général u,
diverge également.

Si0<a<l,
1 14ar 1

Uy = — 5 —
nli4+e<” n

n

Or la série harmonique positive de terme général 1/n diverge, donc la série de terme général u,
diverge également.

j) Comme la suite (n22_‘/ﬁ> converge vers 0, on a, & partir d’'un certain rang
n22-vr <1,

donc
2—\/6 < 1
’I’L2 ’

et la série de terme général 1/n? converge. On en déduit que la série de terme général u,, converge.

k) On a immeédiatement 1'équivalent

1
Un ™~ 375 -
Comme la série de terme général 1/n?/?

converge.

converge, on en déduit que la série de terme général u,

1) On peut effectuer un développement limité. Tout d’abord

111
n—l—a_nl—l—%’
donc
1 1 a 1 1 a
= (1-=+4o(=))==--5+0o( 5
n—+a n n n n n
Alors
o Lo (loae, 1(1 a 2+
enta — R — — - o i
n  n? 2 \n n? n?
1_1_1 a 1 + 1
= - — o
n n? 2n2 n?
Comme

On a finalement

Comme la série de terme général 1/n? converge, on en déduit que la série de terme général u,,
converge.
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On aurait pu également utiliser le théoréme des accroissements finis : il existe ¢,, € [1/n, 1/(n+1)],

donc dans [0, 1], tel que
11,
Up = | — — e
" n n+t+a ’

0<u,< 2 <=
~ " “nn+a) T n?’

et I’on conclut avec le théoréme de comparaison.

donc

7. En utilisant la formule de Taylor-Young, on a les développements limités

f<a+%> =f<a>+f';“)+f;§§)+o<1>,

n2
“ | Fla) @) (1
a a
f<a_ﬁ>:f(a)_ n oo +O<W>’
donc

f// 1
Up = n(2a) + o <ﬁ> .

2u,,) converge vers f”(a), il existe N tel que n > N implique

Comme la suite (n

In%u, — f"(a) < 1.

Alors
In*un| < 1+ |f"(a)],
et donc ) \f”( )
+ a

Comme la série de terme général 1/n? converge, la série de terme général u,, converge absolument,
donc converge.

1
On peut dire également que u, = O <—2> .
n

8. On suppose que a et b ne sont pas nuls simultanément. On a

~ n(l—ac) —be
~ n(an +0)

1—
Si ac # 1, ou bien a # 0 et u, ~

cas la série diverge.

C, ou bien a = 0 (donc b # 0) et u, ~ % Dans les deux

: be :
Siac=1 (donc a # 0), on a u, ~ ——. Dans ce cas la série converge.
an

L’ensemble des triplets (a,b, c) pour lesquels la série converge est donc {(a,b,c) € R3|ac = 1}.
9. Donnons les équivalents de u,, sous forme de tableau. Le résultat dépend de la position de

a et b par rapport a 2. Les équivalents sont des suites géométriques.
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a <2 a=2 a > 2

b<?2 1 2 <a)”

b>2 2\"
b

Le tableau suivant donne la nature de la série de terme général u,,.

a <2 a=2 a> 2
b <2 DV DV DV
b=2 DV DV DV
a>b DV
b>2 Ccv Ccv a<b OV

En résumé l'ensemble des couples (a,b) pour lesquels la série converge est
{(a,b) eR*|b>2,0<a<b}.
10. a) On a
1 1
|uy| = — arctan — .
n n

Puisque 'on a au voisinage de 0,
arctanu ~ u,

on en déduit que

1

|t | ~ w2

- ; L . . . L
Comme la série de Riemann de terme général 1/n? converge, il en résulte que la série de terme
général |u,| converge, c’est-a-dire que la série de terme général u,, converge absolument, donc
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converge.

b) On a
am
Up = (—1)"sin —.
w= (C1sin Y
Sia=0,onau, =0 et lasérie de terme général u,, converge (absolument).

Remarquons que si I'on change a en —a dans ’expression de u,,, le signe de u,, change, donc le
comportement de la série ne changera pas. On peut se contenter d’étudier le cas a > 0. Alors

. am
|| = |sin —
n
Puisque 'on a au voisinage de 0,
sinu ~ u,
on en déduit que
am
|up| ~ —.
n

Comme la série de Riemann de terme général 1/n diverge, il en résulte que la série de terme
7
général |u,| diverge, c’est-a-dire que la série de terme général u,, ne converge pas absolument.

Posons
f(z) =sin(anz).
On a
f'(z) = am cos(arz) .

et f'(x) est positive sur l'intervalle [0, 1/2a], donc la suite (sin 9%) est décroissante dés que
n > 2a. De plus elle converge vers 0. Alors il résulte du critére de Leibniz que la série de terme
général u, converge. Elle est donc semi-convergente.

c¢) Rappelons que le produit de la suite ((—1)™) qui est bornée, par une suite qui converge vers
zéro, converge également vers zéro.

Sia<0,ona
1

T 1+ (—Drne”
et puisque la suite ((—1)"n®) converge vers 0, la suite (u,,) converge vers 1, donc la série de terme
général u,, diverge.

Un

Sia>0,ona,sin>2,

| 1 1 1
un = 2 = — Pl
—1)n a —1
T G
n
et puisque la suite ((—1)"/n) converge vers 0, on en déduit que
1
funl ~ 22

Par comparaison a une série de Riemann, on en déduit que la série de terme général |u, | converge,
c’est-a-dire que la série de terme général u, converge absolument, si et seulement si a > 1.
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Etudions le cas ou 0 < a < 1. On écrit
= 1
e
n[l

Up =

Comme la suite ((—1)"/n®) converge vers 0, on peut utiliser un développement limité de 1/(1+4u)
en 0, et on obtient

e (-5 () -5 (m)

(=" 1 1
Uy = et wn:—ﬁ—i-o .

na n2a

Posons

La série de terme général v, converge d’apres le critére de Leibniz. Par ailleurs

1

Wy, ~ e

Or la série de terme général —1/n?® est une série de Riemann négative qui converge si et seule-
ment si 2a > 1 c’est-a-dire a > 1/2, donc la série de terme général w,, converge si et seulement
sia > 1/2. On a alors les deux cas suivants :

si 1/2 < a < 1, la série de terme général u, est la somme de deux séries convergentes. Elle
converge mais n’est pas absolument convergente : elle est semi-convergente.

si 0 < a<1/2 lasérie de terme général u, est la somme d’une série convergente et d’une série
divergente : elle diverge donc.

d) Si l'on pose

wy, =cos(an +b) et v, = =

on voit déja que la suite (v,) décroit et converge vers 0, si a > 0.

Pour calculer la somme wy, + - - - + wy,, on considére w, comme la partie réelle de e/@"+ et I'on
calcule

eilan+b) o gila(nt1)+b) 4 | 4 gilam+b) _ ji(an+b) <1 Lela g ei(m—n)a) .

On reconnait la somme des termes d’une suite géométrique de raison e*®. Cette raison n’est pas
égale a 1, puisque a # 2kw, donc
1— ei(m—n-‘,—l)a

a4 i(m—n)a _
14 e+ + ¢flm=—n)a _ — 7

d’ott
’1 _ ei(m—n—l—l)a‘

|ei(an+b) + ei(a(n-ﬁ-l)—i—b) 4ot ei(am+b)| '
|1 — et

Mais
’1 - ei(m—n—l—l)a‘ <1+ ’ei(m—n+1)a‘ -9

)
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donc
‘ei(an—i-b) + ei(a(n+1)+b) 44 ez’(am—i—b)‘ < L _
~ |1 — et

Alors, puisque la valeur absolue de la partie réelle d’un nombre complexe est inférieure & son
module, on obtient

‘wn 4t wm‘ < ‘ei(an—i-b) + ei(a(n-i—l)—i—b) 4ot ei(am-ﬁ-b)‘ 7

et finalement
[wy + -+ W | < M.

On peut donc appliquer le critére d’Abel et la série de terme général v,w, converge.
Etudions maintenant la convergence absolue.
Sia > 1, on a en fait

1

] < —

)

et la convergence est absolue.

Dans le cas ott 0 < a < 1, on écrit

| cos(an + b)| - cos?(an +b) 1+ cos(2an + 2b)
ne - ne N 2no

Sia # km, la série de terme général cos(2an + 2b)/n® converge, et la série dont le terme général

est le membre de droite, est la somme d’une série divergente positive 1/n® et d’une série conver-

gente. La suite des sommes partielles a pour limite +o0o. Alors il en est de méme de la suite des

sommes partielles de la série dont le terme général est le membre de gauche.

Sia=km,
|cos(an +b)|  |cosb]

n n

)

et la série diverge également.
En résumé, si 0 < a < 1, la série de terme général u,, est semi-convergente.

e) On a, sin > 2,
1 1 1

n-+2sinn ~n 14 2sinn

‘un‘ = )

et puisque la suite (2sinn) est bornée et que la suite (1/n) converge vers 0, la suite (sinn/n)
converge aussi vers 0, donc

1

|’LLn| ~ E’

et la série de terme général |u, | diverge par comparaison a la série harmonique. La série de terme
général u,, n’est donc pas absolument convergente.

Partons de 1’égalité




Comme la suite (sinn/n) converge vers 0, on peut utiliser un développement limité de 1/(1 + u)
en 0, et on obtient

(—1)m <1 _2sinn <2sinn>> (-1)" _2(=1)"sinn <2(—1)n sinn> ‘

n n n

Up =

Posons

et w, =— 5
n n

_ (= 2=1)"sinn (2(—1)n sinn> |

La série de terme général v,, converge d’aprés le critére de Leibniz. Par ailleurs

2(—1)"sinn
Wy, ~ e,
n
donc
2|sinn| _ 2
fonl ~ =2 < 2

et la série de terme général |w,| converge par comparaison a la série de Riemann de terme général
2/n2. 1l en résulte que la série de terme général w,, converge. Alors la série de terme général u,,
est la somme de deux séries convergentes. Elle converge donc et c’est une série semi-convergente.

f) On a aussi

n*+1+n
et donc
| 1 1 1 1
un: = — ~ —
n+1+n N 1 2n
1+ 1+—2
n

La série de terme général |u,| diverge par comparaison a la série harmonique.

Mais la suite 1/(v/n? + 14n) est une suite décroissante qui converge vers 0, donc la séries de terme
général u,, converge d’aprés le critére de Leibniz. Il en résulte que cette série est semi-convergente.

g) Puisque la suite (cosn) est bornée, et que la suite (1/4/n) converge vers 0, la suite (cosn//n)
converge vers 0, et on peut utiliser un développement limité de In(1 + ) en 0.

cosn  cos?n <0052 n)
(] .

Uy, = —
" Vn 2n n
Posons
cosmn cos?n cos?n
VUp = et w, =— +o .
NLD 2n n

La série de terme général v,, converge. D’autre part

cos?n 1 + Cos 2n
Wy, ~ — =— | — .
" 2n 4n 4n

Or la série de terme général 1/(4n) diverge, et la série de terme général cos(2n)/(4n) converge
d’aprés d), donc la série de terme général w,, diverge. Alors la série de terme général u,, diverge,
donc elle ne converge pas absolument.
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h) On a
| sin 2n)| < 1 1
n?—n+1-"n2-n+1 n?

donc la série de terme général u,, converge absolument par comparaison a la série de Riemann

un| < ;
de terme général 1/n?.
11. a) On peut écrire en mettant n3/2 en facteur,

et p (o () (00 )

On fait un développement limité & Pordre 3 de n=3/2u,, par rapport & la variable 1 /n. On a

AL 5 U I S U S )
n a 2n 8n? 16 nd nd )’

et

d’ol, en remplacant

3 1 3.1\ 1 1. 1\ 1 1
S CTT (i W R (5 ) IR (2 (7] iy i
no <2 >n+< 8 +2”> n2+< TR Lay e IR P

SiA#2/3, ona

et la série de terme général u,, diverge puisque le terme général ne tend pas vers 0.

[/ 1
U~ |z —— | —=
" 2 4) n’

et la série de terme général u,, diverge par comparaison a une série de Riemann divergente.

SiA=2/3et u#1/2,0ona

SiA=2/3et u=1/2,0ona
1 1

A8 32

et la série de terme général u,, converge par comparaison a une série de Riemann convergente.

Un

b) Dans ce dernier cas, notons S la somme de la série et R,, le reste d’ordre n. On a donc

Zn:uk:S_Rna
k=1

et la suite (R,,) converge vers 0.
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En calculant les sommes partielles, on obtient, en utilisant le procédé télescopique,

Zuk 3/2 Z\/_

Donc

2
Z\/_ 3/2 2 1/2—(S—Rn),

c’est-a-dire

Z\/— 2 3/2 2 1/2_5’_‘_0(1),

ce qui donne la formule voulue.

12. a) De l'inégalité

2
Up — 23/Up /U, + U = (V/Un — /)" >
on déduit
1
VU, < 3 (Up, + vp) -
Puisque la série de terme général wu,, + v, converge comme somme de deux séries convergentes,

on en déduit que la série de terme général ./u,v,, converge aussi.

b) En appliquant ce qui précéde a v, = 1/n?, qui est le terme général d'une série convergente,
on en déduit que la série de terme général ,/u, /n converge.

c) Puisque la série de terme général v,, converge, la suite (v,) converge vers 0, et donc wy, ~ uy,.
Il en résulte que la série de terme général w,, converge.

d) Puisque la série de terme général u,, converge, la suite (u,) converge vers 0, et donc & partir
d’un certain rang u, < 1. Il en résulte u2 < u, et la série de terme général w,, converge.

13. a)On a
"1 =1
=D W= X
k=0 k=n+1
donc
> &2t >
| — |
Vo El' = (n+1)
D’autre part
f: 1 1 a1 i 1
Kl nl kKl nl (n+1)---k
k=n+1 k=n+1 k=n-+1

Mais, sik>n+2, onak>n+1, et

(n—|—1)-..k>(n+1)...(n+1):(n+1)k—n
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puisqu’il y a k — n facteurs dans ce produit, donc

Sl
k:n+lk! nl k:n+l(nﬁ+:nk_n’
ce que 'on peut encore écrire
i 11t i .
k=n-+1 k! nln +1 k=n+1 (n + 1)k—”—1

Mais on reconnait alors la somme de la série géométrique de raison 1/(n + 1).

f: 1 B i 11 n+l
k—n—1 k 1 - .
W (n+ 1)k — (n+1) 1_ n
n+1
Finalement
f: 1 11
K nln’
k=n-+1

On a donc bien obtenu les inégalités
n n
1 1 1
domSe< X taan
k=0 k=0

b) Tout d’abord, en prenant n =1 dans (1), on trouve

2<e<d,

et e n'est donc pas entier. Supposons que e soit rationnel. Il s’écrirait e = a/q evec a > 0 et
q > 1 entiers. Alors

q q! ' q g 1
Z—'<a(q—1).<z—'+§.
k=0 k=0

Mais

q q! q—1
azzﬁzl—k (k+1)---q,
k=0 k=0

est un nombre entier. Alors 1
O<a(q—1)!—a<§<1,

et a(qg — 1)! — « serait un entier de lintervalle |0, 1[ ce qui est impossible. On a donc une
contradiction et e est irrationnel.
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14. a) On écrit

n nl n—2
Ap=) =) (k+1)--(n—D)n+n+1.
k=0 k=0
n—2
La somme Z(k+ 1)--- (n—1)n est divisible par le produit (n—1)n qui est un nombre pair, donc
k=0

A, ala méme parité que n+ 1. Il en résulte que A, est pair si n est impair, et impair si n est pair.
b) En multipliant les inégalités (1) par 7n!, on trouve
T
TA, <nlre < 1A, + —,
n

donc .
0<nlre—7mA, < —.
n

D’autre part

0<1 1 1 < 1

“n n+1 nn+1) = n2’
donc . -

0<n!7T€—7TAn<n—H+m.

On en déduit que

T 1
lre =mA ol—=].
nlre =m n+n—|—1+ <n2>

c) Alors

. . s 1 n4+1 - T 1
uy, = sin(nlme) = sin <7TAn + ——] +0 (ﬁ)) = (—=1)"*lsin (n——H +0 (ﬁ)) )

Tout d’abord
. ™ 1 T
sin | ——+0 | — ~—,
<”+ 1 <”2>>‘ n

et cette série ne converge pas, donc u, n’est pas absolument convergente.

|un| =

D’autre part, d’aprés la formule des accroissements finis, il existe ¢ tel que

|sin(a + b) — sina| = |b|| cosc| < |b],
donc
sin(a + b) =sina + O(b).
Alors
1 . 1 1
sm<n T <—2>> _Sm<n+1>+0<ﬁ>
Finalement
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1 1
—> converge absolument. D’autre part la suite (Sin <—>> est

La série de terme général O
n? n+1

)n+1

décroissante et converge vers 0. La série alternée de terme général (—1 sin p—— converge
n

donc. 11 en résulte que la série de terme général u,, converge. Elle est bien semi-convergente.

15. On a

m L m
> w= [0
Mais, si x # 0,

(e

En effectuant le changement de variable u = v/z, on a du = dz/(2/x), et

1

0

m 1
Zuk = / — )™ 2du
k=0 0
1
= 2 PL+_£};:;gXﬁti}
m—+ 2 0
B 2
= 2-—.

Comme cette suite converge vers 2, on en déduit que la série de terme général u,, converge, et
que
[e.e] m
E Uy = lim g up = 2.
m—+00
n=0 k=0

16. Cas réel.
Montrons tout d’abord les propriétés dans le cas ot P et @ sont dans R[X].

a) Si a, X? est le terme de plus haut degré de P et b, X9 celui de @, on a alors
Pn) ap 1

Q(n) ™ by mir

et il résulte du critére de Riemann que cette série converge si et seulement si ¢ — p > 2.

b) Pour que la série converge, il faut déja que le terme général tende vers 0. Or

P(n) a, 1

Qn) " by nar’
et cette expression tend vers zéro si et seulement si ¢ > p, soit ¢ > p+ 1, donc, pour que la série
converge, il faut que g > p + 1.
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Supposons maintenant cette condition satisfaite. Calculons la dérivée de la fonction f définie par

) QUIP'(2) — P)Q (@)
o= Q)2 |

Le numérateur est un polynoéme. Si ce n’est pas le polynome 0, il est équivalent & son terme de
plus haut degré et donc de signe constant pour x assez grand. Il en résulte que f est monotone
sur un intervalle [a, 400 [, et donc que la suite (u,) est monotone a partir d'un certain rang.
Le critére des séries alternées montre que la série de terme général (u,,) converge.

Si le numérateur de la fraction est le polynome zéro, c’est que f est constante, donc que
P(z) = AQ(z). Mais comme ¢ > p + 1, on ne peut avoir ¢ = p, ce qui implique que A = 0,
donc P = 0, et alors la série est nulle et converge également.

La condition ¢ > p + 1 est donc suffisante pour avoir la convergence.
Cas compleze.

Si 'on suppose maintenant les polynoémes & coefficients complexes, on peut écrire
P=P +iP, et Q=0Q1+1iQ2,

avec Py, Po, Q1, Q2 dans R[X]. Un des polynémes P; et P, au moins est de degré p, et un des
polyndmes ()1 et Q2 au moins est de degré ¢. Alors

P P +iP
Q Q1+iQ’
et, en rendant le dénominateur réel,

P (PL+iP)(Q1—iQ2) PiQi+ PQy . PQ1— PiQ

R = +1

Q QF + Q3 QF + Q3 Qf + @3
Un au moins des polyndémes (01 et Q9 est de degré g. Alors le degré du dénominateur C = Q% —I-Q%
vaut au plus 2¢, mais les termes de plus haut degré de Q% et Q3 étant positifs, le degré de C
vaut exactement 2q.

Les polynémes PiQ1 + PoQo et Po(Q)1 — P1Q2 sont de degré p 4+ g au plus, et un des deux
au moins est exactement de degré p + ¢, sinon la fraction P/Q serait de degré plus petit que
(p+q) — 29 =p— q ce qui est faux.

Cela signifie que un au moins des polynémes A = P1Q1+ PoQ2 et B = PoQ1 — P1Q2 est de degré
p+q, et autre de degré au plus p+¢q. On peut alors appliquer les résultats obtenus dans le cas réel.
A(n)  B(n)

a) siq > p+2, alors 2g > p+ g+ 2, donc les séries de termes généraux ——— et
C(n) — C(n)

convergent

toutes les deux. Alors la série de terme général w,, converge.
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A(n) ot B(n)
C(n) — C(n)

Sig<p+ 2, alors 2¢ < p+ g + 2, donc une des deux séries de termes généraux

diverge. Alors la série de terme général u,, diverge.

A
b) si ¢ > p+1, alors 2¢ > p+¢+1, donc les séries de termes généraux (—1)"% et (—1)"
n

convergent toutes les deux. Alors la série de terme général (—1)"u,, converge.

n

Sig<p+1,alors 2¢ < p+ g+ 1, donc une des deux séries de termes généraux (—1)"—— et

diverge. Alors la série de terme général (—1)"u,, diverge.

17. On peut appliquer le critére des séries alternées, puisque la suite (1/(3n + 1)) décroit et
tend vers 0. La série converge donc.

En utilisant la somme des termes d’une suite géométrique, on obtient

n—1

1+ a3 1+ a;3 ’
k=0
donc en intégrant
1 1
d n—1 -1 k 3n
Joo R
1423 3k+1 14 a3
0 k=0 0

En appliquant la premiére formule de la moyenne, il existe ¢, dans [0, 1] tel que
1

1
/ 3 / 1 1
0< < )
- 1—1—333 1+c3 14+3n — 1+3n
0 0

1
3n

Il résulte du théoréme d’encadrement que la suite de terme général / 73
x

dx converge et a

0
pour limite 0. Alors

et

c’est-a-dire
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18. On étudie différents cas.

Sia <0, alors
1

14 (=1)»+ne|”

et cette expression tend vers 1. Le terme général de la série ne tend pas vers zéro et la série diverge.

|| =

Si a > 0, on a cette fois

lunlzn—aWNn—av
T4 —
n

La série converge absolument si et seulement si a > 1.

Si0 < «a < 1. En utilisant le développement limité en zéro

1
m:1+u+o(u),
on a +1 +1
1 1 1 —1)" —1)"
1t ey
ne (—=1)ntt ne ne ne
I+ —
n
d’ou

1" 1 1
q)n:( ) et wn:——i-o(—).

ne n2o¢

La série de terme général v, est alternée et converge donc.

Par ailleurs 1

Wy, ~ 5
n2o
et d’aprés le critére de Riemann, la série de terme général w,, converge si et seulement si 2a > 1.

Alors, il en sera de méme de la série de terme général u,. En résumé on a la situation suivante :

— convergence absolue si a > 1,
— semi-convergence si 1 > a > 1/2,
— divergence si a < 1/2.

19. I suffit de prendre
U, e

vnooon Vi

Up =

Alors
Un, :’Un+'U2L :'Un(l"i'vn)v

et comme v, tend vers 0, on a u, ~ vy,.
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La série de terme général v,, est alternée et converge. La série de terme général u,, est somme
d’une série alternée et d’une série divergente, donc diverge.

20. Supposons que /u, tende vers £ € [0, 1[. Si l'on choisit e < 1 — ¢, il existe N tel que
n > N implique

Yu, — €< e,

donc
Yu, < (L+e),

et finalement
0<u,<(+e).

Mais £ + ¢ < 1. La série de terme général (£ + )™ est donc une série géométrique convergente. I1
en résulte que la série de terme général u,, converge également.

Supposons que {/u,, tende vers £ > 1 (éventuellement infinie), ou tende vers 1. Alors /u,, > 1
a partir d'un certain rang, donc u, > 1 & partir d’un certain rang, et la suite (u,) ne peut

converger vers 0. La série diverge donc.
, 2
e/’qu = g s

21/@H) _ exp [

21. On a

ainsi que
2 In2

P
n-+———|.
2p4+1 3 2p+1

9\ P/ (2p+1)
0 Uy i1 = <§>
Les suites ( %/uzp) et (20+y/Uzpr1) des termes de rang pair et de rang impair extraites de la

suite ({/uy) convergent donc toutes les deux vers \/g . Alors la suite ( {/u,) converge aussi vers

\/g < 1. Il résulte de la régle de Cauchy que la série de terme général u,, converge.

Par contre
Wy

U2p U2p—1 3

Les suites des termes de rang pair et de rang impair extraites de la suite (up4+1/un) ont des
limites différentes. Elle n’a donc pas de limite, et on ne peut utiliser la régle de d’Alembert.

22. a) Les séries sont positives. On peut donc appliquer le théoréme sur les équivalents.

Si la série de terme général u,, converge, alors la suite (u,) converge vers zéro, et (1 + wu,) vers
1, donc v, ~ u,. Les séries sont de méme nature, donc la série de terme général v,, converge.

Inversement si la série de terme général v,, converge, la suite (v,) converge vers zéro. Mais on

obtient
Un

Uy =
1—v,’

et il en résulte que u, ~ v,. Les séries sont de méme nature, donc la série de terme général u,,
converge.
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b) On a 0 < w, < uy,, donc si la série de terme général u,, converge, il en est de méme de la série
de terme général w,. Mais la réciproque est fausse. Remarquons que si u, tend vers l'infini, on a

1
Wy, ~ — .
Unp,

Il suffit de prendre u, = n?, pour que la série de terme général w, converge mais pas celle de
terme général u,,.

23. a) On constate que

0 sin<k-—1
Py(n)
— 1 7
n! sin>k
(n —k)!
donc
) DRSS O RF
k= A o ©
n:k(n k)! = n!

b) Le polynéme P(X) = X3 + X2 4+ X 4 1 est de degré 3. Les polynémes Py, Py, P», P3 sont de
degrés distincts et constituent une base de R3[X]. On peut donc décomposer P dans cette base :

P(X)=aX(X —1)(X —2) +X(X —1) +7X +6.

Le coefficient du terme de degré 3, vaut o = 1. Par ailleurs,

On en déduit § =1, v =3 et 8 =4, donc
P(X)=Py+3P, +4P, + P3.

Alors

x 3 2 1
Zn Tntnt =00+ 301 + 409 4+ 03 = 9e.

n!
k=0

24. Puisque la fonction x — 1/4/x est décroissante sur [1, 400, on a

SlE
IN
-

donc en sommant

3

il 3
SlE
IN

Eonl
Sl

Il
—



Mais

L, k1 p n+1 p
/—EC{/—EZQW%+1—07
x NG
k=17 1
donc
"1
2(Vn+1-1) < —.
k=1 k
Si ’on veut avoir
> —>10°,
k=1 \/E
il suffit que
2(vn+1-1) > 10°,
soit
vn+ 1> 5001,
et donc

n > (5001)% — 1.

La valeur n = (5001)? convient donc.

w/2

25. Soit k£ un entier naturel fixé. Comme e™/“ — 1 > 3, on a également

e2k7r+7r/2 _ e2k7r — e2k7r(e7r/2 . 1) > e7r/2 ~1>3

)

donc
E(e2k7r+7r/2) _ E(e2k7r) > <e2k7r+7r/2 _ 1) _ e2k7r > 9.

Alors, si 'on pose
r = E(e?"),

on ar > 1, et il existe un entier p > 2 tel que
r+p = B(2FTT/2)

On a donc
r<eT <rpl<rdp< AT ppt,

et
mrgzmn<mw+1y<mw+pyg%w+g<dmr+p+m.

On en déduit que si s est un entier compris entre r+ 1 et r 4 p, le nombre cosln s est positif. On
va minorer la somme

cosln s
mom Y e
s=r+1
Posons
0 sij=0
ti=< In(r+j)—2kr sil<j<p
/2 sij=p+1
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On a donc
t0:0<t1<...<tp§tp+1:—

Soit 0 < j < p. Puisque la fonction cosinus est décroissante sur [0, 7/2], on a

ti+1

cosxdr < (tj41 —tj)cost;.

Mais, on vérifie que
tiv1 —t; <In(r+j+1) —In(r +j).

En effet, il y a égalité si 1 < j < p — 1, et, par ailleurs,
t1—to=In(r+1) —2kr <ln(r+1) —Inr,

et
tpr1 — =35 + 2kt —In(r +p) <In(r + p+1) — In(r + p).

On peut alors utiliser le théoréme des accroissements finis pour la fonction logarithme. Il existe
cj dans [r+j,r+j+1] tel que

In(r+j+1)—In(r+j)=—

Cj ’
et donc )
Finalement on en déduit
tjr1
t .
coszdr < cos L
r+
tj
Alors en sommant ces inégalités pour j variant de 0 a p,
p lit1 » .
cost;
Z / cosrdr < Z L
: - r+7
Jj=0 t j=0
Le membre de gauche vaut
w/2
/ cosxdr=1.
0
Le membre de droite s’écrit
p p p
Zcost _1+ ZCOS (In(r 4+ j) — 2kn) _1+Zcosln r+j)
= r+gj r = r+j T r+J
on en déduit donc
Zp:cosln r+j) 21_1'
s r+7 r
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Mais

zp:cosln r+7) gf) cosln s
= :Uk7

j=1 T_%j s=r+1 5
donc
1
Ok 22 1-— ii(gag;j

Lorsque k tend vers I'infini, le membre de droite tend vers 1. Alors a partir d’un certain rang K,
il est supérieur a 1/2, et donc, si k > K, on

r+p

cosln s 1
> e
S 2

j=r+1

2kﬂ)

Soit maintenant un entier N. Comme E(e tend vers l'infini, il existe un entier k > K tel que

r=E(E*") >N,

et dans ce cas
r+p

cosln s 1
y e
s 2

s=r+1

Incosn

La condition de Cauchy n’est pas satisfaite et la série de terme général diverge.

26. a) On a u,(0) = 1/n qui est le terme général d'une série divergente. La série de terme
général u, ne converge pas simplement, donc elle ne converge ni uniformément, ni normalement.

b) Posons

arctanx
o) =7

On a donc
un(z) = (=1)" f(nx).

Pour = 0, on a u,(x) = 0 et la série de terme général u, (0) converge. Pour = # 0, on va utiliser
le critére de Leibniz. Tout d’abord,

ce qui montre que la suite (u,) converge vers 0, et aussi que la série de terme général u,, ne
converge pas absolument. Il reste & montrer que, pour z fixé, la suite (|u,(x)|) est monotone a
partir d’un certain rang. Cela revient a étudier les variations de la fonction f sur [0, 4+00[. On

a tout d’abord ) .
+x
fl(x) = e <1 i arctan x) ,

et, si ’on note,

(x) = L — arctan x
g - 14+_$2 Y
les fonctions g et f’ ont le méme signe. En dérivant g on trouve
14 2%) - (1+2)2 1 x4 22
o UE -0 1 pee
(1+22) 1+ (1+22)
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On en déduit que g est décroissante sur [0, 400 [. Puisque

T
0)=1 et i =——
90 =1 et lm g(x)=-3,
la fonction g s’annule une fois et une seule pour une valeur «, et elle est positive sur [0, o] et
négative sur [«, +0o[. Il en est de méme de f’. Alors f est croissante sur [0, o] et décroissante
sur [a, +oo[. Si x est fixé, et si n > a/x, la suite (f(nz)) est alors décroissante et il résulte du
critére de Leibniz que la série de terme général u,(x) converge.

En résumé, la série de terme général u,, converge simplement sur [0, 1].

Enfin, on constate que

arctanl 7

fun(1/m)] = TS =

et donc la suite (u,(1/n)) ne converge pas vers 0. Il en résulte que la suite (u,) ne converge pas
uniformément vers 0 sur [0, 1]. On en conclut que la série de terme général u,, ne converge pas
uniformément. Elle ne converge donc pas non plus normalement.

¢) On a tout d’abord
1
0] ~ =
et la série de terme général |u,(0)| diverge, donc la série de terme général u, ne converge pas
absolument. Par contre puisque, quel que soit x dans [0, 1] la suite (1/(nz + y/n)) décroit et

converge vers 0, le critére de Leibniz montre que la série de terme général u,, converge simplement.

Etudions la convergence uniforme. Pour une série alternée, on a
1
(n+Dz+vn+1’

et donc, puisque la fonction |u,1| est décroissante,

[ B ()] < |unia ()] =

1
VN 1’

Il en résulte que la suite (R, ) converge uniformément vers 0, donc que la série de terme général
uy, converge uniformément sur [0, 1]. Par contre

1 Bn () loo < |un+1(0)] =

1
[tnlloo = [un(0)] = —=

\/7_1 Y

et donc la série de terme général ||uy, || diverge. La série de terme général u,, ne converge pas
normalement.

d) La série de terme général u,, converge simplement et on peut calculer la somme S.
Siz =1, on au,(x) =0, donc S(x) =0.

Siz € [0, 1[, on obtient

o0

SE)=01-2)> a"=1.

n=0
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On constate que la somme S n’est pas continue, alors que les fonctions u,, étaient continues. La
convergence ne peut donc étre ni uniforme, ni normale.

e) D’apreés d), la convergence de la série de terme général u,, est absolue. On calcule sa somme.
Pour tout € [0, 1] on a

o0
11—z
S = 1 — — n g
@=0-0)) (o =1,
n=0
ce qui reste vrai si = 1, car alors u,(z) = 0. On a
> 1—2
Rale) = 32 (-1fah( - a) = (-1 T
k=n+1 Tz
Alors — o
T — "
|Rn(l‘)|_ 1+$ n+1_$n+2
Posons
gn(x) — xn—l—l xn+2 xn+1(1 _ LZ')

En dérivant
gn(x) = (n+1)a" — (n+2)z" =2"((n +1) — (n +2)z).

1
Le maximum de g, est obtenu pour x, = i, et I'on a
n-+2
1 1
— ’I’L-‘rl - < .
9n(Tn) = n+2 " n+2
On en déduit donc que
1
R < —
Ral)] < —

ce qui montre que la série de terme général u, converge uniformément. Par contre elle ne converge
pas normalement, d’aprés le d).

f) On a

donc la série de terme général u, converge normalement. I1 en résulte qu’elle converge aussi
uniformément, absolument et simplement sur [0, 1].

27. a)Sixz = 0,o0n a f,(z) = 0 et la série de terme général f,,(0) a une somme f(0) qui est nulle.

Supposons x > 0. Alors on a une série géométrique de raison e™* < 1 et sa somme f(z) vaut

xa

Tl e

f(z)

b) On calcule
fi(z) = ax®te™™ — na®e™™ = (a — nx)x® e ",
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La fonction f,, a un maximum pour z = a/n, et

a%e

||fn||oo:fn(a/n): na
La série de terme général || fy, |0 converge si et seulement si @ > 1 par comparaison a une sé-
rie de Riemann, donc la série de terme général u,, converge normalement si et seulement si a > 1.

c)Si0<a<l,etsiz>0,o0na

et puisque
. x
lim — =1,
z—=01—e "

on en déduit que, en 0,
fla) ~ ot

Alors, f(x) ne tend pas vers f(0) lorsque x tend vers 0. Puisque les fonctions f, sont continues
et que f ne l'est pas, la convergence n’est pas uniforme.

d) Soit n > a/s. Alors la fonction f,, est décroissante sur [s, +oo[, et donc

a_—ns

Sliplfn(w)l = fa(s) = 5%,

et comme la série numérique de terme général f,(s) converge, il en résulte que la série de terme
général f, converge normalement donc uniformément sur [s, +0o|.

28. Calculons la dérivée d’ordre k de u,. On obtient facilement par récurrence que

1 (—1DFE!
(k) —— J
U (@) n? (x +n)ktl’

La fonction qui & z associe 1/(x 4+ n)* est décoissante sur [0, 400 et atteint son maximum en

0, donc
|
[ oo = s
n
Alors toutes ces séries convergent normalement, donc uniformément et il en résulte que la somme

de la série de terme général u,, est une fonction indéfiniment dérivable sur [0, o0 .

29. On écrit
sin(z +n + nm)

fnl(z) =

et on utilise le critére d’Abel de convergence uniforme.

)

xTr+n

Posons

vn(z) = et wp(x) =sin(z +n(l+m)).

On a
1

[vnllo = o
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et la suite (vy,) converge uniformément vers 0.

Par ailleurs,

Em: e@tTk(l+m))i _ o(z+n(l+m))i mE_:nek(l—i-n)i _ platn(i+m))i 1— e(m—n+1)(1‘+ﬂ)i
ke k=0 1 — o(+my
Alors |
Z (@ +k(1+m)i| _ |1 — e(m—”+1)(1+7r)z‘ - 9
1 - e(14_7r)i| 11— e(1+7r)i| )
k=n
donc
. ] x+k(14+m))i B

Les sommes sont bornées par un nombre M qui ne dépend ni de n, ni de m, ni de .
Il résulte alors du critére d’Abel que la série de terme général u, converge normalement sur
[0, +oof.

30. a) D’aprés le procédé télescopique

S =Y op(@) = ur (@) — upp1 (@),
k=1

et la suite (un4+1(z)) converge vers 0 (en distinguant les cas z = 0 et x > 0), donc la série de
terme général u,, converge simplement, et

S(z) = u(z).

. Lo, . N . _n2,2
b) Puisque u,, est la dérivée de la fonction qui & x associe e™™ %", on a

Alors

o= /u"(t) dt — /un+1(t) dt = e~ — = (1)
0 0

et d’aprés le procédé télescopique
n
2 2.2
- —(n+1
Zwk—e a* _ e=(n+1)%a”
k=1

donc, lorsque n tend vers l'infini, cette somme a une limite qui vaut

o

)
E wp=¢€ ¢ .
k=1
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c) On a

/S(t)dt = /ul(m)daz —e ¥ 1
0 0

d) On constate que
n=17 o n=1

La convergence de la série de terme général u,, ne peut donc étre uniforme.
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