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Avant Propos

Ce polycopié est destiné aux étudiants 2LMD dont les spécialités suivantes :

- Sciences Technologiques (ST): Electrotechnique (ETT), Electronique
(EN), Génie mécanique (6M), Hydraulique (Hyd) et Génie civil (6C).

- Sciences de la Matiéere : socles commun.

Il s'agit d'un module de base qui traite les oscillations des systemes mécaniques
et électriques et qui a connu ces derniéres années un essor important. Il a
permis de développer énormément les techniques a méme de résoudre les

problemes physiques des différents domaines.

Ce document est un cours détaillé avec des exercices corrigés et des
propositions d'exercices a résoudre. Il comprend cing chapitres cités ci-

dessous :

Chapitre I : Introduction aux équations de Lagrange.

- Chapitre II : Oscillations libres des systémes a un degré de liberté.

- Chapitre III : Oscillations forcées des systémes a un degré de liberté.
- Chapitre IV : Oscillations libres des systémes a deux degrés de liberté.

- Chapitre V : Oscillations forcées des systémes a deux degrés de liberté.

L'objectif recherché consiste a donner aux étudiants des éléments qui leurs
permettront d'enrichir leurs connaissances d'une part et d'autre part les aidés a
mattriser d'avantage les problemes qu'ils peuvent rencontrer dans le présent

module.

L'auteur
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I- Introduction aux équations de Lagrange

I-1- Introduction

Une vibration est un mouvement autour de la position d’équilibre. Elle est caractérisée par
une équation de mouvement de type d’équation différentielle du second ordre de la forme :

j + 28y + wiy = A(t) (1-1)
avec :

y : Le déplacement (m)

y : Lavitesse (m/s)

j : L’accélération (m/s?)

d : Le coefficient d’amortissement

ay . La pulsation libre (rad/s)

A(t) : Le second membre.

La méthode de résolution de 1’équation différentielle (I-1) est schématisée sur I’organigramme
de la figure I-1. Pour résoudre une équation du second ordre avec second membre, on suit la
méthode suivante :
Premierement on cherche la solution homogene yu(t) lorsque le second membre A(t)=0. Pour
cela, on considére que la solution a une forme exponentielle y(t) = eSt. L’équation
différentielle homogéne est transformée en une équation caractéristique de deuxiéme degré
d’une variable s qui nous permettra de déterminer les solutions s, S; par le calcul du
discriminantA= b2 — 4ac. Il existe trois solutions homogénes selon les cas de A illustré sur
I’organigramme. Deuxiémement, on cherche la solution particuliere yy(t) lorsque le second
membre A(t)=0. Dans I’organigramme, on constate deux cas d’excitations :

e Une excitation constante

e Une excitation sinusoidale.
La solution particuliére yp(t) est déterminée selon la régle suivante :
« La solution particuliére suit la forme générale du second membre de I’équation
différentielle ».
Enfin, la solution générale de I’équation différentielle du second ordre avec second membre

est donnée par la somme des deux solutions homogéne et particuliere.
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A(t)=0

J + 26y + wiy = A(t)

AD=0

Equation homogéne :

J+ 26y + wiy =0

On cherche une solution
homogéne yy(t)

Equation caractéristique :

s2+28s+w¢=0

l

Equation générale :

y + 28y + wiy = A(t)
|
On cherche la solution particuliére yp(t)

A=A A(t)=Aqcos(Qt)

A>0 Ay
t) =—
yp( ) wg
yu(t) = Aje™t + Aye®t ) A<O
—b £ VA 4=0 '
127" Yo (®) = Yocos (0t + )
v Yo = Ao
yu(0) = (A1 + Ayt)e% J(WwE — 022 + 45202
v 260
yu(t) = Ae %t cos(wpt + @) ¢ = —Arctg m
wp = |wi — &2

Fig. I-1. Organigramme de la solution d’une équation différentielle du second ordre
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I-2- Caractéristiques d’une oscillation sinusoidale harmonique

Une vibration est sinusoidale lorsqu'une masse attachée au bout d'un ressort est écartée de sa
position d'équilibre, puis lachée. Une vibration est périodique lorsque les mouvements se
reproduisent globalement identiques a eux-mémes a des periodes de temps mesurables. Elle

est de la forme :

x(t) = Asin(wot + @) (1-2)
ou bien :

x(t) = Acos(wot + @) (1-3)
avec .

¢ est le déphasage par rapport a 1’origine des temps.

A est ’amplitude maximale du signal (m).

L'amplitude d'une fonction sinusoidale est une mesure de sa hauteur par rapport a sa mediane.
ap est la pulsation libre (rad/s)

La pulsation est une grandeur proportionnelle a la fréquence d'un phénoméne périodique.
w =24 (1-4)
f est la fréquence (Hz)

La fréquence est le nombre de cycles par seconde, et qui est I'inverse de la période T.

1
f== I-5
T (1-5)
T est la période (S)
La période est le temps qui s'écoule entre deux passages successifs de la masse en mouvement

au méme endroit comme le montre la figure I-2.

1 xf \x f""ﬁ\‘ / ﬁ\x
! W { ‘l‘-. f. .\

05 f'f W . é T / \
/! \ / y ;' '
/ '-.II .n"lr II'I.I ,.'. Y t .
0 \n J/2m \ / \ |

\ / \ ,n"ll !
- O : 5 - II.II I."I \ ,l" \I.'l,
".I ."ll- \ _.l' '\._
1 o/ ./ N

Fig. I-2. Définition de la période T


http://www.defl.ca/~gdube/fonctionscirculaires/graphstrigonometriques/contenu/fnssinusoidales.html

Chapitre | Introductions aux équations de Lagrange

I-3- Equation de Lagrange pour une particule

L’équation de Lagrange est donnée par la forme

2 (58) 5 = Fexeg (1-6)
avec :

L est le lagrangien définit par :

L= E~-E,=T-U (1-7)
avec :

Ec, T est I’énergie cinétique du systéme.

Ep, U est I’énergie potentielle du systeme.

g est la coordonnée généralisée qui caractérise le mouvement vibratoire.

Fextq - Les forces extérieures généralisées.

Le degré de liberté est égal au nombre de coordonnées (N) moins (-) le nombre de liaisons

(R).
d=N-R (1-8)

Pour un systeme conservatif, la force appliquée dérive d’un potentiel et 1’équation (I-6)

s’écrit :

d (oL\ OL

ai(57) ~30 = 0 ()
Dans le cas d’une force de frottement dépendant de la vitesse (f = —av), I’équation (I-6)
devienne :

d (oL\ dL .

(o)~ = e (-9

L’équation (I-10) se généralise a 1’équation suivante :

d (0L dL  dD
)20 o
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D est la fonction de dissipation donnée par: D = %ﬁqz. Elle est liée a la force de frottement

.f =9
par: f; = 30

Dans le cas d’une force extérieure dépendant du temps, I’équation (I-11) s’écrit comme :

d (0L dL , dD
a(55) ~ 5+ 5 = Ferta (42

Et pour un systéeme a plusieurs degrés de liberté,

d (0L JaL aD
aGr) 30+ 5 = Fexea (I-13)

I-4-EXxercices corrigés
Exercice N°1

Résoudre les équations différentielles pour les conditions initiales suivantes: y(0) =
Oety(0)=0

a- y+3y+2y=4

b- 4+ 3y + 2y = 2cos(5t)

c- y+4y+5y=2

d- y + 4y + 5y = 3cos(3t)

e- V+4y+4y =6

f- 4+ 4y + 4y = 2cos(2t)

Solution N°1
a- y+3y+2y=4

Pour résoudre 1’équation (a), en premier temps on cherche la solution homogeéne lorsque

A(t)=0. L’équation (a) devienne :y + 3y + 2y = 0

On transforme 1’équation différentielle a une équation d’une variable de second ordre. On

pose la solutiony(t) = eS¢ . L’équation différentielle homogeéne devienne :

s2+35s+2=0 (a-1)
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On calcul le déterminant A=9-8=1>0. L’équation (a-1) admet deux solutions différentes

données par :

—b+ VA
2a

S12 =
En remplacant les constantes, on trouve les deux solutions : s;=-1 et s,=-2.
D’aprés ’organigramme, la solution homogene est donnée par :

yH(t) == Ale_t + Aze_Zt

On cherche la solution particuliere lorsque : A(t)#0. La solution particuliére suit toujours la

forme du second membre.
A 4
yp(t) = w_% = E:> yp(t) =2

Et la solution générale :y(t) = 2 + Aje™" + A,e™ %

Pour déterminer les constantes d’intégration A et A, on utilise les conditions initiales :
y(0)=0=2+4+4,+4,=0

y0)=0=2—-A4,—-24,=0

On résoudre le systéme d’équation, et on obtient : A;=-6 et A,=4. Et finalement la solution

générale de I’équation (a) est :
y(t) =2—6e7t + 4e7 %
b- 3+ 3y + 2y = 2cos(5t)

La solution homogene de 1’équation (b) est la méme que 1’équation (a). Et la solution

particuliére est égale a :
Yp(t) = yocos(Qt + ¢)
Avec :

AO
Yo = =0.07
V(2 —02)2 + 45202
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26Q .
@ = —arctg m = 35.54° =0.2m

Et la solution générale :

y(t) = Aje t + A,e 2t + 0.07cos(5t + 0.2m)

On introduit les conditions initiales pour trouver les constantes d’intégration :
y(0) = 0= 0.0566 + 4; + 4, = 0

y(0)=0=—-02—A4, —24,=0

On résoudre le systéme d’équation, et on obtient : A;=0.0868 et A,=-0.1434. Et finalement la

solution générale de 1’équation (a) est :
y(t) = 0.07cos(5t + 0.2) + 0.0868e ™ — 0.1434e "2t
c- y+4y+5y=2
L’équation homogene est :y + 4y + 5y = 0
L’équation d’une variable de second ordre est :
s?4+4s+5=0 (c-1)
On calcul le déterminant A=16-25=-9<0.
D’apres 1’organigramme, la solution homogéne est donnée par :
yyu(t) = Ae ?**cos(wpt + @)

Avec :

La solution particuliére de 1’équation (c¢) est donnée par :

2
yp(t) = g
Et la solution générale :y(t) = % + Ae~?tcos(t + @)

Pour déterminer les constantes d’intégration A et ¢, on utilise les conditions initiales :
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2
y(0)=0= < + Acos(p) =0

y(0) =0 = —2Acos(p) — Asin(p) =0

On déduit A de la premiére relation et on la remplace dans la deuxieme equation, on aboutit :
A =10.88

@ = —63.4° = —0.351

Et la solution générale est égale a :
2
y(t) = £ + 0.88e%tcos(t — 0.35m)

d-y + 4y + 5y = 3cos(3t)

La solution homogene de I’équation (d) est la méme que I’équation (c). Et la solution

particuliére est égale a :
Yp(t) = yocos(3t + ¢1)
Avec:

Ao

= = 0.237
V(2 —02)2 + 4522

Yo

260 o
@, = —arctg m = 71.565° = 0.4m

Et la solution générale :

y(t) = Ae ?*cos(t + ¢@,) + 0.237cos(3t + 0.41)

On introduit les conditions initiales pour trouver les constantes d’intégration :
y(0) =0 = Acos(¢p,) +0.07=0

y(0) = 0 = —2Acos(p,) — Asin(p,) — 0.676 =0

On résoudre le systéeme d’équation, et on obtient : A=-0.56 et ¢,=0.46n. Et finalement la

solution générale de 1’équation (d) est :

10
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y(t) = 0.237cos (3t + 0.4m) — 0.56co0s(t + 0.461)

e-j+4y+4y =6

L’équation homogene est :y + 4y + 4y = 0

L’équation d’une variable de second ordre est :

s2+45+4=0 (e-1)
On calcul le déterminant A=16-16=0.

L’équation admet une solution double égale :

—b
51'2 = Z = _2

D’aprés I’organigramme, la solution homogene est donnée par :
yu(t) = (A; + Ayt)e™?t

La solution particuliere de 1’équation (e) est donnée par :

yp(t) =

1o

2
Et la solution générale :y(t) = g + (A; + Ayt)e %t
Pour déterminer les constantes d’intégration A; et A,, on utilise les conditions initiales :
3
y(0)=0=-+4,=0
On déduit A;=-3/2 et A,=3. Et la solution générale est égale a :
3 3

— _ - -2t
y(t)—2+( 2+3t)e
f-y + 4y + 4y = 2cos(2t)

La solution homogene de I’équation (f) est la méme que I’équation (e). Et la solution

particuliére est égale a :

11
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Yp(t) = yocos(2t + @)
Avec :

4o

V(2 —02)2 + 4522

Yo

B . 260 _900_3
@ = —arctg o7 =02 = —271

Et la solution générale :
3
y(t) = (A1 + Axt)e " + 0.25cos(2t + 5™

On introduit les conditions initiales pour trouver les constantes d’intégration :
y(0)=0=2A4,=0
y(0)=0=—-24;+4,+05=0

On résoudre le systéme d’équation, et on obtient : A;=0 et A,=-0.5. Et finalement la solution

générale de 1’équation (f) est :
3
y(t) = —0.5te™2t + 0.25co0s <2t + En)

Exercice N°2

Un mouvement vibratoire est caractérisé par le déplacement suivant :
T
x(t) = 5cos (25t + §)

Ou x en centimeétres, t en secondes et la phase en radians.

1- Déterminer 1I’amplitude maximale.

2- Donner la pulsation propre, la fréquence et la période du mouvement.

3- Exprimer la phase initiale (déphasage a I’origine).

4- Calculer le déplacement, la vitesse et 1’accélération aux instants t=0s et t=0.5s.

12
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Solution N°2

1- L’amplitude maximale est 5 cm.

2- La pulsation propre est «p = 25 rad.s?, la fréquence f = 3.98 Hz et la période propre
Tp=0.25s.

3- La phase initiale ¢ = n/3 rad.

4- Le déplacement, la vitesse et I’accélération a t=0 s:
I
x(0) = 5cos (§) =25m
%(0) = —125 sin (E) = —108.25 m/s
3
I
#(0) = —3125 cos (g) = —1562.5 m/s?
At=05s,

T
x(0.5) = 5cos (12.5 + §) =15m
%(0.5) = —125sin (12.5 + g) — 1192 m/s

T
#(0.5) = 3125 cos (12.5 + §) = —939.7 m/s?

Exercice N°3
Un mouvement harmonique est décrit par :

x(t) = Xcos(wyt + @)
Les conditions initiales sont : x(0)=x,, x(0) = X,

1. Calculer X et .

2. Exprimer x(t) sous la forme x(t)=Bcos(apt)+Csin(apt) et en déduire B et C
Solution N°3
1- L’amplitude maximale X et le déphasage a 1’origine

x(t) = Xcos(wyt + @)
{xo(t) = —Xwgsin(wot + @)

En utilisant les conditions initiales, on trouve :

{ x(0) = Xcos(@) = x, _ cos(p) = % N ¢ |
%0(0) = —Xw sin(p) = %, sin(p) = —XxTO R ¢

Pour obtenir I’amplitude maximale on fait la somme du carré de deux équations (1) et (2),

1)+ = X = /xg + Z_%

13
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Et pour le déphasage, on divise 1’équation (2) par 1’équation (1),

sing Xo X
tangp = = — = @ = —Arc tan( )
cosQ XoWo XoWo
2- Pour exprimer x(t) sous la forme x(t)=Bcos(ant)+Csin(axpt), on utilise la formule

trigonométrique suivante :
cos(a + ) = cosacosf — sinasinf ... ... e ee vee eee oo (3)
x(t) = Xcos(wot + @)

x(t) = Xcos(wyt)cosp — Xsin(wyt)sing

x(t) = Bcos(wpt) + Csin(wot) v cer vee vee cen e (4)
Par analogie entre 1’équation (3) et (4), on peut tirer :
{ B = Xcosg

C = —Xsing

Exercice N°4
1- Quel est le nombre de degré de liberté du point matériel dans chaque systeme (Fig.1-3).

2- Quelles sont les coordonnées généralisées que 1’on peut utiliser pour définir le mouvement

de ce point.
TZ
z 2z > X
0
I H
o'm
(a) (b) (©)
Fig.1-3. Différents systemes :
(a)- un pendule simple, (b)- un cercle, (c)- un céne
Solution N°4
Le systeme (a) :
1- Le point m est défini par :
x = lsin@ _
{Z = lcosO N=2

Le nombre de liaisons entre les coordonnées :

x2+z%2 =12 = I=+Vx2+z2=(C" = R=1

14
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Et le nombre de degré de liberté est : d=2-1=1

2- La coordonnée genéralisée qui définie le systeme est : 6
Le systeme (b) :

1-  Lepoint M est défini par : OM = xe; + ye,

e, = Rcosfe, — Rsinfe,

eg = Rsinfe, + Rcosbe,

Et par conséquent :

{x = rsinf

y = rcosf = N=2

Le nombre de liaisons entre les coordonnées :

x2+z%2=1r? = r=Vx2+z2=(C"* = R=1
Et le nombre de degré de liberté est : d=2-1=1

Le systeme (c) :

1- Le point M est défini par :

{x = rsinf — N=2

y = rcosf

Le nombre de liaisons entre les coordonnées :
x2+z%2=1r? = r=Vx2+z2=(C"* = R=1
Et le nombre de degré de liberté est : d=2-1=1

Exercice N°5

Soit le systeme mécanique de la figure 1-4, constitué d’une masse m et un ressort de raideur
équivalente k. Trouver 1’équation différentielle du mouvement par la méthode de Newton et la

méthode de Lagrange.
A

Solution N°5
) k
a- Méthode de Newton =
S
T —
aléquilibre: X F=P+T=0
m
T: la force de rappel du ressort
R _ P
P: le poids de la masse m v

Fig.I-4. Systéme masse ressort

15
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mg — k.xy = 0 C’est la condition d’équilibre

Au mouvement : ¥ F = my

2
F=m%Z=mx =>mi =mg —k(x + x;)

datz

En appliquant la condition d’équilibre, 1’équation devienne :

mi+kx=0 = ¥+wix=0
Avec : ax est la pulsation libre est égale : w, = \/%

b- Méthode de Lagrange

L’équation de Lagrange est :

d(ay_2_g
dt \ax ax

Le lagrangien est donné par : L= Ec-E,

_1_ .2
E,. = Smx
E, = s kx?
Et
1 1
L= mez —Ekxz

En utilisant 1’équation de Lagrange :

JaL . d (0L ..
—=mx =—\—)=mx
x dt \dx

oL
ax

—kx

L’équation différentielle de mouvement est comme suit :

mi+kx=0 = ¥+ wix=0

La pulsation propre : w, = \/%

16
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Exercice N°6

Déterminer 1’équation de mouvement d’un pendule simple de la Figure I-5, constitué¢ d’une
masse m et fils de longueur | de masse négligeable pour des faibles oscillations par la
méthode de Newton puis par la méthode de Lagrange.

Solution N°6
a- Meéthode de Newton AN X
A \ =
D’aprés 2™ loi de Newton : )(9\\
2 \\\ h
— do \
My =1— | _
0 dt A T ;
d
_ = e e 0 Vi
M’F/O-I-Mﬁ/O:IH ””/’ m
_y__‘__-=::::: _______________
Le moment de la tension est nul et le moment du poids m P
v
est donné par : vy
—mgd =16 Fig.I-5. Pendule simple
Avec 1=ml? est le moment d’inertie du pendule.
Et d=lIsing
L’équation devienne :
—MGISING = MUPG oo (I-8)

Pour les faibles oscillations : sinf = 6 1’équation (I-8) devient :

é+%9=0

Avec : Wy est la pulsation libre est égale : w, = \/%

17
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b- Méthode de Lagrange

L’équation de Lagrange caractérisant le systeme est donnée par :

d (L) oL _
o (%) ~ % 0 ou L—EC-Ep

E.= %192 = %mlzéz et E, = —mgh = —mglcos6
Pour les faibles oscillations sinf~0 et cos@=1-&/2

L’énergie potentielle s’écrit :

E, = —mgl + ’”7‘9192
Et le Lagrangien :
1 1292 _1 2
L= Eml 0 —Emgle + mgl

Appliquant 1’équation de Lagrange :

6_L_ 24 i a_L _ 25
69—m19 :'dt(aé)_mle
oL

5——mgl9

En remplacant dans I’équation de Lagrange :

mi*6+mglo =0 =6+76=0

Et la pulsation libre w, = J%

Exercice N°7

Soit le circuit électrique de la figure 1-6 constitué d’une bobine et d’un condensateur. Trouver

I’équation différentielle du mouvement du circuit.

18
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Solution N°7
a- D’apreées la loi de Kirchhoff

M_Fﬂ:()

VetV =0 =L TR

Comme i(t) = %, I’équation différenticlle de mouvement s’écrit :
L4 L,
Lq-l-E—O > §+wiqg=0
: 1
La pulsation propre w, = =

b- Méthode de Lagrange

Ec = Emag = Vpdq = [ L3 dq = [ Lidi = Li? = 2 Lg?

Le Lagrangien : L = %qu — éqz
L’équation de Lagrange s’écrit :
d (oL\ oL

a(5s) 5 =0

6L_Lq N i(aL):Lq.

aq dt \aq
oL _ 1
6q_ c

L’équation différentielle de mouvement :

. q _ . l _
Lg+-=0 = G+-q=0

Et la pulsation propre : w, = \/g

19
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I-5- Exercices non corrigés

Exercice N°1

Pour repérer la position d'un solide dans I'espace, il faut repérer la position de trois points non
alignés A, B et C de ce solide.

1) Traduire les liaisons physiques par des relations mathématiques; quel est le nombre de

degrés de liberté de ce solide?

2) Quelles sont les coordonnées généralisées les plus couramment utilisées pour décrire le

mouvement d'un solide?

3) Quel est le nombre de degrés de liberté pour un solide qui posséde : a) un point fixe? b)

deux points fixes?

Exercice N°2

On considére un haltére constituée de deux masses identiques m, supposees ponctuelles,
reliées par une tige de longueur a, de diametre et de masse négligeables.

1) Comment s'écrit mathématiquement la liaison entre les deux masses?

2) Quel est le nombre de degrés de liberté de ce systeme?

Exercice N°3

Calculer la fréguence des oscillations pour chacun des systemes de la figure I-7.

R M e e
: Ky Ky
kq ko m ke
m kz m
B P

Fig.l-7. Différents systemes masse ressort
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Exercice N°4 :

La figure 1-8 illustre un circuit électrique constitué d'une self L _/ i
(de résistance supposee négligeable) et d'un condensateur
de capacité C. La capacité posseéde une charge Q. +g —cC L

A l'instant initial, I'interrupteur K est fermé puis le systeme

oscille librement (voir figure).

1) Ecrire I'équation qui régit les variations de la charge q _ o
Fig.I-8. Circuit LC

du condensateur au cours du temps.

2) Résoudre cette équation et déterminer la période de cet oscillateur.

Effectuer I'application numérique pour L=0.5H, C=0.5uF.et Q=0.5uC.

3) Calculer I'énergie du condensateur, celle de la self et I'énergie totale du circuit. Que

remarque-t-on ?

4) Faire l'analogie avec une masse m accrochée a un ressort.

21
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II-  Oscillations libres des systemes a un degré de liberté

I1-1- Oscillateur linéaire

Le mouvement vibratoire est dit linéaire s’il est régi par une équation différentielle

harmonique de la forme :

g+ apq=0 (11-1)
I1-2- Conditions d’équilibre

Les deux conditions qui définissent le mouvement vibratoire sont :

La condition d’équilibre :

9Epl  _ i
aq]q=0 =0 (11-2)

Et la condition de stabilité est donnée par :

02Ep
2q?

]q=0 >0 (11-3)

La figure 1I-1 illustre la variation des énergies cinétique, potentielle et totale en fonction de
déplacement x. Dans un mouvement vibratoire, 1’énergie totale est constante. L’énergie se
transforme d’une énergie cinétique a une ¢énergie potentielle. Quand I’énergie cinétique
diminue, 1’énergie potentielle augmente et vis versa. Cette propriété est appelée conservation

de I’énergie totale du systéme.

X

Fig. 11-1. Variation des énergies cinétique, potentielle et totale en fonction de x
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11-3- Equation différentielle

L’¢équation de Lagrange pour les oscillations libres d’un systéme conservatif est donnée par :

i(aL) oL _ (11-4)

at\oq)  oq

La solution de I’équation (I1-1) est donnée par :

q(t) = Acos(awyt + @) (11-5)
Pour calculer les constantes A et o, il nous faut les conditions initiales :

qt=0)=gq
-0 -a (1)

En remplagant 1’équation (II-5) et sa dérivée dans 1’équation (II-6), on aboutit :

Acosp = q
{—Aa)osimp = qp (11-7)

Pour calculer la constante A, on met les équations (11-7) au carré puis on les additionne terme

par terme, on aboultit :

1= (%) + () » 4208 = gk + 3

Et enfin,

_ |98 §+43 )
A= | o (11-8)

Et le déphasage,

tgp = o o, @ = —Arctg (i) (11-9)

oo qo %o
I1-4- Oscillations libres amorties a un degré de liberté

Dans les oscillations amorties, les forces de frottement sont prisent en considération. Les

frottements sont visqueux et dépend de la vitesse.
11-4-1- Equation de Lagrange

L’équation de Lagrange des oscillations amorties est citée ci-dessus dans I’équation (I-10) :
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d (0L dL . 9D
402+
dt \dq aq aq

On définit la fonction de dissipation par :

1 .5 aD .
= - _— — =
D Saq aq = 94

La forme de I’équation différentielle est :

g+ 28q+ a)(z)q =0
Avec :
0 est le coefficient d’amortissement.

wo est la pulsation libre.

I1-4-2- Résolution de I’équation différentielle

(11-10)

(11-11)

(11-12)

La solution de 1’équation différentielle (II-12) dépend de la valeur de & par rapport & wo. On

distingue trois régimes : le régime apériodique, le régime critique et le régime pseudo

périodique.

Le régime est apériodique (fortement amorti) si 3>y , et la solution est de la forme :

q(t) = Ajesit + A es2t

(11-13)

A; et A, sont des constantes d’intégration définies par les conditions initiales. La figure I1-2

représente la solution q(t) en fonction du temps dans le cas particulier ou q(0)=qgq et q(0)=0.

La solution q(t) varie exponentiellement vers zéro.

dor~—

q(n

temps

Fig. 11-2. Variation de q(t) en fonction du temps pour le régime fortement amorti (sur amorti)
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Si 8=y le régime est critique (Figure 11-3), et la solution est de la forme :
q(t) = (A + Ayt)e % (11-15)

A; et A; sont des constantes d’intégration calculées a partir des conditions initiales. La figure
I1-3 montre la variation de la solution q(t) en fonction du temps. q(t) est une fonction qui tend

vers zéro sans oscillation lorsque le temps augmente.

o

q(t)

o

temps

Fig. 11-3. Variation de q(t) en fonction du temps pour le régime critique
Si d<a le régime est pseudopeériodique (Figure 11-4), et la solution est de la forme :
q(t) = Ae %tcos(apt + @) (11-14)

A, ¢ sont des constantes d’intégration déterminées a partir des conditions initiales. mp est la
pseudo pulsation définie par : wp = / @& — 52

La figure II-4 illustre la variationde q(t) en fonction du temps. On remarque que q(t) est
envloppée par deux fonctions exponentielles. Le lieu des maxima est obtenu en résolvant
q(t)=0. Les maxima de q(t) sont séparés par des intervalles réguliers égaux & Ta. Ta est
appelé la pseudo-période. On remarque que la diminution de I’amplitude des oscillations au
cours du temps, I’'un des effets de ’amortissement est 1’augmentation de la période des
oscillations. Pour des systémes faiblement amortis (3 << wp), On peut remarquer que mp=wy et
21

que la pseudo période est peu différente de la periode propre : TaxTo = —

@o

26



Chapitre |1 Oscillations libres des systéemes a un degré de liberté

Fig. I1-4. Variation de q(t) en fonction du temps pour le régime faiblement amorti (sous amorti)

11-4-3- Décrément logarithmique

La figure 11-5 représente la définition du décrément logarithmique. Il est défini par le
logarithme du rapport des deux amplitudes successives des oscillations amorties :

A(tq) A(tq) A(t1+Tg)
D _ _ iy AT -1
e = M =~ M am (1l-16)

En remplacant les formules des amplitudes, on obtient a :

D = 6T, (11-17)

ou

0 est le coefficient d’amortissement.

T, est le pseudo période. Elle est donnée par :

T, = i—’; (11-18)
avec :
Wp est la pseudo pulsation, elle est égale a :
wp =R — 52 (11-19)
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<)

Fig. 11-5. Définition du décrément logarithmique

11-5- Analogie électromécanique

L’analogie entre le systtme mécanique masse-ressort et le systeme électrique RLC est

regroupée dans le tableau suivant :

Systemes mécaniques

Systéme électrique

Translation Rotation Circuit RLC
Déplacement : x Angle: 6 Charge : q
Vitesse : x Vitesse angulaire : 8 Courant : g

Accélération : ¥

Accélération angulaire : 8

Variation de courant : g

Constante de raideur : k

Constante de torsion : C

Inverse de la capacité : 1/c

Masse : m

Moment d’inertie : |

Inductance : L

Coefficient

d’amortissement : 0

Coefficient

d’amortissement : 0

Résistance : R

. . g 1 .
Energie cinétique : mez

1 .
— 162
2

Energie magnétique : %qu

Energie potentielle : %kx2

—mgh

.y, . 1
Energie électrique : Z—qu

Tableau. I1-1. Analogie électromécanique
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11-6- Raideur equivalente

Les raideurs sont liées soit en série ou en paralléle.

11-6-1- Raideur en paralléle

La figure 11-6 schématise 1’association en paralléle de deux ressorts.

L’¢équilibre des forces conduit a :

Ki.X+kKa.Xx=Keq.X = keq=K1+k> est la raideur équivalente.
Fig. 11-6. Association en parallele
1-6-2- Raideur en série des raideurs

La figure 11-7 schématise 1’association en série de deux ressorts.

L’équilibre des forces conduit aux relations suivantes :

k
kl.X]_:keq.X = xl ==
keq
— _ keq
kz.Xz—keq.X = xz = k_
2

L’¢longation totale : X=X;+X»
Fig. 11-7. Association en série des

ke ke . L i
X = (—q + —q) x =+ =2 + L est la raideur équivalente raideurs
k4 k, keq kq ko
I1-7- Exercices corrigés
Exercice N°1
Une tige OC de masse négligeable est articulée 70 Equilibre statique
OA=|1
sans frottement au point O et porte a son extrémité C o8|
=

une masse m (Figure 11-8). Deux ressorts de raideur oc=| 7

ki et ko sont liés a la tige aux points A et B respectivement.

B

A 1’équilibre, la tige est horizontale et elle est écartée
. ) . o Fig. 11-8. Systeme mécanique
d’un angle 0 supposé tres petit (les faibles oscillations). pendule-ressort

1- Calculer I’énergie cinétique et potentielle du systéme.
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2- Déduire le lagrangien.
3- Etablir I’équation du mouvement.

4- Trouver la solution 6(t) si 6(t = 0) = 7/, , 6(t =0) = 0.

Solution N°1

1- Energie cinétique et potentielle :
1 v2_1 % =lsing ~
E.=smy® = 2m(lﬁ) avec y=Ising ~10
E,=E, +Ep, = %klyl2 + %kzyz2 avec y1=hisin@~11.6, y,=l,sind ~1,0
1 2,1 2
Ep = Ekl(lle) + Ekz(lze)
L =-mi202 — -k, 1207 -~ k,126°
2- L’équation de Lagrange est donnée par :
d (L) oL
(5 % =0

oL o mizé - 4 (aL) = ml?0

PY) at \aé
oL
2 = —ky 120 — k, 130

3- L’équation du mouvement s’écrit :
2(j 2 2 i (kali+ks13)
ml“0 + (klf + k,15)0 =0 = 0+———0=0

mi?

Et la pulsation propre : @, =
4- Lasolution est :

0(t) = Acos(wot + @) = 6(t) = —Awysin(wpt + @)

15

{6(t=0)=Acosq0=f—5 SA=—=
0(t=0)=—Awysing=0 = —sing=0=>¢p =1

Et la solution : 0(t) = — f—scos(a)ot + 1)
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Exercice N°2 ;

Un tube en U (Fig. 11-9) de section faible et uniforme s contient un  —y— (v
liquide de masse volumique p. La pression a la surface libre est .

égale a la pression atmosphérique.

1- Calculer la période propre des oscillations de la masse ‘ \_//

- - ’) \ 4

liquide * i
Solution N°2

Fig. 11-9. Tubeen U
Le lagrangien est donneé par : L=E-E,

Puisque la section est uniforme, toutes les particules de liquide ont une vitesse v. L’énergie

cinétique du fluide est :

1,
Eczzmx

L’énergie potentielle : E, = pgsx?

L= %ma’cz — pgsx?

d (6L) aL 0

dt \ox ax

aL ) d (oL .
—=mx =—|—)=m¥
ax dt \ox

oL _ 2p0gSx

x pPg

Et enfin I’équation différentielle de mouvement :

mx + 2pgsx =0 = 5&+%x=0

La pulsation libre est : @y = /Zl:fs

m
2pgs

La période propre : T, = 2@
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Exercice N°3

On realise le montage correspondant au schéma de la figure 11-10.

On bascule le commutateur en position 1 pour charger

le condensateur puis on le bascule en position 2.

Avec un systéme d'acquisition et de traitement, on enregistre

la tension u¢(t) dont le graphe est représenté sur la figure 11-11.

L'enregistrement débute a I'instant de date t, = 0 s qui

correspond au basculement du commutateur en position 2.

u: (enV)
4 i L S L
R Sy Fom-] . .
| i | 1 I
| ] | ] 1
10 fpm = o b e e b e = e Le—— [
] ] ] 1
I ] 1
I I i
I e o e = o B B e e
I I | 1
| I ] i
| ] 1 1
u T T T T >
0 120 lag 150 Iag 100
I I ] I 1
b L L —d_ 2 [ IS VY S T,
5 T i 1 T i
| ] | I 1
| I | 1 1
J T J . SR, e b = A —— -
I I ] ] I
| | 1 1 i
| I 1 1 1
B |- S —— e e fmmm—— P

2

L=1H et r=10Q
Fig. 11-10. Circuit LC

Fig. I1-11. Variation de la tension de sortie en fonction du temps

temps ?

3-

expression.

Déterminer la valeur de la pseudo-période du signal.

Comment peut-on expliquer la diminution d'amplitude des oscillations au cours du

Ici on peut considérer que la période propre et la pseudo-période ont la méme

En déduire la valeur de la capacité C du condensateur et comparer avec l'indication du
fabricant. On donne 72~ 10

Solution N°3

1- La diminution d’amplitude est due a la résistance interne de la bobine. Il y a

dissipation d'énergie sous forme de chaleur en raison de I'effet Joule).

2- La pseudo-période vaut T = 20 ms.

3- La pseudo-période ayant méme valeur que la période propre, on a:
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Tg
472L

Ty =2nVLC = T¢ =4n?(LC) = C =

En remplagant les valeurs de Ty et L, on trouve :
C =10 pF Valeur égale a celle du fabricant.

Exercice N°4

Une masse m est soudée a ’extrémité d’une tige de longueur | et de masse négligeable
(Figure 11-12). L’autre extrémité du fil est articulée au point O. La tige est liée au point A a
un Bati (B1) par un ressort de raideur k;. Au point B, la tige est reliée a un Béti (B;) par un
ressort de raideur k,. La masse m est liée au Bati (B,) par un amortisseur de coefficient de
frottement «. OA=I1/3 et OB=2I/3.

B ]

1- Trouver I’équation différentielle du mouvement.

2- Déterminer la solution de I’équation

différentielle dans le cas d’un faible amortissement,

e

le coefficient d’amortissement, la pulsation propre (B,)

et la pseudo-pulsation.
(04

Solution N°4 Fig. 11-12. Systéme mécanique

1- L’équation différentielle du mouvement :
Le Lagrangien : L=E-E,
E.= %mx% avec:x; =Isind =10 = %3, =10 = E, = %mlzéz
Ep = Epl + Epz

Ep1 est I’énergie potentielle du ressort de raideur ki. Ep, est celle du ressort ko.

2
_1 2 _ ! _1 L 2
Epl = Eklxl avec X1 = 59 = Epl = Ekl (g) 0

2
1, 2l 1, 20\ 2
Epz = Ekzxz avec x, = ?9 = Epz = Ekz (?) 0

£y = i (0 + i (' 0

3

La fonction de dissipation : D = %aa’c% = %alzéz
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Chapitre |1 Oscillations libres des systéemes a un degré de liberté

Le Lagrangien s’écrit :

L =>ml?6% -k, (1)2 62 +k; (”)2 E

3 3
L’équation de Lagrange est donnée par :

d(aL) oL , aD _

at\ed) 96 ' 06

oL iz = i(a—L) = ml?%6

20 dt \oo
oL k1?2 4k,l?
= ()0
a0 9 9

aD 24

— = al“0

a0

En remplagant terme par terme dans ‘équation de Lagrange, on obtient :

4k, 1?

mi%0 + al?0 + (kl—lz +
9 9

)9=0 :>{9'+%é+(k1+ﬁ)9=0

Im Im

2- Pour les faibles amortissements,
6(t) = Ae %t cos(wpt + @)
Par analogie avec :
6 +2860 +w2 =0

La pulsation propre :

k, + 4k,
@0 = 9m

Le coefficient d’amortissement :

a

0=om

La pseudo pulsation :

1
wp = /wg — 62 = @\/4(1& + 4k,) — 9a?
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Exercice N°5

Une fois le condensateur charge, on bascule rapidement le commutateur (K) (voir figure Il-
13) de la position 1 a la position 2 : il prend l'instant du basculement comme nouvelle origine

des dates. Le condensateur se décharge alors dans la bobine.

A- L'acquisition informatisée des tensions permet de visualiser I'évolution des tensions uag(t)

et upg(t) en fonction du temps.

Apres transfert des données vers un tableur-grapheur, on souhaite étudier I'évolution des

différentes énergies au cours du temps.

1- Exprimer littéralement, en fonction de i(t), I'énergie magnétique E,, emmagasinée dans la
bobine.

2- A partir de I'une des tensions enregistrées Uag(t) et Upg(t), donner I'expression de I'intensité
instantanée i(t).

3- En déduire I'expression de I'énergie magnétique emmagasinée dans la bobine en fonction
de I'une des tensions enregistrées.

4- En déduire I'expression de I'énergie totale E+ du circuit en fonction des tensions uag(t) et
UDB(t).

1 {0 2
Aer—pY,
D

| e
=
O

Ak

m
f——t
/AR
08
%

U{i}.
A
| —
 I— |

vY,
Fig. 11-13. Circuit RLC

B- A partir du tableur-grapheur, on obtient le graphe de la figure 11-14 qui montre I'évolution,
en fonction du temps, des trois énergies : E. énergie électrique, En, énergie magnétique et Et

énergie totale.
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Courbe 1

Courbe 2

Fig.11-14. Evolution des énergies E,, Et et E, en fonction du temps

5- ldentifier chaque courbe en justifiant. Quel phénomene explique la décroissance de la

courbe1?

C- Pour entretenir les oscillations, on ajoute en série dans le circuit précédent un dispositif

assurant cette fonction. On refait alors une acquisition informatisée.

1- Tracer sur la figure 11-15 les deux courbes manquantes. Préciser ce que chacune des

trois courbes représente.

2- Pourquoi un tel régime est-il qualifié d'entretenu ?

Energies

4

1

0

-

Fig.l1-15. Evolution des énergies en fonctions du temps
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Solution N°5
Cas A

1- Energie magnétique E, emmagasinée dans la bobine:

1
E, = ELi(t)z

2- Loi d'Ohm:
upp(t) = —RIi(t) e i(t) = _uD;(t)
En remplacant cette derniére équation dans 1’énergie, on trouve :
E, :% uIZJIgz(t)

3- Energie totale Et du circuit en fonction des tensions uag(t) et upg(t):

1 1 u3z(t)
Er = Eq+ En = Cujp(t) + 5L DI‘;Z

CasB
Initialement le condensateur est chargé et aucun courant ne circule donc :
E+(0) = E¢(0) et En(0)=01J
On en déduit alors que:
- la courbe 1 est associée a Et
- la courbe 2 est associée a En,
- la courbe 3 est associée a E,

La décroissance de la courbe 1 est due a la perte d'énergie sous forme de chaleur, par effet
Joule, dans la résistance R.

CasC
Lorsque les oscillations sont entretenues I'énergie totale Er est constante: Er = E¢ + E,, = Cte
- Initialement le condensateur est chargé et aucun courant ne circule :
E+(0) = Ee(0) et En(0) =0J

- Si E. augmente alors E,, diminue et inversement.
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- Si E¢ est maximale alors E,, est nulle et inversement.

D'ou les courbes :

Er

Em
0 t

Fig.l1-16. Variation des énergie E, E. et Er en fonction du temps

Le régime est entretenu car les pertes énergétiques dans la résistance sont compensées par
I'apport d'énergie du dispositif d'entretien des oscillations. Les oscillations ne sont plus

amorties mais ont une amplitude constante au cours du temps.
Exercices non corrigés
Exercice N°1

On modélise I’amortisseur d’une voiture (Figure 11-17)

a I’aide d’un ressort de raideur k et de longueur a vide b, b

lo, en parallele avec un amortisseur

de coefficient de frottementA . Une masse m/4 est

e Gy
posée sur ce dispositif et peut se déplacer 7&”‘1)

verticalement le long de I’axe — lié au référentiel 0
ex

Fig. 1-17. Amortisseur d’une

terrestre, supposé galiléen. La masse m/4 représente la Voiture

masse du véhicule de masse m pesant sur le systéme d’amortisseur.
1- Lors du changement d’une roue on souléve d’une hauteur h = 25 cm la carcasse du
véhicule, ce qui correspond au moment ou la roue (de masse négligeable) ne touche
plus le sol : la longueur AM (longueur du ressort) vaut alors 40 cm. Déterminer les

caractéristiques du ressort.
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2- Déterminer et calculer A afin que le dispositif fonctionne en régime critique (roue sur

le sol a I’arrét et masse m/4 en mouvement vertical)

3- On enfonce la masse m/4 d’une hauteur d = 5 cm et on lache le systéme a t = 0 sans

vitesse initiale. Déterminer I’évolution de ’altitude x de la masse m/4.

Exercice N°2

Soit le systeme mécanique (Figure 11-18) composé
d’un disque (M,R) qui peut rouler sans glisser sur

un plan horizontal, d’un ressort k et d’un amortisseur

de coefficient de frottement visqueux o.
1-
en fonction de & et wo, et déduire mp.

2-

Exercice N°3

Trouver I’équation du mouvement, (J,

o

SRR

— I

2 MR?)
2

Le systéme est constitué de 2 masses m; et m,, d’une tige

de masse négligeable et de longueur L et d’un ressort k;

et d’un amortisseur de coefficient de frottement

visqueux a (Figure 11-19).

1- Ecrire I’équation différentielle du mouvement,

sachant que le systeme effectue des oscillations

de faible amplitude.
2- Déterminer la pulsation propre du systéme.

3-Trouver 1’équation du mouvement, sachant

que : 0(0)=6 et 6(0) = 0. Ondonne : =2 = m, = m et il

4

39
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Déterminer I’équation différentielle du mouvement

Fig. 11-18. Systeme mécanique

it

Position d’équilibre

=k

Fig. 11-19. Systéme mécanique
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Chapitre 111 Oscillations forcées des systéemes & un degré de liberté

I11- Oscillations forcées des systéemes a un degré de liberte

I11-1- Equation différentielle

L’équation différentielle des oscillations forcées des systémes a un degré de liberté est donnee

par :
d oL\ 9L , oD
E(a_q)_£+a_q_ ext (111-1)

Fext : la force généralisée a une force extérieure

L’équation différentielle du mouvement vibratoire forcé est :

G +28q + wjq = A(t) (111-2)
I11-2- Solution de I’équation différentielle

L’équation différentielle du mouvement des oscillations forcées est une équation différentielle

du second ordre avec un second membre. La solution de 1’équation (I1-2) est donnée par :
q(t) = qu(®) + g, (1) (111-3)
gu(t) : est la solution homogene

Op(t) : est la solution particuliere

Les trois cas de solution homogéene comme sont citées avant sont proportionnels a un terme

exponentiel :

qy(t)~e5t (111-4)

Aprés un intervalle de temps t supérieur a (3/8) ou (4/8), le terme e =%t —» 0 et qy(t) - 0 .
Dans ce cas, la solution générale tend vers la solution particuliére. Ce régime est appelé le

régime permanent.
q(t) = qp() (11-5)

Quand la solution homogene est non négligeable et non nulle, le régime est dit transitoire.
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I11-2-1- Cas d’une excitation sinusoidale

L’excitation sinusoidale est de la forme :

A(t) = Aycos(Qt)

L’équation du mouvement (111-2) devienne :

G+ 284 + obq = Aycos(Qt) (111-6)

La méthode des nombres complexes permet de calculer aisément la solution stationnaire. La

solution particuliere complexe est :
q(t) = ge*t (111-7)

q est I’amplitude complexe.

q = qee'? (111-8)
L’excitation A(t) sous forme complexe est égale :

A(t) = Aye' (111-9)
q(t) est une solution de 1’équation différentielle si g(t) et §(t) vérifient I’équation (III-2).
_qoﬂzei(nt+<p) + 25(iﬂqoei(m+‘p)) + quoei(ﬂt+(p) — Aoeim

qol(WZ — Q2) + 2i6Q]e'? = A,

On obtient I’amplitude complexe :

Ao

4 = (2—a?)+zis0 (IN-10)
Et on multipliant par le conjugué du dénominateur, on trouve :

qo = J(wg_nj)02+45292 (11-112)
Et

@ = —arctg (%) (111-12)
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111-2-2- Cas d’une excitation périodique

La fonction A(t) étant périodique, de période T, son développement de Fourier est :

A(t) = % + Y, agcos(nat) + bysin(nawt) (11-13)
L’équation différentielle s’écrit alors :

G+ 28q+ oiq = % + Yoo agcos(nat) + bysin(not) (111-14)

La réponse permanente peut étre calculée par :

anpcos(nawt+@)+bysin(not+@)

Ao 1)
q(t) = —5+Xn=1 (111-15)
20 J(w(z)—ﬂz)2+46292
I11-3- Pulsation de résonnance
Pour calculer la pulsation de résonnance, la dérivée de qo est égale a zéro.
— —_ —02 2
M _ o= 240[-0(e5-0 )+2‘§/“] ~0 (111-16)
[(e3-02)"+a5202]
— Q[(a? — 02) — 262] = 0 = 4 =0 (11-17)
° - Q, = § — 262
La pulsation de résonnance est donnée par :
Qg = /& — 262 (111-18)
En remplacant 2k dans I’amplitude, on obtient :
qo(Qg) = —22— (11-19)
oR 28 /a)g—sz
Pour les faibles amortissements :
(Qp) = — (111-20)
qo\iigp) = 280

La figure 111-1 représente la variation de I’amplitude qo ( & gauche) et le déphasage ¢ ( a
droite). Pour I’amplitude on remarque qu’il existe un maximum a la pulsation Qg seulement si

I’amortissement est faible pour que & < wy/V2
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AQ ){ (4] C. m{'_‘] Q
. —_ T
25V cof:. - 32 J,’HP:H\. \h\ :
/ 1 \ l"-. |
S == o
),f' 1 Y il
A : \ IlI I
4 il
al 0 | | |
o0 | N i ‘*\/5 <opl+f2 L Jfl' ________________
|
|

Fig. I11-1. Amplitude et le déphasage en fonction de 2

I11-4- Bande Passante

On définit bande passante, la bande de pulsation pour les quelles I’amplitude est égale a

qO(QR) A .
5 Elle est donnée par :

B=Q,—-Q,=26 (111-21)
I11-5- Coefficient de Qualité
Il est définit par le rapport de la pulsation propre a la largeur de la bande passante B.

—% _ % -
Q=% =% (11-22)

111-6- Impédance mécanique

On appelle impédance mécanique d’entrée du systeme mécanique, le rapport des amplitudes

complexes de la force F et de la vitesse v.
F
Z=- (111-23)

111-6-1- Amortisseur

La force de frottementF = av, on déduit I’impédance complexe d’un amortisseur :

Z,=a (111-24)

111-6-2- Masse

D’aprés la 2°™ loi de Newton, la force F s’écrit :
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dv
F=m—
dt

On en déduit I’impédance complexe d’une masse :
Zym =1iml) = erig

I11-6-3- Ressort

Laforce: F = kx

Et I’impédance d’un ressort est donné par :

I11-7- Exercices corrigés

Exercice N°1
Etablir I’équation différentielle en courant puis en charge

du circuit oscillatoire électrique RLC de la figure 111-2. On donne :

R=80Q2, L=10 H, C=0.005 F, Up=53 V, Q=3 rad/s, U(t)=Uycos(Qt). R

1- Calculer la période propre T, et le coefficient d’amortissemento.
2- Déterminer la solution du régime transitoire, et en déduire
sa pseudo pulsation ®p.

3- Déterminer la solution du régime permanente.
Solution N°1

1- Y3, Vi=U =2V, +V.+Vyg=U
di(t)
dt

L

+=fi(t)dt +Ri=U =>Lj+R4+-q=U

.. R . 1 Ugcos(Qt)
=4+ L4 + = L
Par analogie, on trouve :

o =
0™ Vic

= Tp = 2nVLc = 1.4s

45

(111-25)

(111-26)

|

UMD
W

Fig. 111-2. Circuit RLC

e

OO
@

Fig. I11-3. Maille du circuit
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2- Lasolution transitoire :
L’équation différentielle du mouvement devient :
G + 8¢ + 20q = 5.3cos(3t)
La solution générale est :
q(t) = q,(t) + qu(t)
gu(t) est la solution homogeéne calculée lorsque A(t)=0. L’équation différentielle s’écrit :
Gg+8q+20q=0
On calcul le déterminant :
N=6>-ak=16—-20=-4<0
Et
qy(t) = Ae *cos(wpt + @)
Wp = m =2
qy(t) = Ae *cos(2t + @)
La solution particuliere est calculée lorsque A(t) =0:
G +8q + 20q = 5.3cos(3t)
La solution particuliére suit la forme du second membre.
qap(t) = gocos(3t + @)

Pour calculer qo et ¢ a partir de la méthode des nombres complexes. On suppose la solution

complexe de la forme :
C[p(t) — qoei(3t+(p) — qoekpeBit
En remplacant la solution dans 1’équation différentielle,

—9qee'? + 24igye'? + 20qye'? = 5.3 = e’ (11 + 24i) = 5.3
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53
s —
=i

24
@ = —arctg (H) = —65.4° = —-1.14rad

Et la solution particuliére :
qp(t) = 0.2cos(3t — 1.14)
q(t) = Ae™*tcos(2t + @) + 0.2cos(3t — 1.14)
3- Lasolution permanente est calculée lorsque gu(t)—0. Donc elle est donnée par :
q(t) = 0.2cos(3t — 1.14)

Exercice N°2

Soit le pendule inversé de la figure I11-4. (I = mL?). Au repos la tige OC est verticale et les
ressorts sont non déformés.

1- Donner I’équation différentielle du mouvement de +«— f(t)—>» K,
ce systeme (dans le cas des petites oscillations).
On donne : m=0,2 kg, k;=9 N/m, k,=5 N/m,

B=0,9 kg/s, L = 0,5 m et f(t)=cos(2t).

2- Donner la pulsation propre, la pulsation

amortie (pseudo pulsation), le décrément logarithmique.
3- Donner la solution du régime Permanent.

4- Donner la solution du régime Transitoire.

Fig. I11-4. Oscillations forcées du systéme

Solution N°2
masse ressort

1- L’équation différentielle du mouvement :
L=E-Ep

E.=116%2 =im126?
2 2
1 L\2 1
Ep = Epl + EpZ = Ekl (E) 92 + Ekszez + mgLCOSQ

b =308 =35 (5) 4

47

R



Chapitre 111 Oscillations forcées des systéemes & un degré de liberté

L’équation de Lagrange pour les oscillations forcées est donnée par :
d (aL) oL 4 oD F
dt\oqg) dq aq

Apres dérivation et en remplacant terme par terme dans 1’équation de Lagrange, on obtient :

1

. 4L% L’k
mL29+TﬁH+ + L2k, —mgL |0 = F(t)

9
. 4 ki k, g 1
9+%ﬁ9+<%+a—z>6——mLZCOS(Zt)

2- La pulsation propre :

/kl +9k, g
Wy = “om .- 3.16rad/s

La pseudo pulsation : @p = /a2 — 62 = 2.78 rad/s
Le décrément logarithmique : d=0T = d=0.94
3- Lasolution du régime permanent :
0, (t) = Bycos(2t + @)
Avec :

1
6, = /mLZ
(@} — Q2)2 — 45202

Et

280
QY = —arctg m
0

En remplacant les données numériques, on trouve :
6,(t) = 0.18cos(2t — 0.27)

4- La solution au régime transitoire :
6(t) = 0u(t) + 6, (1)
L’équation différentielle sans second membre s’écrit :
6+ 1.50 + 106 = 0

A= —17.5 < 0 et la solution homogene :
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3
0(t) = Ae 2" cos(2.78t + @)

A et ¢ sont des constantes d’intégration calculées a partir des conditions initiales.

Exercice N°3

Un générateur de signaux fournit une tension en créneaux de période T=2.10"s et d’amplitude
V=15V.

V(t) = —15V pour 0 <t Sg
V(t) = +15V pour g <t<T

1- Donner le développement en série de Fourier de la tension en créneaux étudiée.

2- Calculer numeriquement les termes correspondant a n<9.

On applique une tension V(t) a un dipdle RLC et on mesure la tension V’(t) au bornes de R.
On donne L=1H, R=1002, C est calculée pour que 1’on ait la résonnance pour la fréquence de

la tension V(t).

3- Déterminer les coefficients a;, et b;, de la série de Fourier qui est le développement de
la tensionV-(t).
4- Calculer numériquement les termes correspondant a n<9. Commenter les résultats

obtenus.
Solution N°3

1- Le développement en série de Fourier :

a, = %fOT V(t)cosnwtdt

== [fT/Z —Vycosnwtdt + fT +V, cosnwtdt]
“rllo 0 T/, Vo

— ﬂ — 1 =
—an( 2sinnm)=0

b, = %fOT V(t)sinnwtdt

=1 [fT/Z —Vysinnwtdt + [y, +V, sinnwtdt]
7 1Jo 0 1/, Vo
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=2 @2-2(-D"

Pour n pair b, =0

. . 4V
Pour n impair b, = — —

nm

En posant n=2p+1, le développement de Fourier est donné par :

_ _ Wy sin2p+1)wt
V(t) - T Zp:O 2p+1

2- Application numeérique :

Bl Bg B5 B? BQ

-19.1 -6.37 -3.82 -2.73 -2.12

Le circuit est alimenté par la tension en créneau d’amplitude Vo=15V. Par superposition de
tensions sinusoidales de plusieurs Q=w, 3o, ..., no. Les termes B, sont les amplitudes des

harmoniques de rang n.

bn _ R

b, 12
n R2+(LO-=5)

Avec :

Q=no, LCw?=1, on trouve :

bn _ R
bn R2+(n2LCw2—1)
nCw
bn _ R
b
" R2+(Lwn '1)

En remplacant les valeurs numériques, on obtient :

by 100

bn , 2
j1002+(102n" n_l)

Les calculs sont regroupés dans le tableau suivant :

n 1 3 5 7 9
by, 1 0.012 0.0066 0.0046 0.0036
by,
by, -19.1 -0.076 -0.025 -0.013 0.0076
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On remarque que le terme fondamental est favorise, et que le signal de sortie va rester a peu

pres sinusordal.

I11-8- Exercice non corrigés

Exercice N°1

e '
Dans la figure I11-5, la masse m est fixée a un ressort k et
un amortisseur o.. On applique & la masse m une force oci:j k
F(t)= Fosin(ot).
1. Trouver 1’équation différentielle du mouvement forcé amorti.
F(t
2. Trouver la solution générale de 1’équation différentielle, ® y(t)

en calculant la solution homogene et la solution particuliére. _ o
Fig. I11-5. Oscillations forcées du

systéme masse-ressort
Exercice N°2

Dans la figure 111-6, un disque circulaire homogene, de masse M r.nz

et de rayon R, peut osciller sans frottements autour de son

I,
axe horizontal 0. Deux masses m; et m, sont soudées ‘
A y

aux extrémités d'une tige de masse negligeable liée rigidement <3 /R B
au disque et passant par 0. Les distances de m; et m; au centre \0

sont notées respectivement [y et [,. Un ressort vertical, Kk I, Ho‘
de constante de raideur k a une extrémité fixe et l'autre

est reliée au disque en un point A situé a une T | T

distance " a " de 0. En position d'équilibre la tige est verticale

F(tg
avec my en bas et le point A est au méme niveau que le 1
Fig. I11-6. Oscillations forcées du

centre 0. Le disque subit un frottement visqueux de coefficient « N
systeme masse-ressort

au point B. La masse m; est soumise a une force F(t)= Focos(Qt)

perpendiculaire a la tige.

Exercice N°3

Trouver le développement en série de Fourier de la force F(t) appliquée au systéeme

oscillatoire définit par 1’équation suivante :

F(t
5&+263’c+w§x=£
m
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avec F(t) est une fonction périodique de période 2r tel que :

(K pour 0<t<m
F(t) = {—FO pourm <t < 2m
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Chapitre IV Oscillations libres des systémes a deux degrés de liberté

IV-  Oscillations libres des systemes a deux degrés de
liberté

IVV-1- Introduction

Les systemes a deux degrés de liberté sont constitués de deux systemes a un degré de liberté
couplé. Dans les systéemes a deux degrés de liberté, il y a deux coordonnées qui caractérisent

le mouvement vibratoire. Il existe trois types de couplage : par élasticité, inertiel et visqueux.
IV-2- Types de couplage
IVV-2-1- Couplage par élasticité

Le couplage entre les deux systemes est a travers un ressort (capacite).

— 0

Fig. IV-1. Différents systemes mécanique et électrique
couplés par élasticite
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Chapitre IV Oscillations libres des systémes a deux degrés de liberté

IVV-2-2- Couplage inertiel

Le couplage entre les deux systemes est a travers une masse (bobine).

_ |
1 |

Fig. IV-2. Systemes mécanique et électrique
couplés par inertie

IVV-3-3- Couplage visqueux

Le couplage entre les deux systemes est a travers un amortisseur (résistance).

C, C,
I 12
m; m, il || |
“ ky @ K,
5@ L, R L,
Tl> X2

Fig. IV-3. Couplage visqueux des différents systémes
mécanique et électriques

IV-3- Equations différentielles

Pour étudier les oscillations libres des systemes a deux degrés de liberté, il est nécessaire de

décrire le mouvement par deux équations de Lagrange :

d (oL oL
2 (50) ~ 30 =0
1 1
dioLy_ o _, (V-
o) a0 =
1 et g, sont les deux coordonnées généralisées qui caractérisent le systeme a deux degreés de

liberté.
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I\VV-4- Exercices corriges

Exercice N°1

On considere les oscillations libres du systéme a deux degrés de liberté de la figure V-4 :
: 7L

o
X1 X,

Fig. IV-4. Systeme masse-ressort a deux degrés de
liberté

1) Calculer les énergies cinétique et potentielle du systeme ;
2) Pour k; = k, = k et m;= m = my/2, et en utilisant la formule de Lagrange établir les
équations différentielles du mouvement. En déduire les pulsations propres du systéme.

Solution N°1
1- Energie cinétique et potentielle :
Eo = 2myif +2myi3

1

1
E, = §k1x12 + Ekz (1, — x3)?

1 . 1 . 1 1

L=E.—E,= Emle + Emzxﬁ — Ekle — k(g — x5)?
2- Les équations différentielles :

d (E)L) oL

dt\ox,) 0x;

d (GL) oL )

dt\ox,/ odx,
{mljél + k1x1 + kz (x1 - xZ) == 0

myX, — ko —x2) =0

E remplagant les constantes, on trouve :

{m;’c’l + 2kx; —kx, =0
2m552 - k(xl - XZ) =0

Les pulsations propres :
On propose les solutions suivantes :
x,(t) = A;cos(wt + @)

x,(t) = Aycos(wt + @)
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{(_m(l)z + Zk)Al - kAZ =0

On calcul le déterminant :

2
A _ [-mw* + 2k -k —0
(@) | -k —2mw? + k

(—mw? + 2k)(—2mw? + k) —k? =0

2mlw* — 3mkw? + k2 =0 = A=9m?k>-8m%k’*=m*k*>0

Le terme de plus basse fréquence correspondant a la pulsation o, est appelé le fondamental.

L’autre terme, de pulsation w,, est appelé harmonique.

Les deux pulsations propres sont :

_ |k _ k
w1 = ;eth— m

Et les solutions s’écrit comme :
x1(t) = Ajicos(wyt + @) + Ajycos(wot + @)
xZ(t) = A21COS((J)1t + §01) + AzzCOS(wzt + (pz)

Aq1, A1z, Az1, Az, @1 €t @, sont des constantes d’intégration déterminées a partir des
conditions initiales.

Le systeme oscille dans le premier mode (fondamental), les solutions s’écrivent :

x1(t) = Ayicos(wyt + @4)

x,(t) = Azycos(wyt + 1)

Les solutions du systéme oscillant dans le second mode (harmonique) sont données par :
x1(£) = Ajzcos(wyt + @3)

x5 (t) = Apzcos(w,t + @)

Les constantes A1, A1z, A1 et Ay, sont des constantes d’intégration calculées a partir des

conditions initiales

Exercice N°2 C; C,

Soit le montage de la figure 1V-5. |
Les 2 circuits LC oscillants sont couplés par une capacité C.
IciC;=Co=CetlLi=L,=L L, —¢C

1) Ecrire les 2 équations différentielles en iy et i,

(Puis en q et g).

Fig. IV-5. Circuits RLC couplés par

une capacité
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2) Trouver les pulsations propres du systéme et donner la solution générale sachant qu’a t= 0,

seul C; possede une charge q.

Solution N°2

1- Les équations différentielles du mouvement :

Z?:l V=0
D’apres la loi des mailles :

{VC1+VL1 + VC = 0
VC2+VL2 + VC = 0

di 1 . 1 . .
L, d_tl + c_lf idt + Ef(ll —ip)dt =0 Fig. IV-6. Lois des mailles et des

di 1 . 1 . .
de_tz‘l‘c_zflzdt _Ef(ll - lz)dt = 0

neeuds

dq . di .
= — = et — =
dt q dt q

i
. 1 1
LGy +C_Q1 +E(CI1 —q;) =0
1
. 1 1
L,q; +C_ZCI2 _E(Ch —q) =0
2- Les pulsations propres du systeme :
. 2 1
LGy +2q1+2q,=0
. 2 1
Ly, +C_2CI2 -0 =0
On suppose les solutions de la forme : g;(t) = Q,e™* et q,(t) = Q,e™* . Avec :
Q1 = qo1e' et Q, = qpre™
Le systeme devient :
(—QZL +E) Qi +-Q, =0
C C
- 2L+2)0, =0
—z0+ (-0 +3) e =
A= (—0? +2wd)? — 4wt =0 = (—w? + 3w (—w? + w)) = wi = w§; w5 =3w]

Mode 1: w? = w2 - (“"2’2 ‘ZZ‘%) (gi) = (g) — Vecteur propre W= (1)
0

-wg
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Matrice de passage — P = [_11 ﬂ
Mode 2: w% = 30)(2) - (_wj% __C:)(zé) (gi) = (8) - Vecteur propre W: (_11)

Solutions générales :

(%) —p (Ql cos(wqt + (P1)> R {ql(t) = Q; cos(wit + @) + Q, cos(w,t + ;)
q2 Q2 cos(w,t + @) go(t) = Q1 cos(w 1t + @) + Q; cos(wyt + ¢3)

Les constantes Q1, Q2, ¢4, ¢, sont déterminées grace aux conditions initiales 4 inconnues

donc nécessaire d’avoir 4 équations :

a1 (0)= q,;02(0)= g et g1 (0)= g2 (0)=0

{‘h(o) = —Q1cos@; + Qzcos 9, =q = 2Q,cos@p; = q = 2Q, oS,
q2(0) = —Q1cosp; + Qzcosp, =0 = Q;cosp; = Q, cos P,

{%(O) = —Q1 w;Sin@; — Q; wysin @, =0 - 2Q,w,sin @, =0
42(0) = Q; wysin@; — Q; w,sin @, = 0 - 2Q; wysing; =0

_’(P1=<P2=O_>Q1=2_Q2

2_

q.(t) = %(cos w1t + cosw,t)

q2(t) = —%(cos w,t — COSwyt)

Exercice N°3
Soit le montage de la figure IV-7. Les 2 cylindres identiques (masse M, rayon R, et moment
d’inertie (J = ¥4 MR?) roulent sans glisser sur
un support horizontal. Soit 0, et 6, les angles
de rotation de ces 2 cylindres par rapport a

leurs positions d’équilibre respectives. Au repos

(61 = 0, = 0) les ressorts sont non déformeés.

1) Etablir le Lagrangien du systéeme en fonction Fig. IV-7. Systéme mécanique de deux
de x; et x5 . degrés de liberté

2) On prend k; =k, = k&’ # k, trouver les équations du mouvement.
3) En déduire les pulsations propres.

4) Ecrire le lagrangien sous la forme suivante :

3
L= 7 M [%% + %% — w3(x? + x2 — 2kx,x,)]
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En déduire les expressions de wq” et de K
5) K est le coefficient de couplage, montrer qu’il varie entre 2 valeurs limites.
6) Donner le sens physiques de wo en le comparer aux pulsations propres trouvees dans la

question 3. En déduire I’effet du couplage k sur les pulsations propres.

Solution N°3
1.

x;= RO, x,= RO, T=>Mit+J62+ > Mi}+3J02 =2 M(iE +43)
1,01 1 ,
U= Eklxl + Ek2x2 + Ek[(xl + R91) - (xz + Rez)]
1 2 1 2
= Eklxl + Ek2x2 + 2k(x1 - xZ)
2.

ki=k,=k L=T-U
i(ﬁ)_ai:(,

dt 6X1 6x1

d (0L JaL

i (35) 3 = 0
e LBt i

. X, = X e/™t —wi+ (k' +4k) -\ s
3. Les solutions du type {xl 1€ N <_“£+3M( tak) g (%): ©)
3M

fz = )?Ze]mot —w§+ﬁ(k'+4k)

2 8k 2 2
2 2 _ (OS2 _|_ 24 2 20 L=
A= [-wf + oo (K + 401 - () [ wf+ o e +8k)” W2+ 3Mk] 0

w3, = — (k' +8k)
. 0 3M
—  Pulsations propres 5
Woz = 3_Mk
4.
3
L= M+ - 0f(xf +xF = 2kx,x,)]
3 1, 1,
L=>M(@G?+%3) —k'x? — k' x} — 2k(x;—x,)?
4 2 2
L=2M (2 +x3) -2k x? =~k x} — 2kx? — 2kx? + 4kxyx, )2
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L=2MQGE+x3) -2 (k' +4k)x? —~ (k' +4k)x3 + 4kxyxy = - M [xF + % —

= (k' + 4k) (e + x2) + T kg xy

—3M'2+‘2 2 k' + 4k)(x? + x2 Bk
, 2 4k
s o= g K= Gy

5.

k=0 - K=0 Couplage tres lache.

k= — K=1 Couplage serré

Donc le coefficient de couplage varie entre les deux valeursoetl > 0<K <1
6.

jél +3iM(k’+4k)x1 _31ka2 = O

On voit dans et dans w3 = % (k' + 4k)

56:2 +3iM(k’+ 4‘k)x2 _%kxl = 0

Que wgest :

e La pulsation du premier cylindre quand le deuxiéme cylindre est bloqué
(x2=0)

e La pulsation du deuxiéme cylindre quand le premier cylindre est bloqué
(x1=0)
Ce résultat montre que le couplage des deux cylindres se traduit par un écartement des deux

pulsations propres.

, 2,2 , 2
w02=3—Mk<a)0=3—M(k+4k)<w01=3—M(k+8k)

IVV-5- Exercices non corrigés
Exercice N°1 C, C,

Soit le systeme électrique de la figure 1\VV-8 constitué de

2 circuits oscillants couplés par une inductance L suivant :
1) Etablir les 2 équations différentielles des 2 mailles en L, L
courants iy et i (puis en charges q; et gy).

2) Pour C; =C,=CetL; =L, =L, trouver les pulsations

ropres du systéme. : L : .
prop Y Fig. IV-8. Circuits oscillants LC couplés

3) En déduire les solutions générales.
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Exercice N°2

On considere le systéme oscillatoire mécanique de la figure 1V-9.
Au repos x =0, 6 = 0 (pendule vertical) et le ressort est

non déformé. En mouvement la masse M glisse de x <> K

sans frottement sur un plan horizontal autour de

sa position de repos et entraine par I’intermédiaire d’un

Fl
E|

ressort de constante k le pendule (de masse ponctuelle m,

et de longueur L) dans son mouvement.
Fig. IV-9. Systéme mécanique a deux degrés de

Le ressort horizontal soude a M et en A au pendule liberté (masse ressort et pendule simple)

relie les deux oscillateurs.

1) Etablir les énergies cinétique et potentielle du systéme en fonction de x et 6

2) En utilisant le Lagrangien trouver les équations du mouvement dans le cas des petites
oscillations.

3) On prend : M=m, a=L/4, mg=(15/16)kL et L=1m :

Calculer les pulsations propres.

4) En déduire la matrice de passage et les solutions générales.

Exercice N°3

. . ! g
Soit le montage de la figure 1V-10. ) | X »
Un pendule de masse m et de longueur L pivote avec ‘ ” ol S
un angle 6 autour du centre de gravité G d’un cylindre ) A !

. I S z
(de masse M de rayon R et de moment d’inertie | | Z
|

J = (%) MR?) qui roule sans glisser sur un plan #y | m

horizontale (c'est a-dire lorsque le cylindre tourne de ¢ . . L
Fig. IV-10. Systéme mécanique a deux

son centre de gravité se déplacede x =R ¢ ). degrés de liberté (masse ressort et

1) Déterminer les énergies cinétique et potentielle du systéme pendule simple)
oscillatoire en fonction de x et 0.

2) En utilisant la formule de Lagrange, trouver les équations différentielles du mouvement.

3) Dans le cas des petites oscillations, et en négligeant le terme composé en, écrire le systéeme
d’équations différentielles linéaires du mouvement.

4) Les solutions de ce systémes sont sinusoidales, trouver les fréquences propres.
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Exercice N°4

Deux pendules identiques de longueur L = 2a portants SR

a leurs extrémités deux masses ponctuelles (figure 1V-11).
Le ressort de constante k assure le couplage. Les deux
pendules sont repérés a chaque instant par leurs élongations

angulaires 0; et 0,.

1) Déterminer I"énergie cinétique et potentielle du systeme et ' m m
écrire le Lagrangien en fonction de 01 et 0,. Fig. IV-11. Pendules couplés par
2) En déduire les deux équations différentielles du mouvement, élasticite

dans le cas des petites oscillations.
3) Calculer les deux pulsations propres du systeme.
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Chapitre V Oscillations forcées a deux deqgrés de liberté

V- Oscillations forcées des systemes a deux degrés de liberté

V-1- Equations de Lagrange

Les équations différentielles du mouvement oscillatoire forcé des systemes a deux degrés de

liberté sont :

d (6L) oL oD _
dt \oq, 0q1 041 Cn
d (0L dL aD

——)—— -|- —_—= q
dt \aq, dq2 04 2

(V-1)

Fq1. Fq2 sont respectivement les forces généralisées conjuguees des coordonnées généralisées
d1 et J2.

V-2- Exercices corrigés

Exercice N°1 J—> S(t)=Secoswt
\ . . , g K A a %
Dans le systéme oscillant représenté sur la B: % W T~ ?Bz
| At
. »X

Figure V-1, le cylindre est homogeéne, de masse
M et de rayon R. Ce cylindre est relié au point
A par un ressort de coefficient de raideur K a
un bati B; animé d’un mouvement sinusoidal

d’amplitude Sy et de pulsation w. Il est également
Fig. V-1. Systéme oscillant mécanique forcé de

relié par un amortisseur de coefficient a a un bati ) N
deux degrés de liberté

fixe B,. Le cylindre roule sans glisser sur un

plan horizontal. La tige est sans masse et de longueur .

L’une de ses extrémités peut osciller sans frottement autour de ’axe du cylindre. Elle porte a
I’autre extrémité une masse ponctuelle m qui est reliée a un bati fixe Bs par un ressort de
coefficient de raideur k. A 1’équilibre la tige est verticale et ’axe du cylindre G est a I’origine
des coordonnées O, on suppose aussi que les ressorts ne sont pas déformés. La rotation de la
tige par rapport a la verticale est repérée par I’angle ¢ et celle du cylindre par ’angled. On

considere les oscillations de faibles amplitudes.

On pose : 3M =2m, 4K =k = =2, x, = lg et x; = RO
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1- Montrer que le lagrangien du systéme peut s’écrire sous la forme :
L = ma? + miy %, +-mi2 — kx? — kxyx, — kxZ + > kxys — ~ks?
= mAT + mX, Xy + o mx; X3 X1Xp = kxj + S kxys — ks

2- Déterminer les équations différentielles en xi(t) et xo(t). Montrer que le systéeme est
équivalent a un systeme forcé soumis a une force F(t) sinusoidale dont on précisera

I’amplitude Fo.

3- Exprimer ces équations de mouvement en fonction des vitesses x1(t) et x(t).

4- a- Déterminer  x1(t) et x(t) pour la pulsation w = w, = /k/m. En déduire le

comportement du systéme a cette pulsation.
b- Déterminer I’impédance d’entrée du systéme, définie par Z/x1, a cette pulsation.

5-

a- Déterminer xy(t) et x,(t) pour la pulsation W= 0 = /Zk/m. En déduire le

comportement du systeme a cette pulsation.

b- Déterminer I’impédance d’entrée du systéme, définie par Z¢/x1, a cette pulsation.
Solution N°1

L’¢énergie cinétique :E; = Ecu+ Ecn

Avec :

1 1,4 1.3 :
Ecm ZEMVGZ +- 162 =~ M)xj

1 5 .
Eon = Em(xl +X2)2
1/3 ) 1 . ..
Donc E.= E(E M + m) xZ + Ern(xz2 + 2%,%;)
Ep =K (2x; — s(1))° +5k(x1 +x,)° +sm &3 et D=-a(4x?)

D’ou le Lagrangien :

. . 1 . 1 1
L = mx? + mx %, + meg — kx? — kx;x, — kx3 + Skxs — gks2
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2- Equations différentielles en x; et X :

A partir des équations de Lagrange :

(d(oLy 9L 9D
(5%) =

{E 9%.) " ax, | 0%,
d (E)L) daL — 0
dt\ox,/ ox,

k .
ijél + 4ax1 + kal + mjéz + ka = E Soelwt

mjéz + kaz + mjél + kxl = 0
Le systeme est soumis a une force F(t) = g Soe®t d’amplitude FOZSSO et de pulsation w
3- Equation en fonction des vitesses xi(t) et x,(t) :
(22 (o =) )0 + 4 mo - £ 5, = Esyetor
Ja lmwwxllmwwxz—zoe
I

ky . 2k\ |
i(mw——>x1+i(mw——)x2=0
W w

4- Pour w = woz\/% :

. 1 K ; . 5 . . .
a- X%, =— X - spe/®fet x,= 0 a cette fréquence la tige reste verticale
4a 2

. , 5 , _ K
b- L’impédance d’entrée est Z,= x—o =4a

1
5- Pour w = o = /Zk/m:

i

. . k i . ,
a.%,=0 etx, = — x = see’®t  le cylindre ne se déplace pas

3
(mw;-27)

b- L’impédance d’entrée est Z,= x—° est infinie.
1
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Exercice N°2

1- Etablir les équations différentielles du systéme oscillatoire mécanique de la figure V-2.

2- On donne ’excitation F(t) = Foexp(i£2t). Les solutions X;(t) et Xo(t) du régime permanant
étant du méme type que 1’excitation, donner 1’écriture matricielle des équations différentielles
en amplitudes complexes x; et x,.

3- En déduire, lorsque B = 0, la pulsation de résonance existante.

4- Etablir les équations différentielles en courant puis en charges g, et g, du systéme
oscillatoire électrique de la figure V-3.

5- Y a-t-il analogie entre ces deux systemes ? Si oui, donner les correspondances entre les

éléments mécaniques et électriques. En déduire, lorsque R=0 la pulsation de résonance

existante.
L -
|2(})
g ,B <—F(t)—> K Il(t) S .
;«’}—‘ P m _/mm m 1 L
-
é : [)U» R R
+«—X—> <“—Xr—>
Fig. V-2. Systeme mécanique forcé a deux U

degrés de liberté

Fig. V-3. Systéme oscillatoire
électrique

Solution N°2

1- Equation différentielle du mouvement :

1 . 1 .
E.=E,+E,= mef + me%

L=E.-E, = L=mi?+ %mx% — %k(x1 — x3)?

E, = Epp = 2k(r — %)% 2
p pk 2 1 2
1,.
D = pif
Les équations de Lagrange :
d (6L) oL +6D _
{ dt\ox,) ox, 0dx;

d<aL> o _.
\ at\ox,) %,
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On trouve le systéme d’équations :

{m..x:'l + ’Bxl + k(xl - xZ) = F(t)
mjéz + k(xz - xl) = 0

k Fy
X1+—x1+—(x; —x) =—e
17X m(l 2) m

it
¢+ (x, — ) = 0
Xp+—(xy —x1) =
2 m 2 1
2- Les solutions complaxes x; et X, s’écrivent comme :
x,(t) = X, e!¥el? = X o0t
x,(t) = Xzeiﬂteup — Yzeiﬂt
En remplagant ces solutions dans le systéme d’équations :

k — k- F
(—92 +—+i£Q)X1 ——X,=—
m m m m

k — k\—
——X1+(—QZ+_>X2 =0
m m

Le systéme matrecielle est donnée par :

k k
(—92+—+iﬁﬂ) —— X F
m m m <_1> —|m
_E <_QZ +£) X2 0
m m

On calcul le déterminant :

Det()=0 = (-0* + £ +ila) (-2 +5)-E =9

m
3- Si =0, le déterminant s’écrit :

(e + 5 (-2 +5-E=0 s ot -Ep2=0 5 ?(02-%) =0

Q]_:O

= 2k
92:\/;:9}3
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4- Les équation différentielles de la figure V-4 :

D’apres la loi des mailles : i2(t)
] i1(t) -'V
diy (t 1 1712
{fL l;i ) + R +Ef(i1 — i,)dt = U(t) —_——¢C

. R +
di(t) 1 . . G
| 152 G-ide=o +
u(t)

. . 1
N L, +Rgs + (a1 — q2) = U(®) Fig. V-4. La loi des mailles et des
Li, — % (g1 —q;) =0 neeuds de la figure V-3
5- Oui il existe une analogie, on constate :

x->q¢R->Bm->Lk- 1/C,F(t) — U(t) et la pulsation de résonnance : Q = \/Lz

o

Exercice N°3

A

Soit le systeme mécanique oscillant de la figure V-5 :
X1 = X1(t) et xo = Xo(t) sont respectivement les positions kl%f

dynamiques (amplitudes a chaque instant) des masses

<+ x—>

m; et m, par rapport a leurs positions de repos (d’équilibre). i H m, F(t)

F(t) force excitatrice appliquée en m;.

1) Ecrire les équations différentielles avec : ke

m =my=metk; =k, =K T

2) Trouver les solutions du régime permanant sachant que m2 )f

F(t) =kacos (v 1). Fig. V-5. Systéme mécanique oscillant

3) Si B =0, pour qu’elle valeur de ® a-t-on résonnance.

Donner dans ce cas la condition pour laquelle la 1ére masse reste immobile.

Solution N°3
1- Les équations différentielles sont

. 1 . 1 . 1 1
Le |agl‘aﬂglen . L = Emlxl + Emle - Ekle - Ekz(xl - xz)z

La fonction de dissipation : D = %ﬁfc%
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Chapitre V Oscillations forcées a deux deqgrés de liberté

Les équations de Lagrange :

d oLy OL
[ &)

{ dt\ox,)  ox, ™
d (8L) dL dD — 0
\dz\ox,) “ox, 9%,

{m1551 + kixy + ko (xg — x3) = F(t)
myXy — ka(xy —x3) + X, =0

En remplacant les constantes,

- 2k k F(t)
X +—x3 ——XxX;, =——
oom Tt omT? m
. L k .
xz +Ex2_%xl+ﬁxZ=O
2- Les solutions en régime permanant :

X1, = X1, avec X, , = X, ,e'¢12

2k k
—m2 4 — — a
w +m - {1 _(m
k ko B \X, 0

—— —w?+—+iw—
m m m

Det(o) = (-0? +2) (—w? + =+ iw L) - L
1 Kk?

(—wz +£+ia)%) etX,=—-—a

Det m2

v _ 1 ka
1 Det m

3- Calcul des pulsations pour =0 :

Det=(—w2+%)(—w2+%)—k2 =0 = w4—%w2+:l—2=0

m?2

9k?  4k? 5k?
A=———=—>0

m2 m?2 m2

L’équation admet deux solutions :

0}, =3(3- 2 =V5) == (3 £5)

mlestimmobile—>Y1=OetB:O—>—w2+%=0 - wz\/%

71
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Exercice N°4

Donner le systéme d’équations qui décrit le mouvement des circuits de la figure V-6 :

(©)

Fig. V-6. Circuits oscillants électriques :

(@) Circuits RLC couplés par viscosité
(b) Circuits RLC couplés par élasticité
(c) Circuits RLC couplés par inertie

Solution N°4

Mailles 1 et 2 :

. . 1 )
LiG; + (Ry + R3)q, + C_‘h = R3q,
1

.. ) 1 )
LyG, + (Ry + R3)q, + C_CIZ = R3qy
2
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Mailles 3 et4 :
Lydiy + Ryc +(1+1) _ 2
191 191 o | cs Q1—C3QZ
Lyéiy + Ryd +(1+1) !
24> 24> o s Clz—c3 q1
Mailles5et 6 :

. .1 .
(L1 + L3)G, + Rigq + C_‘h = L3q;
1

.. ) 1 .
(Lz + L3)4, + Ryq + C_QZ = LG4
2

V-3- Exercices non corrigés
Exercice N°1

Un oscillateur a pour équation de mouvement :

0.2X% + 1.2x + 5x = 5cos(2t)
1. Déterminer dans ce cas, la période propre To, le coefficient d’amortissement y et la
pulsation d’excitation
2. Montrer que la solution transitoire est un mouvement oscillatoire amorti, en déduire sa
pseudo pulsation . Déterminer ce régime avec les Conditions Initiales :
X(t=0)=0etv(t=0)=4
3. Déterminer la solution permanente. S

Exercice N°2 k

Soit le systeme oscillatoire de la figure V-7. m;
1) Etablir les équations différentielles des masses m; et H
B
k

mg, (X1 et X2) leurs amplitudes dynamique respectives).

2) Donner le schéma électrique équivalent du systeme en

établissant d’abord les équations en charges q; et gz puis en m;

«— x>

courant iy et i,.

3) On prend m; = my = m. Trouver les expressions des K

amplitudes complexes des solutions x; et X, du régime permanant 1
S

sachant que F(t) = k.xs = a.exp(iQt); $

Fig. V-7. Systéme mécanique oscillant forcé
amorti de deux degrés de liberté
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Chapitre V Oscillations forcées a deux deqgrés de liberté

4) Si B =0 (pas d’amortissement) :

a) Pour quelle pulsation la masse m, reste immobile ;
b) Quelles sont les pulsations de résonance ;

c) Considérons le cas non excité (F(t) = 0), trouver :

- Les pulsations propres (correspondantes aux modes)
- La matrice de passage.

- Les solutions générales.

Exercice N° 3

Une force F vibratoire excitatrice d’amplitude y (F = Kks.y) est appliquée en A au systeme
oscillatoire mécanique de la figure V-8.

g B
g =

ﬁ kl k2 k3 A
W

ﬁ 2 = i «—y—>
f:_ <+ X1 —» <« Xo—»

Fig. V-8. Systeme mécanique oscillant forcé
amorti de deux degrés de liberté

Soient x; et x, les déplacements conséquents dynamique de m; et m, par rapport a leurs
positions d’équilibres.

1) Déterminer les équations du mouvement des masses m; et m,

En déduire le systeme d’équations différentielles correspondant

2) Etablir les équations différentielles électriques analogues en charges qg; et g, puis en
courant iy et i,

En déduire le schéma du circuit électrique équivalent a ce systeme.
3)Onprendmy=my;=metk; =k, =k =k

Sachant que F = k.y = a.exp(iQt), donner le systeme d’équation différentiel en amplitudes
complexes

X, et X, des solutions x; et X, du régime permanant

Si B = 0 (pas d’amortissement), Pour quelle pulsation la masse m; reste immobile

4) On considere B =0 et le cas non excité : a=0

Trouver les pulsations propres correspondantes aux modes de vibrations possibles, en déduire

la matrice de passage et donner les solutions génerales.
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