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فهي�تساهم�في�نمو�قدرات�التلميذ�الذهنية�و�تشارك�في�بناء�شخصيته�و�تدعيم�استقلاليته�و�تسهيل�مواصلة�.��المعرفة�لإكسابالرياضيات�وسيلة�لتكوين�الفكر�و�أداة�

�من�القيام�بدوره�بثقة�وفعالية�في�محيط�اجتماعي�متطلب�أكثر�فأكثر�في�عالم�و�هي�تسمح�للتلميذ�باكتساب�أدوات�مفهوماتية�و�إجرائية�مناسبة�تمكنه�.تكوينه�المستقبلي�

��������و�الإعلامي�و�الثقافي�للإنسانالاقتصادي�و�الاجتماعيإن�الرياضيات�حاضرة�أكثر�من�أي�وقت�مضى�في�المحيط��.شمولي�يتحول�باستمرار�

ة�الحاسبة�و�الحاسوب�،�الأمر�الذي�يتطلب�التحكم�التدريجي�في�هذه�الوسائل�من�طرف�التلميذ�،�ويبرر��و�خاصة�مع�تطور�الوسائل�التكنولوجية�للحساب�السريع�مثل�الآل

 .استحسان�إدخال�استعمال�الآلة�الحاسبة�في�السنة�الأولى�من�التعليم�القاعدي�

ها�يرمي�الى�تمكين�التلميذ�من�اكتساب�كفاءات�قابلة�للتحويل�الى�مختلف�تساهم�الرياضيات�مع�المواد�الأخرى�في�تحقيق�ملمح�التلميذ�عند�اية�المرحلة�القاعدية�،�فتدريس

 .و�ينتظر�من�تعلمها�تحقيق�غرضين�اثنين�،�أحدهما�له�طابع�تكويني�ثقافي�،�و�الآخر�نفعي�.�مجالات�المعرفة�

�و�المواطنة�و�الحياة�اليومية�،��و�هذا�لا�يعني�أا�تستغني�عن�������الشغلتستجيب�المقاربة�بالكفاءات�لإرادة�تطوير�غايات�المدرسة�حتى�تتكيف�مع�الواقع�المعاصر�في�حقول�

 .المعارف�،�بل�تعطيها�دفعا�جديدا�،�لأا�تأخذ�في�الحسبان�زيادة�على�المعارف�نفسها�،�القدرة�على�تجنيدها�في�وضعيات�متنوعة�

الأمر�الذي�يتطلب�أن�تكون�مكتسبات�التلميذ�.�و�خارجها������ليس�داخل�المدرسة�و�حسب�،�بل�و�من�هذا�المنظور�يكون�المهم�هو�ربط�المعارف�بوضعيات�تسمح�بالتأثير�

و�التفسير��بمعنى�وضعيات�تتطلب�التحليل�:�المتعلقة�ذه�المعارف�جاهزة�و�قابلة�للتجنيد�عند�الحاجة�و�في�الوقت�المناسب�،�خصوصا�عندما�يتعلق�الأمر�بحل�مشاكل�مركبة�

 .و�التعديل�و�أحيانا�التفاوض��اذ�القرارو�الاستباق�و�اتخ

فبواسطة�نشاط�حل�مشكل�ما�يبني�التلميذ�معارفه�الشخصية�،�و�المشكل�ينبغي�أن�يكون�.��ليست�التعريف�،�بل�المشكل�المطلوب�حله�اتيإن�نقطة�البدء�لنشاط�رياضي

�كل�سؤال�محدد�،�بل�يتعداه�الى�صياغة�أسئلة�وجيهة�تجاه�وضعية�إشكالية�،�هذه�الإشكالية�منطلق�النشاط�الفكري�للتلميذ�،�هذا�النشاط�لا�يتمثل�فقط�في�إيجاد�إجابة�عن

 .تؤدي�الى�وضع�تخمينات�مقابل�تخمينات�الآخرين�،�التي�ينبغي�تجريبها�في�حل�المشاكل�

)��مشكل��-نسميه�فيما�بعد�وضعية(�ل�ننطلق�من�مشكل�حقيقي��و�فائدته�،�لا�ننطلق�من�تمثيل�للمعرفة�المقصودة�،�باتيو�حتى�نجعل�التلميذ�يدرك�معنى�مفهوم�رياضي

و�هذا�ما�يسمح�بإعطاء�معنى�لاستخدام�هذا�المفهوم�،�و�يصبح�القسم�هكذا�مكانا�لخطة�قريبة�من�.�يستعمل�التلميذ�في�حله�إجراءات�قاعدية�متنوعة�،�إلا�أا�غير�كافية�

 و�الجهد��البحث�و�الحوار�،�تتطلب�الصبر

و�نكون�بذلك�بعيدين�عن�البيداغوجية�"�منتجين�للمعرفة�"�الى�وضع�"�مستهلكين�للمعرفة�"��الذي�يقوم�به�التلاميذ�يسمح�لهم�بالانتقال�من�وضع�اتيرياضيفالنشاط�ال

��.الإلقائية�

اء�كل�المعارف�هكذا�،�علينا�إذن�أن�نتساءل�في�كل�مرحلة�و�لأنه�ليس�ضروريا�و�لا�ممكنا�بن.�ينبغي�اختيار�المفاهيم�التي�يجب�بناءها�ذه�الكيفية�في�كل�مستويات�التعلم�

 .ة�القاعدية�التي�بامكان�التلاميذ�اكتشافها�بأنفسهم�اتيعن�المعارف�الرياضي

��:و�بالنسبة�الى�التقويم�،�نقول�عن�تلميذ�أن�له�معارف�في�الرياضيات�إذا�كان�قادرا�على�

� ��.�مشاكل�سواء�تضمن�نص�المشكل�مؤشرات�أم�لا��استحضار�معارفه�و�تجنيدها�كأدوات�لحل-�

� ��.�التكيف�عندما�تكون�ظروف�العمل�مختلفة�تماما�-�

إن�المقاربة�.إن�العمل�على�المفاهيم�التي�تتدخل�كأدوات�يتطلب�استحضار�المعارف�العامة�للتلمبذ�و�يجرب�دلالتها�وانسجامها�،�و�هو�الأمر�الذي�يعطي�معنى�لهذه�المفاهيم�

��.لا�تحل�مسألة��الفروق�الإجتماعية�،�فهي�يمكن�أن�تكون�أيضا�عائقا�أمام�التلاميذ�الذين�يواجهون�صعوبات�،�لأا�تتطلب�الكثير�بالكفاءات�

��.غير�جاهزة�)�المفاهيم�و�القدرات�(��لا�يمكن�بناء�كفاءات�إذا�كانت�الموارد�الضرورية�-

���.للتلاميذ"�تدريسها�"���الية�المستوى�،�من�الصعب�حضورها�،�فان�تجنيدها�يمر�بسيرورات�ذهنية�ععند��و�حتى�-

��.و�هذا�يتطلب�الوقوف�بانتظام�عند�الموارد�الجاهزة�عند�كل�تلميذ�قصد�تمييز�المهام�المقترحة�و�السماح�لكل�تلميذ�بتدعيم�مكتسباته�تبعا�لحاجياته��الخاصة�

��.ميذ�من�تجسيد�المقاربة�المذكورة�أعلاهو�في�هدا�الإطار�حاولنا�تضمين�هذا�الكتاب�ما�يمكن�الأستاذ�و�التل


	������ه��(������
���	
��)���ء�ا�������

�أعمال�تطبيقية�و�أخيرا�مجموعة�من�التمارين�متنوعة�–�مسائل�محلولة�–�أعمال�موجهة�–�دروس�و�طرائق�–أنشطة�:��من�خلال�مختلف�فصوله�التي�وضعت�بالتسلسل�التالي�

��.متعددة�الأهداف�

��.ن�نعد�فصول�هذا�الكتاب�على�التعبير�بوجه�مفصل�عن�نيات�البرنامج�مما�يسهل�للأستاذ�المهمة�و�يفصل�له�ما�أجمل�في�المنهاج�و�الوثيقة�المرفقة�كما�حرصنا�و�نح

�بالنظر�الى�طبيعة�مهمة�الأستاذ�و�لسنا�في�هذ�المقام�بصدد�تقديم�وصفة�عمل�تحدد�دور�الأستاذ،�ذلك�أن�هذا�الدور�أكبر�من�أن�يحصر�في�تدريس�ما�تصمنته�فصول�الكتاب

��.�و�لكننا�نرسم�خطوطا�أساسية�و�شواهد�ثابتة�تكون�نبراسا�له�في�أداء�رسالته�أداء�في�مستوى�الطموحات�التي�دف�إليها�المناهج�.�التربوية�

 .و�إذ�لا�يخلو�كتاب�من�نقائص�فإننا�نرحب�بانتقادات�القراء�و�نقدم�الشكر�المسبق�لهم�



��تقديم�الكتاب
��أنشطة������
��

��

�تسمح�الأنشطة�من�مقاربة�������������������������������تمكن�من�التخمين�لكفاءات�����������������������������

�هذا�باستعمال�����������مفاهيم�جديدة�و����������مستهدفة�كما�تسمح�للتلميذ��������������������������������������

��.���مكتسبات�قبلية�����������.���������������������������������������من�بناء�معارفه�بنفسه
� ���

� ���
��

����طرائق���� ��الدرس��������������������������������������������������������� 
��

��يم�المقررة�مفصلة�����������������������������������������������تمارين�محلولة�مدعمة�بطرائقالمفاه��

���.للحل�و�بتعاليق�مناسبة.�����������������������������������������������و�مدعمة�ببراهين�و�أمثلة
��

��

��

��

��������مسائل�محلولة��أعمال�موجهة������������������������������������������������� 
��

��تقترح�مواضيع�للدراسة�����������������������������������������������������عبارة�عن�مسائل�إدماجية

��توظف�فيها�مفاهيم�الدرس�������������������������������������������������محلولة�يوظف�فيها�الدرس

��.��������������������������توظيفا�شاملابهدف�التوصل�إلى�نتائج�������������������������

���في�حلايمكن�استثماره

��.مشكلات
��

����أعمال�تطبيقية��������������������������������������������������تمارين���� 
��

�من�متعدد���������������������اختيار�تقترح�أنشطة�توظف�فيها�������������������������������������������������

��أ�صحيح�أم�خطأ�تكنولوجيات�الإعلام�������������������������������������������������������

��مارين�تطبيقية�ت�.���������������������������������������������������������������و�الاتصال

.�����������تمارين�و�مسائل�متنوعة����������������������������������������������������������������������������
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 تفكيك�دالة�باستعمال�الدوال�المرجعية� 

 دراسة�اتجاه�تغير�دالة�باستعمال�الدوال�المرجعية� 

 المرجعيةال�تمثيل�بعض�الدوال�بيانيا�باستعمال�الدو 

� ���

��و��،�و	
������ارزم���م���
����أ��
��أ���ا	����نه����لا�يؤرخ.��م1050م�و�!���� ���973 � �ا	
��مؤرخ�لأبي�الريحان�إلا�ويقر�له�بالعظمة�في�العلم،�بل�ويصل�بعض�مؤرخي�العلوم�من�الغربيين�إلى��
��وسلاطين�الهند��قد�عاصر�البيروني�العديد�من�ملوك�.�أنه�من�أعظم�العلماء�في�كل�العصور�والأزمان�

��ت�بمختلف�علماء�عصره،�من�أمثال�وقد�كان�للبيروني�علاقا����أ�*�ل�أ���ا	)��س�ا	�&��ن�وخوارزم��
���لقد�أتقن�البيروني�العديد�من�اللغات�إلى�جانب.ابن�سينا�والفلكي�أبي�سهل�عيسى�النصراني��
��على�والعربية،�فقد�أتقن�الفارسية�و�السريانية�و�اليونانية�مما�ساعده�-�لغة�بلده�–�الخوارزمية��

��.��الاطلاع��على�أصول�العلوم�في�لغاتها�الأصلية
��وقد�كتب�أبو�الريحان�عددا�كبيرا�من�المؤلفات�في�مختلف�العلوم،�ونقل���
��والغرب�القدماء،�وناقشها�وأضاف�إليها،��في�كتبه�آراء�علماء�الشرق��
��وصفه�لصورة��فوضع�المؤلفات�في�مناقشة�المسائل�العلمية�المختلفة،�مثل��
��وبحث�بحثًا�في�حساب�المثلثات�والدائرة،���واضحة�في�تثليث�الزوايا��

��مستفيضا�في�خطوط�الطول�والعرض،�ودوران�الأرض�حول�محورها،���
���كما�بحث�في�الفرق�بين�سرعة�الضوء�وسرعة�الصوت،�وأوضح����

��.�هذا�بالإضافة�إلى�ما�كتبه�في�تاريخ�الهند���الفرق�الكبير�بين�سرعتيهما
���م�����–�م����البيروني����������������������������������������������������������������������������
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��أنشطة

������

 �نشاط�أول����

)المنحني            )fCالمرسوم�في�الشكل�المقابل�هو�������������
]�معرفة�علىfالتمثيل�البياني�لدالة� ]4 , 3−.��

 .�3و0،�−2ية�عين�صور�كل�من�بقراءة�بيان .1

 :�المعادلات�التاليةحل�بيانيا .2

))�ا ) 1f x = ))�،�ب− ) 0f x ))�،�جـ= ) 3f x =.��
 :يتينالمعادلتين�التالحل�بيانيا� .3

))�ا ) 1f x x= − ))�،�����ب��+ )f x x= −.��
 :�المتراجحتين�التاليتينحل�بيانيا� .4

))�ا ) 0f x ))�،�����ب�������> ) 1f x x≥ − +.��
 .fشكل�جدول�تغيرات�الدالة� .5

]�على�fين�الصغرى�و�العظمى�للدالة�عين�القيمتين�الحديت .6 ]4 ,  ��التي�من�أجلها�xمحددا�قيم�المتغير−3

��.�هاتين�القيمتين�fتبلغ�الدالة
������

�������نشاط�ثان
������( )Cنصف�دائرة�قطرها��[ ]AB1:�حيثAB )�منMنرفق�بكل�نقطة�.�= )Cمختلفة�عن��،A،��

)�مسقطها�العمودي�على��Hالنقطة� )AB�)�.أنظر�الشكل���������������(��

�BAMα:��نضع =�،�x AH=و��( )f x AM=. 

 .�بطريقتين�مختلفتينcosαعبر�عن� .1

)استنتج�عبارة� .2 )f xبدلالة��x. 

��.fحدد�مجموعة�تعريف�الدالة� .3
 .�ثم�شكل�جدول�تغيراتهاfحدد�اتجاه�تغير�الدالة .4

)�في�معلم�متعامد��fارسم�التمثيل�البياني�للدالة .� ), ,O i j
� �

.�� 

����������������������

��نشاط�ثالث�����
):�����بـ�ℝِالدالة�المعرفة�على�hلتكن� ) 2 3 4h x x x= + −�. 

)رسم�في�معلم����أباستعمال�ورق�ميليمتري���� .�1 ), ,O i j
� �

��ℝالمعرفتين�علـى������gو����fالمنحنيين�الممثلين�للدالتين�����

)������������2:كما�يلي )f x x=و��( ) 3 4g x x= − +.��
)��:�التالية�xحلول�المعادلة�ذات�المجهول�ℝاستنتج�في .2 ) 0h x =.� 

��.تحقق�من�النتائج�بالحساب�.��������3



 � 

� 

��

� �� ��أنشطة�

��������

�������نشاط�رابع

]�المعرفتين�على�المجال��gو���������fنعتبر�الدالتين�التآلفيتين ]2, ��:�كالآتي−3

�������������������1
( ) 1

2
f x x= )��و�+ ) 2g x x= − +��.���������

)�ليكن� )Dو�( )D′ن�في�معلم�متعامد�ومتجانس��البيانييا�تمثيلاهم( ), ,O i j
� �

.��

)�؟�أرسم�كلا�من��gوfما�هو�اتجاه�تغير�كل�من�الدالتين .1 )Dو��( )D′. 

)بقراءة�بيانية�عين�فاصلة�و�ترتيب�نقطة�تقاطع�المنحنيين� .2 )Dو��( )D′�.لحساب�باتحقق�من�النتيجتين. 

]�المعرفة�على�المجال���4fو1f�،2f�،�3fنعتبر�الدوال� .3  :�كما�يلي−2,3[

( )1 ( ) ( )f x f x g x= +�،��( )2 ( ) ( )f x f x g x= ×�،�( )3 2 ( )f x f x= )��و− )4 ( ) 1f x g x= +.���
)�عبارة�كل�من�xعين�بدلالة� • )1f x�،��( )2f x�،�( )3f xو���( )4f x. 

)أرسم�كلا�من� • )3Dو�( )4D3ن�للدالتين��التمثيلين�البيانييf�4وfفي�المعلم��( ), ,O i j
� �

��. 

):��المعرفة�كما�يليhنعتبر�الدالة� .4 )
( )

( )

f x
h x

g x
= 

عين�������
h

Dمجموعة�تعريف�الدالة��h�.تحقق�أنه�من�أجل�كل�عدد�حقيقي�xمن��
h

D1:��لدينا 2
( )

2 2
h x

x
= − −

−
.��

��

���خامس����نشاط
)لمعلم�في�الشكل�المقابل،�ا�������� ), ,O OI OJ

��� ��متعامد�ومتجانس������

���).1km:�وحدة�الطول�هي������(�
1النقطة�

0,
2

K
 
 
 

ِـنصف�كيلومتر�Oتمثل�صومعة�تبعد�عن�النقطة ��.�ب

��.حديدية�ممثلة�بمحور�الفواصل�على�سكة�Lتتحرك�عربة��
��:حيث�Lفاصلة�النقطة��xالعدد��tالدالة�التي�ترفق�بالزمن��fلتكن�

���( ) 25x f t t= 0tفي�اللحظة��(�= ���).�Oفي��Lتكون�=
 .�KLالمسافة�xأحسب�بدلالة� .1

):��نضع .2 )y KL g x= 20.25y:�تحقق�أن.�= x= +.� 

�المحصل�عليها�بإتباع��hبواسطة�الدالة��yإلى��t،�يكون�المرور�من��xبدلالة��yو��tبدلالة�xبما�أن�لدينا� .3

�����f:���التاليالمخطط g
t x y→ → 

�����������������������������������������h���������������

21:����������بين�أن
( ) 1 2500

2
h t t= +��

gالرمز��و�نرمز�إليها�ب�gمتبوعة�بالدالة��fهي�مركب�الدالة��hنقول�أن�:نتيجة�� fنكتب���و�h g f= ��:�����حيث�
�������������������������������������������( )( ) ( )h t g f t=����
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 تذكير�حول�الدوال

���التعريفالدالة�و�مجموعة .�
��

��.�ℝجزء�من�مجموعة�الأعداد�الحقيقية�D:تعريف���
���وحيدا�نرمز�له،�عددا�حقيقيا�Dمن��xترفق�بكل�عدد�حقيقي��fفإن��fهي�مجموعة�تعريف�الدالة����Dإذا�كانت�

)���بالرمز� )f x�.نقول�أن�( )f xهي�صورة��xبالدالة��f.��
)�التي�يكون�من�أجلها�حساب��xهي�مجموعة�الأعداد�الحقيقية����fمجموعة�تعريف�دالة� )f xممكنا�.��

��

����������������������������������������التمثيل�البياني�لدالة .	
��

��.�������������������������������������������������مجموعة�تعريفها�Dدالة�و�f:تعريف����

)�في�معلم�fللدالة�)��الممثل�أو�المنحنى(�التمثيل�البياني���� ), ,O i j
� �

�هو�مجموعة�النقط�،للمستوي�

( ),M x yحيث���:x D∈و��( )y f x=.��

)�بالرمز�fالدالة����إذا�رمزنا�إلى�منحنى )Cفإن��( )y f x=هي�معادلة�( )Cفي�المعلم�( ), ,O i j
� �

.��
��

��ه�تغير�دالة�على�مجالاتجا .�
������fدالة�معرفة�على�مجالIمن��ℝ.��

��تعاريف

fمتزايدة�تماما�علىIيعني�أنه�من��
��2xو1xأجل�كل�عددين�حقيقيين�

1،�إذا�كان�Iمن 2x x<فإن�:��
���������1 2( ) ( )f x f x<��

���fمتناقصة�تماما�علىIيعني�أنه��
��2xو1xحقيقيين�من�أجل�كل�عددين�

1،��إذا�كان�Iمن 2x x<فإن�:��
���������1 2( ) ( )f x f x>���

���fثابتة�على�Iأجل��يعني�أنه�من�
��،�Iمن��2xو1xكل�عددين�حقيقيين�

���������( )1 2( )f x f x=��

� ���
���������������������������������������������������������������������������������������������

��������������������

� ���

� ���

��

��

��fمتزايدة�تماما�على[ ]1:1.5−���������fمتناقصة�تماما�على[ ]1:1.5−������������fثابتة�على[ ]1:1.5−��

 .�نقول�أنها�رتيبة�على�هذا�المجال�Iمتناقصة�على�مجال�إما�متزايدة�و�إماfنت�الدالةإذا�كا��:ملاحظة
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� 

��

��طرائق

��
��

������تمرين�محلول�
���

)2:��بـℝِالمعرفة�على������fنعتبر�الدالة ) 6 2f x x x= + +.��

 .�fبالدالة��3و�−1�،2أوجد�صور�الأعداد� .�

 .�fبالدالة�−�7و�2أحسب�سوابق�العددين� .	

):xبين�أنه�من�أجل�كل�عدد�حقيقي� .� )
2

( ) 7f x x a= + هل�يقبل�.��عدد�حقيقي�يطلب�تعيينه�aحيث�−

)العدد  ؟�fسوابق�بالدالة�−8(

��

)معرفة�بدستور�نقوم�بحساب��fبدالةαلتعيين�صورة�عدد�حقيقي���:يقةطر��� )f αأما�لتعيين�السوابق�الممكنة���

):��xنقوم�بحل�المعادلة�ذات�المجهول���βلعدد�حقيقي )f x β=�����

��:حــل
1. �(1) 9f =�،( 2) 6f − = )�و�− 3) 5 6 3f = +. 

2. ( ) 2f x �2يعني�= 6 0x x+ )�أي�= 6) 0x x + �0xأي= �6xأو�= = ��.-��6و��0سابقتان�هما��2إذن�للعدد�−
�����( ) 7f x = �2يعني�− 6 9 0x x+ + )�2أي�= 3) 0x + �3xأي�= = ��.-��3سابقة�وحيدة�هي�-��7إذن�للعدد�−
)2:�لدينا .3 ) ( 6 ) 2f x x x= + )�2ومنه�+ ) ( 3) 9 2f x x= + − )�2إذن�+ ) ( 3) 7f x x= + 3aإذن�.�− =. 

( ) 8f x = )�2يعني�− 3) 7 8x + − = )�2أي�− 3) 1x + = ��.�سوابق-�8المعادلة�لا�تقبل�حلولا�و�منه�ليس�للعدد�.−

��	حلول����تمرين�م
)3:��بـℝِالمعرفة�على���f"��مكعب"استعمل�آلة�حاسبة�بيانية�لتمثيل�الدالة .� )f x x=. 

 ؟�fتغير�الدالة�ما�هو�التخمين�الذي�يمكن�الإدلاء�به�فيما�يخص�اتجاه .	

:��لدينا�2xو1xتحقق�أنه�من�أجل�كل�عددين�حقيقيين� .�

( )
2 2

2 2
1 2 1 2 1

3
( ) ( )

2 4

x x
f x f x x x x

  
− = − + +  

   
��.fاستنتج�اتجاه�تغير�الدالة�.�

��:حــل
)�بعد�حجز�عبارة� .1 )f xالرسم�البياني�للدالة��تظهر�شاشة�الآلة�الحاسبةf:� 

 .�ℝمتزايدة�تماما�على�fالدالة� .2

:لدينا .3
( ) ( )( )

2 2
2 22 2

1 2 1 1 2 1 1 2 2

3 3
1 2

3

2 4

x x
x x x x x x x x x

x x

  
− + + = − + +  

   

= −

��

1إذا�كان 2x x<�1فإن� 2( ) ( )f x f x<2ن��
2 2

2 2
1

3

2 4

x x
x
 

+ + > 0 
 

��.�ℝمتزايدة�تماما�على�f �و��3

3x:"�مكعب�"الدالة�:نتيجة��� x֏متزايدة�تماما�على��ℝ.��
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 المرجعية�الدوال�
���ثانوي�ببعض�الدوال�المرجعية�التي�درست�في�السنة�الأولىانلخص�في�الجدول�الموالي�تذكير��������������������

��التمثيل�البياني��اتجاه�التغير��الدالة

2:f x x֏��

 

• fة�تماما�على��متناقص] ],0−∞ 

0aإذا�كان� b< �2فإن�≥ 2
a b> 

• fمتزايدة�تماما�على���[ [0, +∞ 

0إذا�كان� a b≤ �2فإن�> 2
a b<��

��

��

1
:f x

x
֏��

 

• fمتناقصة�تماما�على��] [,0−∞ 

0aإذا�كان� b< �فإن�>
a b

1 1
> 

• fمتناقصة�تماما�على���] [0, +∞ 

0إذا�كان� a b< �فإن�>
a b

1 1
>��
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:f x x֏��
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• fمتزايدة�تماما�على���[ [0, +∞ 

0إذا�كان� a b≤ �aفإن�> b<��
��
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• fمتناقصة�تماما�على��] ],0−∞ 

0aإذا�كان� b< �aفإن�≥ b> 

• fمتزايدة�تماما�على���[ [0, +∞ 

0إذا�كان� a b≤ �aفإن�> b<��
��
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��طرائق

��
��

������تمرين�محلول�
���
)2:��بـ�ℝِالدالة�المعرفة�على�fلتكن���� ) 4 1f x x x= − − +��

):��لديناxتحقق�أنه�من�أجل�كل�عدد�حقيقي .� )
2

( ) 2 5f x x= − + + 

]�على�كل�من�المجالين�fجاه�تغير�الدالة�أدرس�ات .	 [2;− + [�و�∞ ]; 2− ∞ −��

��

��:حــل
 :�لديناxمن�أجل�كل�عدد�حقيقي:�ننطلق�من�الشكل�المعطى�ثم�نقوم�بالنشر .1

���������( ) ( )2 2 2 22 5 4 4 5 4 4 5 4 1 ( )x x x x x x x f x− + + = − + + + = − − − + = − − + =��

]�على�المجال�fلنعين�اتجاه�تغير�الدالة� .2 [2;− + ∞ 

2:��عددين�حقيقيين�حيث�bو�aليكن� <a b− �0و�منه�≥ 2< 2a b≤ + ���)2بإضافة�العدد��(�+
]�متزايدة�تماما�على�"�ربع�م"و�بما�أن�الدالة�� [0;+ )�فإن�∞ ) ( )

2 2
2 < b+2a )�ومنه�+ ) ( )

2 2
2 > b+2a− + −��

)�������إذن� ) ( )
2 2

2 +5 > b+2 5a− + − )نجد�هكذا�إذن��.�+ ) > ( )f a f b.��
]�متناقصة�تماما�على�المجال��������������������������������������������fنستنتج�أن�الدالة� [2;− + ∞.��

[�متزايدة�تماما�على�المجال�fبنفس�الكيفية�نثبت�أن�الدالة� ]; 2− ∞ −.��


���تمرين�محلول���

[�المعرفة�على�fنعتبر�الدالة��� [ ] [;2 2;− ∞ + :��بـِ∪∞
3 5

( )
2

x
f x

x

−
=

−
��

[�من�xتحقق�أنه�من�أجل�كل .� [ ] [;2 2;− ∞ + :��لدينا∪∞
1

( ) 3
2

f x
x

= +
−

 

[�على�كل�من�المجالين�fأدرس�اتجاه�تغير�الدالة� .	 [2;+ [�و�∞ [;2−∞.��

��

[�من�xمن�أجل�كل:��ننطلق�من�الشكل�المعطى�ثم�نقوم�بتوحيد�المقامات�.�1:حــل [ ] [;2 2;− ∞ +  :�لدينا∪∞

���������������( )1 3 21 1 3 6 3 5
3 ( )

2 2 2 2

x x x
f x

x x x x

+ − + − −
+ = = = =

− − − −
. 

[�على�المجال�fلنعين�اتجاه�تغير�الدالة�.�2 [2;+ ∞ 

[�عددين�من�المجال��bو�aليكن� [2;+ 2:��حيث∞ <a b<�0و�منه� 2 < 2a b< − ���)2بطرح�العدد�(�−

[متناقصة�تماما�على��"�قلوب�م"�و�بما�أن�الدالة� [0;+ �1فإن�∞ 1
>

2 2a b− −
�1ومنه� 1

+3 > 3
2 2a b

+
− −

.��

)�����������������نجد��إذن� ) > ( )f a f b��
[�متناقصة�تماما�على�المجال����������������fنستنتج�أن�الدالة� [2;+ ∞.��

[�تناقصة�تماما�على�المجال�م����������������fبنفس�الكيفية�نثبت�أن�الدالة� [;2−∞.��
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 عمليات�على�الدوال

 تساوي�دالتين .�
��

���و�أن�من�أجل�كل�Dأنهما�متساويتان�يعني�أن�لهما�نفس�مجموعة�التعريف��gوfالقول�عن�دالتين�  :تعريف����
):���لدينا��Dمن���������xعدد�حقيقي ) ( )f x g x=و�نكتب�������:f g=��

��������������������������� 

���������العمليات�الجبرية .	
�����������������fو�gدالتان�معرفتان�على��fDو��gDعلى�الترتيب�.�λو�kعددان�حقيقيان�.��

��مجموعة�التعريف��التعريف��الرمز��العملية

�k��fو�fمجموع� k+��( )( ) ( )f k x f x k+ = +��fD��

�g��fو�fمجموع� g+��( )( ) ( ) ( )f g x f x g x+ = +��f gD D∩��

)���λ���fλبالعدد�fجداء� )( ) ( )f x f xλ λ=��fD��

�g��fو�fجداء� g×��( )( ) ( ) ( )f g x f x g x× = ×��f gD D∩��

���gعلىfحاصل�قسمة�
f

g
��( )

( )

( )

f f x
x

g g x

 
= 

 
��{ }: ( ) 0f gx D D g x∈ ≠∩��

)�2:كما�يلي��ℝدالتان�معرفتان�على��gو�f:ثالم )f x x=و��( ) 2g x x= +��
3fالدوال� • +�،�f g+�،�2 f−��،f g×على��هي�الدوال�المعرفة�ℝكما�يلي�:��

( ) 2( 3) 3f x x+ = +�،�( ) 2( ) 2f g x x x+ = + +�،�( ) 2( 2 ) 2f x x− = −��،( ) ( )2( ) 2f g x x x× = +��

fالدالة�� •

g
[�على��هي�الدالة�المعرفة [ ] [, 2 2,− ∞ − − + )�:بـِ�∪∞ )

2

2

f x
x

g x

 
= 

+ 
. 

 تركيب�الدوال .�

��
�دالتان�معرفتان�على��gو�f:تعريف�������

fDو��
gDرتيب�على�الت.���

�gهي�الدالة�التي�نرمز�إليها�بالرمز��gمتبوعة�بالدالة�fمركب�الدالة�������� fو�المعرفة�على��:�
( ){ }/g f g fD x f x D x D= ∈ ∈

�
)�:�بـِو )( ) ( )g f x g f x =  ���

��

):��بـ�ℝِالدالة�المعرفة�على�fلتكن��:مثال�� ) 3f x x= − )�الدالة�الجذر�التربيعي��gو�لتكن�+ )x x֏��

����3يكون� 0x− + �3xمن�أجل�≤ �gومنه�مجموعة�تعريف�الدالة�≥ fهي���:] ],3D = − ��:�و�لدينا∞

( ) ( ) 3g f x x= − +���

��
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��طرائق

��

������تمرين�محلول�
���
���fو��gدالتان�معرفتان�على��ℝِبـ��:( ) 2f x x= )�2و�+ ) 2g x x x= +��

fعرف�الدوال� .� g+�،2f g− +�،f g×و��
f

g
 

[�المعرفة�على�hنعتبر�الدالة� .	 [2;+ ):�بـِ∞ )
2 4

2

x
h x

x

−
=

−
����متساويتان�؟�hوfهل�الدالتان�.�

��:حــل
):xمن�أجل�كل�عدد�حقيقي .1 )( ) 2 3 2f g x x x+ = + +�،( )( ) 22 2 3 2f g x x x− + = + − 

)و� )( ) 3 24 4f g x x x x× = + +���

0xمن�أجل� �2xو≠ ≠ −�:( ) 2

2 1

2

f x
x

g x x x

  +
= = 

+ 
�)�2 2 0x x+ �0xمن�أجل�= �2xأو= = −(���

 .�متمايزتان�لأن�ليس�لهما�نفس�مجموعة�التعريف�hوfالدالتان� .�2

������تمرين�محلول�
]�المعرفتين�علىgو��fنعتبر�الدالتين [0;+ ]�و�∞ [1;+ )2:�على�الترتيب�بـِ∞ ) 2 1f x x= )�و+ ) 1g x x= −��

 .�على�شكل�مركب�دالتين�مرجعيتين�يطلب�تحديدهماgوfأكتب�كلا�من� .�

fعرف�الدالتين� .	 gو���g f���

��:حــل
1:�لدينا .1 12 22 1u v

x x x→ → +�������������2 21 1u v
x x x→ − → −��

��

���������1ومنه� 1f v u= 2:��حيث�
1 :u x x→�1و� : 2 1v x x→ +��

������������2و� 2g v u= 2:��حيث� : 1u x x→ �2و�− :v x x→��
��.�دوال�مرجعية�2vو�������1u�،1v�،2uنلاحظ�فعلا�أن�الدوال�

fتعريف�الدالتين� .�2 gو���g f� 

]�من�xكل�����لدينا�من�أجل [1;+ ∞�:( ) 0g x ]�أي�≤ [( ) 0;g x ∈ + �fومنه�الدالة�∞ gمعرفة�على��[ [1;+ ∞���
]�منxمن�أجل�كل���و�لدينا� [0;+ ∞�:( ) 1f x ]�أي�≤ [( ) 1;f x ∈ + �gومنه�الدالة�∞ fمعرفة�على��[ [0;+ ∞��
]�منxمن�أجل�كل����������� [1;+ ]�من����������xمن�أجل�كل�:�������������لدينا∞ [0;+ ��:�لدينا∞

������

( ) ( )

( )

( )
( )

2

( )

1

2 1 1

2 1 1

2 1

f g x f g x

f x

x

x

x

 =  

= −

= − +

= − +

= −

�

��������������������������������������

( ) [ ]

( )

( )

2

2

2

( )

2 1

2 1 1

2

2

g f x g f x

g x

x

x

x

=

= +

= + −

=

=

�

��

f g 
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 اتجاه�التغير

f:اتجاه�تغير�الدالة .� k+��
��

���.�عدد�حقيقي�kو��Iدالة�رتيبة�تماما�على�مجال��f:مبرهنة����
�fو���������������fللدالتين k+نفس�اتجاه�التغير�على�المجال���I.��

��

a:��حيث�Iعددين�من�المجال��bو�aليكن��:برهان b<.��
)�فإن��Iمتزايدة�تماما�على�المجال�fإذا�كانت ) ( )f a f b<�.بإضافة�kإلى�طرفي�المتباينة�نحصل�على�:�

( ) ( )f a k f b k+ < )�:�أي+ ) ( )( ) )f k a f k b+ < ( fإذن�الدالة�.�+ k+متزايدة�تماما�على�المجال�I.��

��.�Iمتناقصة�تماما�على�المجال�fنتبع�برهانا�مماثلا��إذا�كانت:ةملاحظ

��fλ:اتجاه�تغير�الدالة .	
��

���.�عدد�حقيقي�غير�معدوم�λو��Iدالة�رتيبة�تماما�على�مجال�����f:مبرهنة����
0λإذا�كان� •  .Iنفس�اتجاه�التغير�على�المجال����fλو��fيكون�للدالتين<

0λإذا�كان� •  .�Iمتعاكسين�على�المجال�fλو�fون�اتجاها�تغير�الدالتين�يك>

��

a:��حيث�Iعددين�من�المجال��bو�aليكن��:برهان� b<.��
�0λو�كان��Iمتزايدة�تماما�على�المجال�fإذا�كانت ):�فإن�< ) ( )f a f b<و�( ) ( )f a f bλ λ<أي�أن�:��

�����������������( )( ) )( )f a f bλ λ< ��.Iمتزايدة�تماما�على�المجال��fλإذن�الدالة��)

��.�الأخرىرهانا�مماثلا�في�الحالات�الثلاثة�نتبع�ب:ملاحظة�

g:اتجاه�تغير�الدالة .� f���
��

):��حيث�Jدالة�رتيبة�تماما�على�مجال��gو��Iدالة�رتيبة�تماما�على�مجال�����f:مبرهنة���� )f I J⊂��
gنفس�اتجاه�التغير�تكون�الدالة����gو�fإذا�كان�للدالتين • fمتزايدة�تماما�على���I. 

��gمتعاكسين�تكون�الدالة��gو�fإذا�كان�اتجاها�تغير�الدالتين • fا�على��متناقصة�تمام�I. 

��

a:��حيث�Iعددين�من�المجال��bو�aليكن��:برهان� b<.��
):��فإن�Jمتزايدة�تماما�على�gو�كانت��Iمتزايدة�تماما�على�fإذا�كانت ) ( )f a f b<و��[ ] [ ]( ) ( )g f a g f b<��

)�( )f aو�( )f bعنصران�من�J�(ومنه�( )( ) )( )g f a g f b< (� gإذن�الدالة�.�� fمتزايدة�تماما�على�المجال��I.��

��.�نتبع�برهانا�مماثلا�في�الحالات�الثلاثة�الأخرى:ملاحظة�
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��طرائق

��

������تمرين�محلول�
���

��:الدالتين��الآتيتين��من���أدرس�اتجاه�تغير�كل

�(�fهي�الدالة�المعرفة�على��] :��بـِ∞−0;]
3

( ) 2f x
x

= − + 

	�(gهي�الدالة�المعرفة�على��[ [1.5;+ )2:��بـِ∞ ) ( 2 3)g x x= − + 

��
��

�uعلى�الشكل��fكتابة��يمكن�أن�نحاولfه�تغير�دالة�����عند�دراسة�اتجا:طريقة��� k+�،�uλأو��v uحيث��:����

������uو��vدالتان�مرجعيتان�.��

��:حــل

[�المعرفة�على�hإذا�اعتبرنا�الدالة� .1 1:��بـِ∞−0;]
( )h x

x
3:��يكون�لدينا= 2f h= − +. 

��.�متعاكسين�hو�fفس�اتجاه�التغير�ومنه�فاتجاها�تغير�الدالتين��ن−�3hو���fللدالتين�
[�متناقصة�تماما�على��hبما�أن� [�متزايدة�تماما�على��fفإن�∞−0;] [;0−∞.��

]�المعرفتين�على��vو�uإذا�اعتبرنا�الدالتين� .2 [1.5;+ [�و�∞  :على�الترتيب�بـِ∞−0;[

���( ) 2 3u x x= − )�2و+ )v x x=كل��أجل�و�علما�أنه�من�xمن��[ [1.5;+ ∞�،( ) 0u x g:���يكون��لدينا≥ v u= �.��
]�متناقصة�تماما�على�������uبما�أن�الدالة���� [1.5;+ [�متناقصة�تماما�على������vو�الدالة����∞ �متزايدة�تماما����gفإن�الدالة����∞−0;[

]على�المجال� [1.5;+ ∞.��
��

������تمرين�محلول�
���fو��gدالتان�معرفتان�على��ℝ.��

)أدرس�اتجاه�تغير�الدالة�)�� )f g+في�الحالتين�التاليتين�: 

))���ا ) 3 1f x x= )�و�+ ) 2 3g x x= − ))��������ب+ ) 2 1f x x= )�و�+ ) 3 5g x x= − +��

)أدرس�اتجاه�تغير�الدالة�)�	 )f g×علما�أن��:( ) 2f x x= )�و�− ) 2g x x= +��
��

��:حــل
):�لدينا)�ا .�1 ) ( ) 2 3 3 1 4f g x x x x+ = − + + + = )�ومنه�الدالة�+ )f g+متزايدة�تماما�على��ℝ.��

):�لدينا)��������������ب ) ( ) 2 1 3 5 6f g x x x x+ = + − + = − )�ومنه�الدالة�+ )f g+متناقصة�تماما�على��ℝ.��

):��لدينا .�2 )( ) ( ) ( ) 22 2 2f g x x x x× = − + = )للدالتين�.�− )f g×اتجاه�نفس�"�مربع�"�و�الدالة� 

)�التغير�و�منه�فالدالة� )f g×متناقصة�تماما�على��] ]�و�متزايدة�تماما�على�∞−0;[ [0;+ ∞��

)تمكن�من�استنتاج�اتجاه�تغير�الدالتين��لا�يمكن�إعطاء�قواعد�عامة��:تعليق����� )f g+و��( )f g×الحالات�في�كل���

���.�gوfإذا�أضيفت�شروط�على�الدالتين���إلا�أن�ذلك�يكون�ممكنا�
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 التمثيل�البياني

f:التمثيل�البياني�للدالة .� k+��
��

)�إذا�كان:مبرهنة��� )fCو�( )f kC )�البيانيين�في�معلمن��التمثيلين+ ); ;O i j
� �

)�و�fللدالتين )f k+على�الترتيب�����  

)�عدد�حقيقي�فإنkحيث     )f kC )�هو�صورة�+ )fCبالانسحاب�الذي�شعاعه��k j
�

.��

��

)�نعتبر�النقطتين������:برهان  ), ( )M x f xمن��( )fCو��( )( )( ),M x f k x′ )�من�+ )f kC �:بما�أن.�+

( ) ( ) ( )f k x f x k+ = �MMفإن�الشعاع�+ ′
������

)�مركبتاه� )0, kو��MM k j′ =
������ �

Mإذن�.� �بالانسحاب��Mهي�صورة�′
kالذي�شعاعه� j
�

)نه�المنحني�و�م.� )f kC )�هو�صورة�المنحني+ )fCبالانسحاب�الذي�شعاعه��k j
�

.��

��

��:�كالآتي�ℝالمعرفة�على��hو��f�،gنعتبر�الدوال�:مثال�
�����( ) 2

f x x=�،( ) 2 1g x x= )�و�− ) 2 2h x x= +��
1gلدبنا� f= )�ومنه�− )gCهو�صورة��( )fCالذي�شعاعهب�بالانسحا�j−

�
.��

2hلدبنا� f= )�ومنه�+ )hCهو�صورة��( )fC�2الذي�شعاعهب�بالانسحا j
�

.��

��fλ:التمثيل�البياني�للدالة .2
��

)���ليكن:مبرهنة��� )fCو�( )fCλالبيانيين�في�معلمن�التمثيلي�( ); ;O i j
� �

)�و�fللدالتين )fλعلى�الترتيب�حيث�λ������

)�نقطة�منMو�لتكن�.�عدد�حقيقي�غير�معدوم       )fCفاصلتها��x.��

)�����نحصل�على�نقطة�من )fCλذات�الفاصلة��xبضرب�ترتيب�النقطة��Mفي�العدد��λ.��

������

)����إذا�كانت�:برهان� ), ( )M x f xنقطة�من��( )fCفإن��( )( ),M x f xλ′���

)نقطة�من� )fCλلأن�( ) ( ) ( ).f x f xλ λ=.��

��:�كالآتي�ℝالمعرفة�على��hو��f�،gنعتبر�الدوال�:مثال�
�����( ) 2

f x x=�،( ) 2
g x x= )�و�− ) 22h x x=��

)��و�لتكن� )fC�،( )gCو��( )hCفي�معلم�تمثيلاتها�البيانية�( ); ;O i j
� �

.��

���������gلدبنا� f= ��2hو�− f=���

�1λإذا�كان�:ملاحظة� = )�يكون�المنحنيان�− )fCو��( )fC−المرسومان�،��

��.�في�معلم�متعامد،�متناظرين�بالنسبة�لمحور�الفواصل
��



 ��

� 

0 1

1

x

y

h
C 

fC 

0 1

1

x

y

gC 
h

C 

fC 

��

��طرائق

��
��

������تمرين�محلول�
���

[�الدالة�المعرفة�على�fلتكن� [ ] [;0 0;−∞ + :��بـِ∪∞
1

( )
x

f x
x

+
=��

:��لدينا�xغير�معدومتحقق�أنه�من�أجل�كل�عدد�حقيقي .�
1

( ) 1f x
x

= + 

 ."�مقلوب�"�انطلاقا�من�التمثيل�البياني�للدالة�fأرسم�في�معلم�،�التمثيل�البياني�للدالة� .	

 

��:حــل

0xمن�أجل� .1 1:��لدينا≠ 1
( ) 1

x
f x

x x x
= + = + 

[��المعرفة�علىhإذا�اعتبرنا�الدالة� .2 [ ] [;0 0;−∞ + ∞∪ 

1:�������بـِ
( )h x

x
1f:��يكون�لدينا= h= +��

)�إذن،�في�معلم� ); ;O i j
� �

��هو�صورة�f،�المنحني�الممثل�للدالة�

�jالذي�شعاعه�ب�بالانسحا�hالقطع�الزائد�الممثل�للدالة�
�

��
��

�������تمرين�محلول�
)2:��بـ�ℝِالمعرفتين�على��gو�fالدالتين����نعتبر� ) 4f x x= )�و�− ) ( )g x f x=�.نسمي�( )fCو�( )gC��

)��تمثيلاهما�البيانيان�على�الترتيب�في�معلم� ); ;O i j
� �

.��

)ارسم�المنحني� .� )fCانطلاقا�من��( )hC�2التمثيل�البياني�للدالة�:h x x֏)�hمربع�"�هي�الدالة��"(� 

)بين�كيف�يمكن�استنتاج� .	 )gCانطلاقا�من��( )fCثم�ارسمه�.��

��:حــل

1. ( )fCهو�صورة��( )hC�4الذي�شعاعهب�بالانسحا j−
�

�� )1التمرين(

)إذا�كان�� .2 ) 0f x )��فإن��≤ ) ( )g x f x=� 

)��و�إذا�كان��� ) 0f x )���فإن��≥ ) ( )g x f x= −�� ���
)�التي�تحقق�xإذن�بالنسبة�للأعداد� ) 0f x )�يكون≤ )gCمنطبقا�على��( )fC��

)�التي�تحقق�xبالنسبة�للأعداد�و� ) 0f x )�يكون≥ )gCمنطبقا�على��( )fC−��

)و�نعلم�أن� )fC−هي�نظيرة��( )fCبالنسبة�لمحور�الفواصل�.��

���

)�نحتفظ�بجزء�fلرسم�التمثيل�البياني�للدالة��:طريقة�� )fCالواقع�فوق�محور�الفواصل،�و�نرسم�النظير�بالنسبة�إلى�����

)محور�الفواصل�لجزء�   )fCالواقع�تحت�محور�الفواصل��.��
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��أعمال�موجهة
��

):�البياني�للدالةالتمثيل�  )x f x b k+ +֏��
 مثال�باستعمال�راسم�منحنيات .�

��
 

���تحصلنا�في�الشكل�المقابلراسم�منحنيات��باستعمال�
)��على��� )fCو��( )gCللدالتيننالتمثيلين�البيانيي���

�fو��gالمعرفتين�على��ℝكما�يلي�:��
����2( )f x x=و�������( )

2
( ) 1 1g x x= − +��

)�نقطة�من���Mلتكن� )fCفاصلتها��x���

)�نقطة�من�M'��لتكن� )gC�1فاصلتها�x +.��

MM'��أثبت�أن�
������

���شعاع�ثابت
��
��

 الحالة�العامة .	

):��لدينا�Dمنxمن�أجل�كل:��حيث�Dدالتين�معرفتين�على��gو�����fلتكن� ) ( )g x f x b k= + ��حيث�+
���bو��kنرمز�بـِ.�عددان�حقيقيان�معلومان��:( )fCو��( )gCإلى�تمثيليهما�البيانيين�على�الترتيب����

)����في�معلم� ), ,O i j
� �

)نعتبر�النقطتين�.� ), ( )M x f xمن��( )fCو��( ), ( )M x b g x b′ − )�من�− )gC 

�)��أ MM:�بين�أن� bi k j′= − +
������ � �

�Mإلى�النقطة��Mثم�استنتج�التحويل�النقطي�الذي�يحول�النقطة� ′. 

)حدد�طريقة�لرسم�المنحني���)��ب )gCانطلاقا�من�المنحني��( )fC. 

 

0k(�حالة�خاصة� .� =(� 

):��لدينا�Dمنxمن�أجل�كل:��حيث�Dدالتين�معرفتين�على��gو����fإذا�كانت� ) ( )g x f x b= �عدد�������bحيث�+
)حقيقي�معلوم�و�إذا�كان��    )fCو��( )gCتمثيليهما�البيانيين�على�الترتيب�في�معلم�للمستوي،�بين�كيف�يتم�استنتاج���

)المنحني )gCانطلاقا�من�المنحني��( )fC.��


 تطبيق .

]�المعرفتين�على�المجال��hو�������������gنعتبر�الدالتين� [1;− + ��:�بـِ∞
( ) 1g x x= )���و���+ ) 1 2h x x= + +��

)��و�ليكن� )gCو��( )h
Cتمثيليهما�البيانيين�على�الترتيب�في�معلم�للمستوي��.��

)انطلاقا�من�التمثيل�البياني)��ا )fCالجذر�التربيعي"�للدالة���"�:f x x→ارسم�المنحني��( )gC.��

)حدد�طريقتين�لرسم�المنحني�)�ب )hCثم�ارسمه�.��
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��

��أعمال�موجهة

��

��تغيير�المعلم 
 دساتير�تغيير�المعلم������������������������������������������������������������������������ .�

( ); ,O i j
� �

)�نقطة�من�المستوي�حيث�Ωمعلم�للمستوي�و� )0 0,x y��

)هي�احداثياها�بالنسبة�إلى�المعلم ); ,O i j
� �

)و�ليكن�.� ); ,i jΩ
� �

��

��.معلم�جديد�للمستوي
)�نقطة�من�المستوي�حيثMإذا�كانت� ),x yهي�احداثياها�بالنسبة���

)�إلى�المعلم ); ,O i j
� �

)�و�حيث� ),X Yهي�احداثياها�بالنسبة���

)�إلى�المعلم ); ,i jΩ
� �

��:�بين�أن

0

0

x X x

y Y y

= +


= +
��دساتير�تغيير�المعلم�

���������������دراسة�مثال�أول .	

)2:�بـℝِىالمعرفة�علfنعتبر�الدالة ) 4 3f x x x= + )�وليكن�+ )fCتمثيلها�البياني�في�المعلم�( ); ,O i j
� �

��

)ذات�الإحداثيات����النقطةΩولتكن�� )2, 1− )�بالنسبة�إلى�المملم− ); ,O i j
� �

�����

)بعد�تعيين�دساتير�تغيير�المعلم���بين�أن�معادلة� � )fCبالنسبة�إلى�المعلم�( ); ,i jΩ
� �

2:��هي
Y X=ثم�ارسمه�.��

)إذا�كان�المعلم � ); ,O i j
� �

)متعامدا�عين�معادلة�محور�تناظر�المنحني�� )fC� 

����������������ثانيدراسة�مثال .�

[ىالمعرفة�علfنعتبر�الدالة [ ] [, 1 1,−∞ − − �2:�بـِ∪∞+
( )

1

x
f x

x

+
=

+
)�وليكن� )fCتمثيلها�البياني�في��

)المعلم ); ,O i j
� �

)ذات�الإحداثيات����النقطة�Ωولتكن�� )�بالنسبة�إلى�المعلم−1,1( ); ,O i j
� �

�����

)بعد�تعيين�دساتير�تغيير�المعلم���بين�أن�معادلة� � )fCبالنسبة�إلى�المعلم�( ): ,i jΩ
� �

1:��هي
Y

X
��.�ثم�ارسمه=

)عين��مركز�تناظر�المنحني� � )fC� 


 الحالة�العامة .

�xأن�المستقيم�ذو�المعادلة�تحدد�مختلف�المراحل�المتبعة�لإثبا � a=ِـمنحنى� )�محور�تناظر�ل )fCفي�معلم��

)متعامد ); ,O i j
� �

. 

)�أن�نقطة�تحدد�مختلف�المراحل�المتبعة�لإثبا � , )a bΩِـمنحنى� )�مركز�تناظر�ل )fCفي�معلم�( ); ,O i j
� �

.��

 تطبيق .�

)�مركز�تناظر�للمنحنيΩ(2,3)�أن�النقطة���بين )fCالممثل�في�معلم��( ); ,O i j
� �

�المعرفة�على�fللدالة��

] [ ] [, 2 2,−∞ 3:��بـِ∪∞+
( )

2

x
f x

x
=

−
�����������

O

Ω

i
�

j
�

i
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j
�
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��مسائل�محلولة

��

:����بـ�ℝِجزء�من��Dالدالة�المعرفة�على�أكبر�مجموعة�ممكنة����fلتكن�
2

( )
1

x
f x

x

+
=

+
��

[:�بين�أن .�� ] ] [; 2 1;D = − ∞ − − + ∞∪ 

f:�بين�أن .�	 g h=  .�دالة�يطلب�تحديدهاhو�"�الجذر�التربيعي�"��هي�الدالة��gحيث��

:لدينا�Dمنxتحقق�أن�من�أجل�كل .�
1

( ) 1
1

h x
x

= +
+

[علىhر�تغياتجاه�استنتج�.� ]; 2−∞ [وعلى− [1;− +∞� 


[�على�fعين�اتجاه�تغير�الدالة� . ]; 2−∞ [�و�على�− [1;− +∞� 


�ثم�تحقق�من�صحة�الجواب�على�السؤال�fباستعمال�الحاسبة�البيانية�مثل�بيانيا�الدالة� .�.��

��

[التحقق�من�أن� .�� ] ] [; 2 1;D = − ∞ − − + ∞∪ 

2:���التي�تحقق�xمعرفة�من�أجل�قيمfتكون�الدالة
0

1

x

x

+
≥

+
�1و� 0x + �2إشارة��xلندرس�حسب�قيم�.�≠

1

x

x

+

+
��

+∞�����������1−���������������24�������������−∞��x��
��������+�����������������+��������0��������4��2x +��

�������+��������0���������4�������������������4��1x +��

�����������
2

1

x

x

+

+
��

[:���نستنتج�من�الجدول�هكذا�أن ] ] [; 2 1;D = − ∞ − − + ∞∪��

 hتعيين�الدالة� .	

2:�طط�التاليبإتباع�المخ 2

1 1

x x
x

x x

+ +

+ +
֏ g::��و�علما�أن֏ x x֏2:��فإن

:
1

x
h x

x

+

+
֏��

f:��و�لدينا�فعلا g h= ���

��D�:1من�xلدينا�من�أجل�كل�:��hتغيرات�الدالة� .� ( 1) 1 2
1 ( )

1 1 1

x x
h x

x x x

+ + +
+ = = =

+ + +
��

1من�
( ) 1

1
h x

x
= +

+
1:��هو�نفسه�اتجاه��تغير�الدالة�hنستنتج�أن�اتجاه�تغير�

1
x

x +
֏��

1:��نلاحظ�كذلك�أن�الدالة

1
x

x +
1x:���هي��مركب�الدالة֏ x 1:��متبوعة�بالدالة֏+

x
x

֏��

�1xبما�أن�اتجاهي�الدالتين x �1و֏+
x

x
�1متعاكسان�فإن�الدالة�֏

1
x

x +
�متناقصة�֏

[على ]; 2−∞ [وعلى− [1;− +∞ 


 �fتعيين�اتجاه�تغير�الدالة� .�

���fمتناقصة�فإن�الدالة��hمتزايدة�و�الدالة�gبما�أن�الدالة�
��� ] ]; 2−∞ − وعلى ] [1;− +∞ �������متناقصة�على

 �و�التحقق�من�صحة�النتائجfالتمثيل�البياني�للدالة .��

��.�تؤكد�فعلا�صحة�نتائج�السؤال�الرابع�fالقراءة�البيانية�لمنحني�الدالة�
��

4 0 + + 



 	�

� 

2-1

2

0 1

1

x

y

2
y x= 

fC 

��

� �مسائل�محلولة� ���

��
���ABCD�2مربع�طول�ضلعه�cm�.نعتبر�النقطM،Nو�Pحيث��:[ ]M AB∈��،[ ]N CD∈و��[ ]P AD∈.��

]�تتحرك�على�����Mنفرض�أن�النقطة ]ABمع�:AM CN DP= =.��

����AMنضع� x=�ِو�نرمز�بـ�( )f xإلى�مساحة�المثلث�MNP.�� 

):��ثم�تحقق�أن�fمجموعة�تعريفDعين .� )
2

( ) 1 1f x x= − + 

]أدرس�على .	 ):�تغيرات�الدالة2;0[ )
2

1x x  �ثم�استنتج֏−

]�على��fتغيرات�الدالة ��التي�Mثم�عين�وضعيةfشكل�جدول�تغيرات.2;0[

��.�أصغر�ما�يمكن�MNPالمثلثة��تكون�من�أجلها�مساح

)اشرح�كيف�يتم�رسم� .� )fCِالتمثيل�البياني�لـ�f2:�انطلاقا�من�القطع�المكافئy x=ثم�ارسمه�. 

���

���

)�و�حسابDتعيين .�1 )f x:بما�أن��Mتتحرك�على��[ ]AB��2و�AB ]:���فإن= ]0;2D = 

):��ومنه�Pمتساوي�الساقين�و�قائم�في�MNPالمثلث��� )
22 2 21 1

( ) 2 2 2
2 2

f x MP x x x x = = + − = − +
 

��

):�لدينا )
2 2 21 1 2 1 1 2 2x x x x x− + = − + + = − ):��ومنه+ )

2
( ) 1 1f x x= − +��

 fتغيرات�الدالة .	

):�الدالة )
2

1x x ]�متناقصة�على�֏− ]�و�متزايدة�على�1;0[ ):�و�بما�أن�للدالة2;1[ )
2

1 1x x − +֏ 

)�نفس�اتجاه�تغير� )
2

1x x ]�متناقصة�على��fفإن�الدالة�֏− ]�و�متزايدة�على�1;0[ ]1;2.���
����

���xلـ�1ِتقبل�قيمة�حدية�صغرى�عند�القيمةfنلاحظ�أن�الدالة
�ةمساح�التي�تكون�من�أجلها�Mإذن�وضعية�النقطة�

]�أصغر�ما�يمكن�هي�منتصف�القطعة�MNPالمثلث ]AB��
��

)رسم�المنحني� .� )fC 

)����المنحني� )fC�2ذو�المعادلة�القطع�المكافئ�هو�صورة�y x=���

)�الانسحاب�الذي�شعاعه�بواسطة���� )1;1u
�

��
���������2yنقوم�برسم�القطع�المكافئ��ذو�المعادلة� x=���

]�جالمفي�ال����� )��ثم�نستنتج�المنحني��−1;1[ )fC��

)المنحني��� )fCهي�صورة�النقطةروته�قطع�مكافئ�ذ�Oذروة���

�2ذو�المعادلة�القطع�المكافئ��
y x=الانسحاب�الذيسطةبوا������

)��شعاعه� )1;1u
�

)و�منه�ذروة�.� )fCهي�النقطة��( )1;1�.��

��
� ���

2���������������1���������������0����x��
2��������������������������������2����
��

�����������������1����������������������

��
( )f x��

��
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� �� ��أعمال�تطبيقية�

� �� ���
��kfالةالتمثيل�البياني�للد 
��دراسة�مثال .�

)2:��المعرفة�بـ�fِ"مربع�"�الدالة�نعتبر��������������� )f x x=و�لتكن�gالمعرفة�بـِ�الدالة�:�g kf=�������
 .�عدد�حقيقيkحيث

)نرمز�بـِ� )fCإلى�منحنى�الدالة�f�ِو�بـ�( )kfCإلى�منحنى�الدالة�g kf=.��
��:حضر�ورقة�حساب�مماثلة�للورقة�الموالية

 

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��

��

��:اتملاحظ
2:�كما�يلي�5Cيتم�الحجز�في�الخليةkحتى�تتغير�كل�المعطيات�و�المنحنيات�بتغير�قيمة � 4* 5F B=��

��.�انطلاقا�من�لوحة�المفاتيح�4Fعلما�أنه�يتم�حجز
 .�و�اختيار�الخطوة�التي�تريدxيمكنك�تغيير�قيم�المتغير �

��:الأسئلة

 ماذا�تلاحظ�؟.��2Bفي�الخليةkقم�بتغيير�قيم .1

)ماذا�يمكن�القول�عن .2 )fCو��( )kfC���1لماk = �0k؟�ماذا�يحدث�لما�−  �؟=

�0kلما��kfوfقارن�بين�اتجاهي�تغيرات .3 �0kثم�لما�< <. 

هل�.��بأخذ�دوال�مرجعية�أخرى�مع�تغيير�المعطيات�وفق�طبيعة�كل�دالة��fغير�الدالةدراسة�أمثلة�أخرى .�
 �؟تبقى�الملاحظات�السابقة�نفسها�أم�تتغير

��:�التاليةلا�يمكن�دراسة�التمثيلات�البيانية�للدو�أو�بأي�راسم�آخر�للمنحنيات�،Excelباستخدام�مجدول:�ةملاحظ
( )x f x b+֏�����،( )x f x a+֏�������،( )x f x a b+ +֏.��

��



 	�

	 

��

� �أعمال�تطبيقية� � 

 

 لعلاقات�المثلثيةإكتشاف�بعض�ا 

 دراسة�مثال .�

fو�gدالتان�معرفتان�على�ℝكما�يلي��:( ) sinf x x=و�( ) cos
2

g x x
π 

= − 
 

.��

)باستعمال�آلة�حاسبة�بيانية�تحصلنا�على )fCو�( )g
Cمنحنيي�fو�g.��

)نلاحظ�أن )fCو�( )gCيمكن�إذن�أن.���متناظران�بالنسبة�إلى�محور�الفواصل��

�ℝ:cosمنxمن�أجل�كل:�نضع�التخمين�التالي sin
2

x x
π 

+ = − 
 

��

 علاقات�مثلثية�أخرى .	

��:�و�ضع�تخمينا�في�كل�مرةgو�fباستعمال�آلة�حاسبة�بيانية�أو�أحد�راسمات�المنحنيات�مثل�بيانيا�كلا�من
���•( ) cosf x x=و�( )( ) cosg x xπ= −���•( ) sinf x x=و�( )( ) sing x xπ= − 

)�مقارنة .� )cos 2x�2وcosx 

fو�gدالتان�معرفتان�على�ℝكما�يلي��:( )( ) cos 2f x x=و�( ) 2cosg x x=.��
)باستعمال�آلة�حاسبة�بيانية�أو�راسم�منحنيات�ارسم � )fCالتمثيل�البياني�للدالة�f. 

��.ضع�تخمينا�حول�دورها�ثم�أنجز�برهانا�يؤكد�صحة�التخمين.��دالة�دوريةfيظهر�أن�الدالة

)أرسم�على�نفس�شاشة�آلة�حاسبة�بيانية� � )f
Cو�( )gCمنحنيي�الدالتين�fو�g�.ماذا�تلاحظ�؟ 

)تعيين�بيانيا  )( )g f aانطلاقامن�منحنيي�الدالتين��fو�g 

fو�gدالتان�معرفتان�على�ℝ2:كما�يلي�( ) 1f x x x= + )�و− ) 2 1g x x= +��

83Tiمثل�على�شاشة�الآلة�الحاسبة�البيانية +�( )fCو�( )gC4:�حيث 4x− ≤ �2و≥ 6y− ≤ ≤��

)تعيين�الهدف�هو� )( )1g fبينيا��.��
)أحجز .1 )f x�1فيYو�( )g x�2فيY�.1أضغط�على����������ثم�أحجز 

��ثم��"�vertical"�أضغط�على���������ثم����������ثم���������.�صادق�باللمسةو
��

)في�شاشة�الحساب��أحجز������.���صادق�باللمسة�� )1 1Yثم�خزنها�بواسطة���
��.����2Yثم�انقل�الزالق�على������أضغط�على.����������ثم��������اللمسة���������ثم�

��
��.ثم�صادق�باالمسة�����������".Horizontal"�استعمل��������ثم�����������ثم��.�����������و�صادق�باللمسة�Aأحجز
)أرسم�على�نفس�الشاشة .2 )hCالتمثيل�البياني�للدالة�hحيث�h g f= )كنك�حجزيم.�� )2 1Y Y�3فيY. 

)ما�هو�التخمين�الذي�يمكن�وضعه�فيما�يخص )hCو�نقطة�تقاطع�المستقيمين�العمودي�و�الأفقي�؟تحقق�من�صحته�.��
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 أصحيح�أم�خاطئ

���خاطئأجب�بصحيح�أم� �����إلى� ����بالنسبة�للتمارين�من

]��مجالال�معرفة�على�fإليك�منحني�دالة������� ]4;0��
��
��
��
��
��
��
��
��

1( fمتزايدة�على�المجال��[ ]0,2 

2( fموجبة�على�المجال��[ ]0,2 

3( fرتيبة�تماما��على�المجال�[ ]1,3 

)المعادلة� )4 ) 0f x  �تقبل�حلين�=

5( ( ):��حل�للمعادلة�−(2 ) 4f x = 

��	��fو��gفتان�على�المجالدالتان�معر�] ��:�بـ�∞+;0]

�������2( ) 3f x x= − �1و�+
( )g x

x
=��

�1�(22
( )(5)

5
f g+ = − �،2( �3( )( ) 3

f
x x x

g
= − + 

�3(
2 3

( . )( )
x

f g x
x

− +
=�,�4((2 3 )(1) 7f g+ = 

���.fو��gو�hدوال�حيث���:��
2( )f x x=و��( )g x x=و�جدول�تغيرات�الدالة��h�

��:هو�
��
��
��

u:�نضع� f g= �vو� g h= ����
1( uفة�على�المجال��معر[ ]0,7� 

2( uمجال��على�التزايدة��م[ ]0,3� 

����������3(( )u xعنصر�من�المجال���[ ]0,9 

��
��

��
��
��
��

4( vفة�على�المجال��معر[ ]0,7� 

5( v0مجال�على�المتزايدة�, 7 
 � 

6( vفة�على�المجال��معر[ ]3,7��
 .�الاختياراتسئلة�متعددة�أ

��..�.���.��إلى�.�
�.�من�بالنسبة�إلى�التمارين�
��:�أختر�الجواب�الصحيح�من�بين�الاقتراحات�

.�
�.����fو��gفتان�على�دالتان�معر�ℝبـ��:��
��2( )f x x=و��( ) 2g x x= −���

����( . )( ) ...f g x =��
�1(3 22x x+���,��2�(3 2x −����,�3�(2( 2 )x x x− 

.���.�����gو�hفتان�على�دالتان�معر�Rبـ���:��
( ) 2 1g x x= )�2و�− ) 3h x x= +���

�����( )( ) ...g h x =���
��1�(22 5x +���,�2�(22 1x −���,�3�(22 2x +��
.���.�����( )fCو��( )gCمنحنيا�الداليتين���fو��g���

)�في�المستوي�المزود�بمعلم� , , )O i j
� ���

��)أنظر�الشكل�����(
��
��
��
��
��
��
��
��

]في�المجال� ��:��لدينا�−1,2[
��1�(f g≥���,��2�(g f≥����,�3�(f g=����
.���.���fفة�على�المجال�دالة�معر�] [1;− ��:��بـ∞+

2
( )

1
f x

x

−
=

+
���

1( fمتناقصة�على�المجال��] [1;− +∞ 

2( fمتزايدة�على�المجال��] [1;− +∞ 

3( fموجبة�على�المجال��] [1;− +∞ 

��.��يسمى�قطع�مكافئ�fمنحنى�الدالة )4
 

��تمارين �
 

7��������������������3��������������0 � x��
4��
��

������������������������������������1−��

( )h x��
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 :���بـ�  �ℝالمعرفة�على�fلتكن�الدالة���.���

�����������35
2

1
)( 2 +−= xxxf 

���3,�-��1�,�0�,�2:��احسب�صور�الأعداد�)��������1

�,�3:�احسب�سوابق�الأعداد�)�������2
2

17��

]�المعرفة�في�المجال�fلتكن�الدالة����.�����. ]2;2−��
����)( fCهو�المنحنى�البياني�الممثل�للدالة��fفي�معلم���

�����للمستوي�
��

� ���
� ���

��
� ���
� �� ��

�
� ��

�
�
�
�

��.�fبالدالة��0�،�1،�-�1عين�صور�الأعداد�)����1
 .�fبالدالة��1�،�5،�-1لأعداد�عين�سوابق�ا)������2

]حل�في)���3 )�المعادلة�−2;2[ ) 3f x =.��
���.��	�.���إلى��.����.نسبة�للتمارين�من�بال� •

����في�كل�حالةfعين�مجموعة�تعريف�الدالة��
��:��من�الحالات�التالية

.����.��52)( 3 +−= xxxf 

.����.��
7

3
)(

2 −
=

x
xf 

.��	�.��1)( 2 +−= xxxf 

.����.��
x

xxf
2

1
)( −= 

��
�.�1
( ) 1

4
f x x

x
= + −

−
��

.���

��

��

���.��
4

32
)(

2 −

+
=

x

x
xf 

����.��
12

5
)(

2 +
=

x
xf 

����.��
3

)(
2

−
=

x

x
xf 

.���.��
3

)(
2

−
=

x

x
xf�

����.��1)( −−= xxxf 

.	��.��
62

2
)(

−

−
=

x

x
xf 

.	��.��xxxf cos3sin)( −= 

���.��	�.���إلى��.�		�.���بالنسبة�للتمارين�من���

��ن�في�كل�حالة�متساويتي��gوfنأذكر�إن�كانت�الدالتا

��:�من�الحالات�التالية�

.		�.��2)( += xxfو��( )
2

( ) 2g x x= + 

�	��.��2)( xxf �xxgو� = =)( 

.	
�.����
x

x
xf

2

)( �xxgو�= =)( 

�	��.��
1

1
)(

−
=

x
xfو��

1

1
)(

−

+
=

x

x
xg 

.	��
)1)(1(

44
)(

2

+−

++
=

xx

xx
xfو�

1

)2(
)(

2

2

−

+
=

x

x
xg 

�	��.��
3

2
1)(

−
+=

x
xfو�

2

2

)3(

34
)(

−

+−
=
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���	��.�fو��gدالتان�حيث��:��
����2( ) 1f x x= )�2و�+ ) 2 3g x x x= + −��
��:عين�مجموعة�تعريف�الدوال)����1

������f�،��g�،�f g+�،�f g×����
)�أوجد�عبارة�الدالتين)���2 )( )f g x+و��( )( )f g x×��

.	��.��fو��gدالتان�معرفتان�كما�يلي��:��
2 1

( )
1

−
=

+

x
f x

x
�4و��

( ) 1
1

= −
+

g x
x

��

 �gو��fأوجد�مجموعة�تعريف�الدالتين� )1

−�2و�3f:���مجموعة�تعريف�عين� )2 g��
��:�يلي�كماRن�على��المعرفتا�gوfن��لتكن�الدالتا�..��.

2( ) 2 1= −f x xو����( ) 4 3= +g x x��
:��يكون��xل�كل�عدد�تحقق�أنه�من�أج)�1
2)1(2))(( +=+ xxgf 

2:�برهن�أن�الدالة�)�2 +f gهي�مربع�دالة�تآلفية�يطلب���
��.تعيينها�

.���.��fو��gدالتان�معرفتان�على��] ��:�بـ∞+;0]

( ) 5 2f x x= �3و�−
( )

2
g x

x

−
=��

�:�بواسطة�الدوال�1�،�2�،�5صور�الأعداد��عين)��1
f g+�،�3 f�،�2g−���

عين�صور�الأعداد�)�2
2

1
��:��بواسطة�الدوال��3،�-��1،�−

�f g×���،�f

g
�،�1

2
f g−���

���.����.���إلى��.�	��.بالنسبة�للتمارين�من�� •
fعين� gو���g fمن�الحالات��في�كل�حالة��
��:التالية

.�	���( ) 2f x x=�و�( ) 3g x x= −��

.������( ) 3f x x= −�و�( ) 3 2g x x= +��

��
����2

( )f x x=�و�( ) 2 3g x x= − 

�������1
( )

1
f x

x

−
=

+
��و( ) 2g x x=��

���

��

��������2( ) 2f x x x= +��1و
( ) 3g x

x
= −���

���.��f,�  g ,  h,� k دوال�معرفة�على�Rبـ��:��

1�(( ) 2f x x=��،�( ) 2
g x x=،( ) 1h x x= +

� �( ) 2 1k x x= +�������������������������������������������������

���������������������������������������:�����������������������يلي��أثبت�ما

���1(k h g= �����������������2( f k g h+ = ���

���3(�2f k k=��������������4(2k h g h= +� 

���5�(g k gk k= +���������6(2 2k k g k= +� 


�.���إلى��.����.للتمارين�من�نسبة�بال  •��.���

�إلى�مركب�دالتين�بسيطتين�في�كل�حالة���fفكك�الدالة�

��:�������من�الحالات�التالية�

.���.�������( ) ( )
2

1f x x= −��

.���.���( ) ( )
2

2 1f x x= + +��


��.���( )
3

1
f x

x
=

+
������ 


��.���( ) 1= +f x x�� 


	�.���( ) ( )cos 1= −f x x�����

�
��.���( )
2

1
5

x
f x = −�����������

��اتجاه�التغير..



����fو�gفتان�على�المجال�دالتان�معر���

���������[ [0;I = ��:�بـ�∞+

����( )f x x=�2و�( )g x x=��

fالدالة��أثبت�أن g+ل��متزايدة�تماما�على�المجاI��

��تمارين �
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�
��.��fرفة�على�المجال�دالة�مع��] ��:��بـ�∞−0;[

��������������2( )f x x x= +���
[�متناقصة�تماما�على�المجال�fأثبت�أن�الدالة� ];0−∞.��


���.�fرفة�على�المجال�دالة�مع��] �����:��بـ�∞+;0]

����������������1
( )f x x

x
= −��

]�متزايدة�تماما�على�المجال�fبين�أن� [0;+∞��

��.�fرفة�على�المجال�دالة�مع��] ���:��بـ�∞−3;[

���������������( ) 3f x x= −��
���إلى�مركب�دالتين�مرجعيتين�يطلبfفكك�الدالة�)�1
 .�تعيينهما���

[�على�المجال�fاستنتج�اتجاه�تغير�الدالة�)�2 [;3−∞��

�
����( )Pمربع"�قطع�مكافئ�الممثل�للدالة�هو�"���
)1نرسم� )Cصورة��( )P�2بالانسحاب�الذي�شعاعهi

�

�����
)��2و� )C�1صورة�( )Cبالانسحاب�الذي�شعاعه�j−

�

�����
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��

��
��

��
��
 

��
)�1الممثلتين�بالمنحنيين����gو���fعين�الدالتين )C��

)��2و� )C.��

��
��
��

��.�fو��gدالتان�معرفتان�على���∗

ℝ حيث����:��

����1)( 2 += xxf�,�
x

xg
1

)( hنضع��.= g f= ���

��
��
��
��
��
��
��
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 �hعين�مجموعة�تعريف�الدالة� )1
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�50����( )Cللدالة�هو�المنحنى�البياني��f)انظر�الشكل(��
� ���

 

��

��

��
���gوhمثل�في�نفس�المعلم�المنحني�البياني�للدوال

g(x):��حيث����kو� = -f(x) 

h(x) = f(x)�،��k(x) = f(x - 1)+ 3 

��:��حيث�ℝلتكن�الدالة��المعرفة�على���.���.
133)( 23 ++−= xxxxf��

( )Cمنحناها�البياني�في�المستوي�المنسوب�إلى�معلم���
( , , )O i j
� �

��
من�أجل�:���بحيث��βوαقيينعين�العددين�الحقي )1

βα:��يكون�xكل�عدد� +−= 3)()( xxf� 

3:�شكل�جدول�تغيرات�الدالة� )2
֏x x 

 �.fاستنتج�جدول�تغيرات�الدالة� )3

 .fياني�للدالة�أرسم�المنحنى�الب )4

.�	�.��( )Cهو�المنحنى�البياني��للدالة�fالمعرفة����
)(23:��كما�يليℝعلى������ 23 +−= xxxf��

��
��
��
��
��
��
��

��لمعلم�مثل��أنقل�هدا�الشكل�على�ورقتك�ثم�في�نفس�ا
��:���المعرفتين�كما�يلي���2fو����1fبيانيا�الدالتين�

3 2
1( ) 3 2f x x x= − +���

3 2
2 ( ) 3 2f x x x= − +��

��
��
��

]��زوجية�معرفة�على��fلتكن�دالة�..��� ]3,3−�����
]�من�المجال��xحيث�من�أجل�كل�عدد ��:�لدينا�3,0[

������1)( += xxf��
]�عنصر��من�المجالكلعرف�الدالة��من�أجل�)�1 ]0,3−� 

 .fمثل�بيانيا�الدالة�)�2

��
جزء�من�جدول�:���دالة�فردية�حيث�fلتكن��.�
��:�تغيراتها�يكون�من�الشكل�

0             1               3                4��x��
                2                                  0��

��
0                                -1 

( )f x��

��.fمم�جدول�تغيرات�الدالة�ات
��..�fدالة�معرفة�على����{ }2−ℝحيث�:���

����������
x

xx
xf

−

+
=

2

3
)(

2

��

�بحيث��من�أجل�كل���cوa،�bعداد�حقيقيةة�عين�ثلاث)�1

}�من�xعدد� }2−ℝلدينا���:
x

c
baxxf

−
++=

2
)(��

)وضعية��أدرس�)�2 )fCالمنحني�الممثل�للدالة��f��
5y:�لنسبة�للمستقيم�الذي�معادلته�با x= − −��
}���الدالة�المعرفة�على���fلتكن�.��� }2− −ℝ��

�بالعلاقة����
2

13
)(

2

+

++
=

x

xx
xf��

��إليك��المنحني�البياني�للدالة��المحصل�عليه�بالحاسبة�البيانية�
��
��
��
��
��
�� 
 

��
)لنقطة����لتكن�ا )1,2 −−A� 

)أكتب�معادلة�المنحني�)�1 )fCفي�المعلم���( )jiA
��

,,��
)باستعمال�الحاسبة�البيانية�أرسم�)�2 )fCفي�المعلم����

����( )jiA
��

,,. 

)�بالنسبة�للمنحني�Aمادا�تمثل�)�3 )fC��
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)أثبت�أن�المنحني� )Cر��يقبل�محور�تناظ.��

���..	�..��إلى�..��..بالنسبة�للتمارين�من •

�تغير�الدالة�اتجاهباستعمال�عملية�الجمع�على�الدوال��عين�

fعلى�المجال��Iة��في�كل�حالة�من�الحالات�التالي:��

.��..��
2 2 3

( )
2

x x
f x

X

− + +
=

−
�����،���] [0,∞−=I��

��..�2
1

)( 2 +−=
x

xxf����،��] [+∞= ,0I��

���..�
2

1
)( 2

−
−=

x
xxf������،��] [2,0=I��

��..�
x

xxf
1

)( −=��������،�����] [+∞= ,0I���

�	.�2 1
( ) 2

3
f x x

x
= +

+
��،�] [3,−∞−=I���

��..�fو�gدالتان�معرفتان�على���[ ��:�حيث�0,∞+]

������2)( xxf �xxxgو�= −−= 2)(��

 ���.�gوfعين�اتجاه�تغير�الدالتان� )1

=:��المعرفة�كما�يليhنعتبر�الدالة� )2 +h f g 

 hعرف�الدالة� �

 .hعين�اتجاه�تغير�الدالة� �

��

��
��
��
��
}�المعرفة��على�fة�لالتكن�الد�.� }0−ℝكما�يلي�:��

���������
x

xxf
1

2)( 2 ++=��

��ن���المعرفتا��hو�gشكل�جدول�تغيرات�الدالتين)�1

)(2:�يلي��كما���� 2 += xxg�1و�
( ) =h x

x
��

���fباستعمال�عملية�الجمع��عين�اتجاه�تغير�)�2

[��المجالعلى��� [0,∞−�.��

��هل�باستعمال�عملية�الجمع�يمكن�استنتاج�اتجاه�تغير�)�3

[�على�fالدالة��� [0,+∞.��

تعمال�عملية�الضرب�على�الدوال��أدرس�اتجـاه���������باس������
��:تغير�الدالة��في�كل�حالة�من�الحالات�التالية��

1�( ( ) xxxf 1)( 2 ]��على�المجال����=+ [+∞,0 

2�( ( ) 223)( xxxf [��على�المجال���=−+ [0,∞−� 

3�( ( )1)( 3 −= xxxfعلى�المجال�����[ ]8,1���
}�المعرفة��على�fلة�ا�لتكن�الد.���� }2−ℝبالعلاقة����

��������
2

12
)(

23

−

−−
=

x

xx
xf��

)(�2:�بـ���ℝالمعرفة��علىgلة�اولتكن�الد xxg =��
( )fCو��( )gCالمنحنى�البياني�للدالتين��fو�gعلى���

��:)إليك�الشكل�المحصل�عليه�بالحاسبة�البيانية�(الترتيب�
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��
��
��
��
��
��
��
��

)حدد�المنحنيين��)1 )fCو( )gC��

)��وضـعية��xاستنتج�حسب�قيم����)�2 )fCللقطـع���بالنـسبة��
�2xyمعادلته�المكافئ�الذي =. 
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]�المعرفة��على��المجال�fلتكن�الدالة�)��1��� [+∞,0��

xxxf:������حيث� 2)( 2 +=��

]�على�المجال�fأدرس�اتجاه�تغير�الدالة � [+∞,0 

��:��حيث�xأثبت�أنه�من�أجل�كل�عدد�حقيقي� �

�����0≥x0فإن����)( ≥xf��

]�المعرفة�على�المجال�����gكن�الدالة���لت)����2 ��حيث���0,∞+]

��:xxg ++−= 11)(��

]�على�المجال�gأدرس�اتجاه�تغير�الدالة� � [+∞,0 

)(�0موجبا�فإن�xأثبت�أنه�إدا�كان�العدد� � ≥xg����

gعلى�أي�مجال�يمكن�تعريف�الدالة��)�3 f؟����

)أحسب�� )( )g f x���

fعلى�أي�مجال�يمكن�تعريف�الدالة�)��4 g؟���

)أحسب�� )( )f g x�.��

)ليكن��..��� )fCو��( )gCللدالتين�ين�البياني�المنحنيين���

�fو�gو�لتكن�الدالة���hحيث���:h g f= ���
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)�نقطة�من�1Mلتكن�� )fCفاصلتها��x.��

)من���2Mة�النقطانشئ���1Mانطلاقا�من)1 )gCذات��

)الفاصلة )f x��.2(استنتج�كيفية�إنشاء�نقطة�من( )hC��

����fو��gو���hدوال�معرفة�كما�يلي���:��

x
xxf

3

1
3)( −=�،��1

( ) 1
3

g x
x

= −��

��13)( −= xxh��

����يطلب�تعيينهما�vو�uدالتين��إلى�مجموعfفكك�الدالة)�1

لين��ا�على�المج�vو�uعين�اتجاه�تغير�الدالتين�)2

] [�و�على�−∞,0] ��f،�استنتج�اتجاه�تغير�الدالة�0,∞+]

[على�كل�من�المجالين�� [�و�على�−∞,0] [+∞,0 

أحسب�و�بسط�)�3
)(

)(

xg

xf
 

�و�hن�هل�الدالتا)�4
g

fن�؟�متساويتا 

��المعرفتين�على�المجال��gو�fنعتبر�الدالتين����� 

] [+∞= ,0Iكما�يلي�:��
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x
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1
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2 −
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x
xg
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2
)( +=��

��.�vو��uإلى�مجموع�دالتين�fفكك�الدالة�)�1

���ثم�استنتج�Iعلى�المجال��vو�uأدرس�اتجاه�تغير�)�2

��.Iلى��ع�fاتجاه�تغير�الدالة���

Sنضع�)�3 g f= ����Dو�+ g f= −���

���.�Iعلى�المجال��Dو�Sتين���عين�اتجاه�تغير�الدال-�

���.��Dو��Sمثل�بيانياً�في�نفس�المعلم�الدالتين-�

1:بملاحظة�أن)�4
( )

2
g S D= ��يا�مثل�بدقة،�بيان+
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]�معرفة�على�المجال��fنعتبر�دالة� ��� ل�الـشك��.−3;3[
���مثل�كل�من�الدوال�التالية.المقابل�يمثل�منحنيها�البياني

��1�(1( ) ( )f x f x= −���
��2(���2 ( ) ( )f x f x=�������
��3(�3( ) ( ) 1f x f x= +����
�4(4 ( ) ( 1)f x f x= +.��
 

�	�fو��gدالتان�معرفتان�على��ℝيلي�كما�:��

���2( ) 2 1f x x= )�3و�− ) 4 3g x x x= −��

f:���بين�أن����� g g f=� ����

���:��كما�يلي�المعرفة�fنعتبر�الدالة�����
����������( ) 2 3 2f x x x x= − − + +���

)�زوجية�ثم�اكتبfبين�أن�الدالة��)1 )f xبدون�رمز����

��.القيمة�المطلقة��

���و�ارسم�منحنها�البياني�في�fادرس�تغيرات�الدالة)�2

��.معلم�متعامد�و�متجانس���
���g،�منحني�الدالة�fارسم�انطلاقا�من�منحني�الدالة�)�3

)حيث����� ) ( )g x f x= −��

�
[�المعرفة�على�المجالfلتكن�الدالة���� [1;− +∞��

���3حيث� 2
( )

1

x
f x

x

−
=

+
���

��.�باستعمال�الحاسبة�البيانيةfارسم�التمثيل�البياني�للدالة�)�1

�حيث�من�أجل�كل�عدد�Aخمن�وجود�قيمة�لعدد�حقيقي�)�2

�1xحيث�xحقيقي > )�يكون�− )f x A<���

�بحيث�من�أجل�كل�حقيقي��bوaأوجد�عددين�حقيقيين�)�3

xمن�المجال��] [1;− ):�يكون∞+ )
1

b
f x a

x
= +

+
��

[�على�المجالfاستنتج�اتجاه�تغير�الدالة�)�4 [1;− +∞.��

برهن�انه�من�أجل�كل�عدد�حقيقي�من�المجال�)�5

] [1;− )�يكون�∞+ ) 3f x <��

استعمل�الحاسبة�البيانية�لتخمين�المجال�الذي�تنتمي�إليه�)�6

( )f xلما�يتغير�xفي�المجال��] [1;− +∞��

��

��

 مســائل

)في�مستو�مزود�بمعلم�متعامد�و�متجانس����  ); ,O i j
� �

���،

)نعتبر�المنحني� )Cالذي�معادلته���y x=و�النقطة�����
�A(0;2)�التي�احداثييها���
 
 
 
 

��
 

)الهدف�من�هذه�المسألة�هو�تعيين�النقطة�من� )Cالأقرب��
���.Aمن�

��النقطة���Mعدد�حقيقي�موجب�و��xليكن�
)من� )Cالتي�فاصلتها��x.��
��.�xبدلالة�AMعبر�عن�)�1
]�الدالة�المعرفة�على�fلتكن�)�2  :�كما�يلي��∞+;0]

�
2

3 7
( )

2 4
f x x

 
= − + 
 

���

)�و��AMما�هي�العلاقة�الموجودة�بين�)��أ )f x؟���
]�على�المجال�fعين�جدول�تغيرات�الدالة�)�ب� [0;+∞.���

���بحيث�تكون�المسافة�Mاستنتج�احداثيي�النقطة�)�جـ
AMأصغر�ما�يمكن��.��

 ���ABCمثلث�متساوي�الساقين�( )AB AC=���
���12BCو� =.�[ ]AHالارتفاع�المتعلق�بالضلع��( )BC�
9AHحيث� =.��

Pو��Qنقطتان�من�القطعة��[ ]BCناظرتان�بالنسبة��مت
HPنضع�.�Hلـ HQ x= =.���

Mنقطة�من��[ ]ABو�Nنقطة�من��[ ]ACحيث��
MNPQلشكلانظر�ا(�مستطيل�.(��
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��
�الهدف�من�التمرين�تعيين�طول�و�عرض��

����ABCبحيث�يكون�محاطاً�بالمثلث�MNPQالمستطيل
��.و�تكون�مساحته�أكبر�ما�يمكن

�18برهن�أن�-�)��1 3

2

x
MQ

−
=���

)�نضع�-��� )A xالمستطيل�ة�مساحMNPQبدلالة�x.���

):��بين�أن )
2

( ) 3 3 9A x x = − − −
 

��

��. Aعين�مجموعة�تعريف�الدالة�)��2
]�على�المجال�Aادرس�اتجاه�تغير�الدالة�)��3 ]0;6.���
��ما�هي�قيمتها؟.�تقبل�قيمة�حدية�عظمىAأثبت�أن�الدالة�)�4
��احسب�قياسات�المستطيل�بحيث�تكون�مساحته�أكبر)��5

��.�ما�يمكن��
���fدالة�معرفة�على�ℝبـ�:( ) ( 1)( 4)f x x x= + −��
��:�يكون�xتحقق�أنه�من�أجل�كل�عدد�حقيقي�–)�1

�����������
2

3 25
( )

2 4
f x x

 
= − − 
 

��

)ارسم�في�معلم� -� ); ,O I Jالمنحني�( )Pالممثل����
2للدالة�

x x֏و�استنتج�رسم�المنحني�الممثل� 

��.�في�نفس�المعلمfالة���للد
2�(gدالة�معرفة�على��ℝبـ��:�( )( )g x f x=��

�0xأثبت�أنه�من�أجل�كل�عدد�حقيقي-� ≥:( ) ( )g x f x=��
��.�دالة�زوجية�gأثبت�أن�-�
���.�fباستعمال�منحني�gارسم�منحني�)�3
���( ); ,O i j

� �
���معلم�متعامد�و�متجانس�


(��( )Pمنحني�الدالة��fعلى�المعرفة��ℝبـ���:��

�������1
( ) (4 )

2
f x x x= +��

( )Hمنحني�الدالة��gالمعرفة�على��{ }3−ℝبـ���:��

����������4
( )

3

x
g x

x

− −
=

−
��

)عين�احداثيي�نقط�تقاطع�)�1 )Pو�( )H.��
)ادرس�الوضع�النسبي�لـ�)�2 )Pو�( )H.��


(��mعدد�حقيقي�غير�معدوم��.�( )mPالمنحني�البياني��

��:�بـ�ℝالمعرفة�على��mfللدالة�

��
���

������������������������
�����������2( ) 4 4 2mf x mx mx m= − + +��

)أثبت�أنه�إذا�كانت�نقطة)��1 ; )M x yتنتمي�إلى��( )H���
)�و� )mPفإن��xيحقق��:

3 27 (16 1) 12 2 0mx mx m x m− + + − − =)......E(��
2xأثبت�أن�)�2 ��)E(�يحقق�المعادلة�=
��:�حيث�mcوma،�mbعين�الأعداد�الحقيقية�)�3

�������3 27 (16 1) 12 2mx mx m x m− + + − − =��
�������2 2( 2)( )m m mx a x b x c= − + +��

��:�بحيث�mاستنتج�قيم�الأعداد�)�4
�-�( )mPو��( )Hيتقاطعان�في�نقطة�واحدة�وواحدة�فقط�..��
�-�( )mPو��( )Hيتقاطعان�في�ثلاث�نقط�. 

�من�Mمن�أجل�كل�نقطة�.��مستطيلاABCD�ًليكن�����
)المستقيم� )ABتختلف�عن��،�Bالمستقيم��،�( )CMيقطع��
)المستقيم� )ADفي���

�N�.نسمي�Iمنتصف���
]�القطعة� ]MN���

��الهدف�من�هذه�المسألة
)�هو�دراسة�المحل�الهندسي� )Γللنقطة��Iأي����

)�تمسح�المستقيم��Mلما�Iمجموعة�النقط� )AB.��
)نعتبر�المعلم�المتعامد ); ,A AB AD

���� ����
�فاصلة��tو�نسمي�

���.Mقطة�الن
���.�tبدلالة�Iعين�احداثيي�النقطة�)�1

)استنتج�أن�)�2 )Γهو�المنحني�الذي�معادلته��
2 1

x
y

x
=

−
��

�1المعرفة�على��الدالةfلتكن�)�3

2

 
−  
 

ℝبـ�:��

�����������������( )
2 1

x
f x

x
=

−
��

�حيث�من�أجل�كل�عدد���bوaعين�عددين�حقيقيين�)�أ

�1يختلف�عن�xحقيقي�

2
):��لدينا )

2 1

b
f x a

x
= +

−
��

�على�كل�من�المجالين�fاستنتج�تغيرات�الدالة�)�ب
1

;
2

 
−∞  

�1و�
;

2

 
+∞  

��

)ارسم�المنحني�)��ـ )Γو�برهن�أنه�يقبل�مركز�تناظر���
 �.����يطلب�تعيينه
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��المستهدفة�الكفاءات������

��
 

 .ا����ف�
	��دا���آ����
�ود�و�
	��در���� 

 حل	مسائل	تستخدم	فيها	معادلات	أو	متراجحات 

��.				من	الدرجة	الثانية�

 

)�لنشر�مثلث�الكرخي���������������������)الكرجي(�أبو�بكر�الكرخي������������������ )
n

a b+������������������

�،	ولا	يعرف	تاريخولد	في	كرخ	إحدى	ضواحي	بغداد.	أبو	بكر	محمد	بن	الحسن	الكرخي	�هو				

		الحساب	والجبر�اهتم	الكرخي	اهتماماً	كبيراً	بعلمي���ين	العرباتيكبار	الرياضي	ولادته	ويعد	أحد����
		.بالأحرف	على	الطريقة	اليونانية�إلا	أنه	لم	يكن	ميالاً	لاستعمال	الأرقام	بل	كان	يثبت	الأعداد	مكتوبة				

		الجبر	ولكنه	زاد	عليه	في	المعادلات	والإكثار�خاصة	في	اعتمد	في	أعماله	على	مؤلفات	الخوارزمي				
����المعادلات�هين	سواء	في	الطول	أو	في	درجات	من	البرا			

		لأعدادلجديدة	لإيجاد	القيم	التقريبية	�طرقاً)	البديع	في	الجبر	والمقابلة	(	أوجد	الكرخي	في	كتابه					
		واستعمل	في	ذلك	طرقاً	جبرية	تدل	على	قوة	الفكر	وسعة	�والكميات	التي	لا	يمكن	استخراج	جذورها				

		)الفخري	في	الجبر	والمقابلة	(	ومن	أشهر	كتب	الكرخي	كتاب	�علم	الجبر	،العقل	ومعرفة	تامة	ب				
		جديدة	لم	يسبقه	إليها	أحد	،	تدل	على	أصالة	الكرخي	في	التفكير	ومنها�	الذي	اشتمل	على	نظريات			
�)�لو	أضيف	إليه	مربع	لكان	الناتج	مربعاً	ولو	طرح	منه	مربعه	لكان	الناتج	مربعاً�أن	العدد	الذي	(			

		أوجد	)	الكافي	في	الحساب	�(�وفي	كتاب.	كما	استنبط	الكرخي	قانونا	جديداً	لإيجاد	الجذر	التربيعي					
		��م����وتوفي	الكرخي	في	عام	���دلات	الدرجة	الثانيةاالكرخي	حلولاً	متنوعة	وفريدة	لمع					
		

2��
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2 3-1

2

3

4

5

-1

-2

-3

0 1

1

x

y

��

��أنشطة

�����

��أول�����نشاط�
										xحقي	عدد	قي.		

):	أنشر	و	بسط	ثم	رتب	العبارة .1 )( )3 22 1 1x x x+ + + 

 �	أولي	؟103121هل	العدد	 .2
��		

�������نشاط�ثان
)2:		كما	يليℝ	المعرفة	على	f										نعتبر	الدالة	������� ) 6 5f x x x= + )و	ليكن+ )fCفي	البياني	تمثيلها		

)				معلم	 ), ,O i j
� �

	.			

 :	لديناxتحقق	أن	من	أجل	كل	عدد	حقيقي	 .1

			( )( )( ) 1 5f x x x= + )			و			+ )
2

( ) 3 4f x x= + −		
)	عبارة	لباستعما .2 )f x	في	حل	المناسبة	ℝ	المجهول	ذات	المعادلات	xالتالية	: 

))																					ا ) 0f x ))													ب= ) 5f x ))											جـ= ) 3 0f x + =				
))										د											 ) 1f x x= ))								هـ+ ) 4f x = ))											و− ) 20 0f x + =		

			السابقة	؟ت				ماذا	تمثل	حلول	كل	معادلة	من	المعادلا
����������		

��نشاط�ثالث�����
											

)نعتبر	في	معلم	 ); ,O i j
� �

)ي		المنحن )Pالمعادلة	ذا				:( )
2

1 3y x= − −		

		)أنظر	الشكل	المقابل						(	                   
 عين	شعاع	الانسحاب	الذي	يسمح	بالانتقال	من	القطع .1

2yالمكافئ	ذي	المعادلة	 x=	المنحني		إلى	( )P		
 :	التاليةx	المعادلة	ذات	المجهول	ℝفيحل	جبريا	 .2

														( )
2

1 3 0x − − =		
		.اشرح	كيف	يمكن	إيجاد	حلول	المعادلة	السابقة	بيانيا

)باستعمال		المنحني	 .3 )Pعين	السابقة	النتائج	و			فيℝ	 

		:	حلول	المتراجحة
													( )

2
1 3< 0x − −		

 :	التاليةx	حلول	المتراجحة	ذات	المجهول	ℝاستنتج	في	 .4

													( )
2

1 3 0x − − ≥		
		.				تحقق	جبريا	
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��

� �� �أنشطة� ���

��

��������

�������نشاط�رابع
		:لمحمد	ابن	موسى	الخوارزمي	ما	يلي"	المختصر	في	حساب	الجبر	و	المقابلة	"																		ورد	في	كتاب	

		
��و�أما�الجذور�و�العدد�التي�تعدل�الأموال�فنحو�قولك�ثلاثة�أجذار�و�أربعة�من�العدد�يعدل�مالا�فبابه�أن�تنصف������"�...�

��ذار�فتكون�واحدا�و�نصف�فاضربها�في�مثلها�فتكون�اثنين�و�ربعا�فزدها�على�الأربعة�فتكون�ستة�و�ربعا�فخذ������الأج

�������جذرها�و�هو�اثنان�و�نصف�فزده�على�نصف�الأجذار�و�هو�واحد�و�نصف�فتكون�أربعة�و�هو�جذر�المال�و�المال

��...�"��ل�واحد�و�كل�ما�كان�أكثر�من�مال�أو�أقل�فاردده�إلى�ما.������ستة�عشر

��

2علما	أن	في	النص	السابق	يعنى	بالمال	 .1
x	المال	بجذر	و	x	هي	النص	في	إليها	المشار	المعادلات	أن	تحقق	

2:	"	من	الشكل
bx c ax+ 23:	"	و	أن	المثال	المذكور	هو	"		= 4x x+ ="	 

23أكتب	باستعمال	الرموز	حل	المعادلة	 .2 4x x+  –	كلاميا	–	المقدم	من	قبل	الخوارزمي	=

2:	أعط	حسب	الخوارزمي	في	الحالة	العامة	صيغة	الحل	الموجب	للمعادلات	من	الشكل .3
bx c x+ = 

24:		عين	الحل	الموجب	لكل	من	المعادلتين:تطبيق		 5x x+ 23			و			= 20 2x x+ =		
23لتبرير	الحل	المقدم	كلاميا	للمعادلة	 .4 4x x+ كيف	أنجز	.		استعان	الخوارزمي	بالشكل	الهندسي	الموالي=

		ذلك	؟
		:المعطيات			

						ABCDمربع			

						AB x=		
						3EC =		

							F	القطعة	منتصف	[ ]EC		
							EFGHمربع			

							GI BE=			

��خامس�����نشاط�
													

22	:		x										نعتبر	المعادلة	ذات	المجهول	 1 0x x+ − =	....		( )∗		

)بين	أن	حل	المعادلة	 .1 1	يؤول	إلى	حل	المعادلة	∗(
2 1x

x
+ = 

)باستعمال	ورق	ميليمتري	ارسم	في	معلم	 .2 ), ,O i j
� �

2	ذا	المعادلة	ستقيم	الم 1y x= )	و	القطع	الزائد	+ )H	

1ذا	المعادلة	
y

x
= 

)استنتج	بيانيا	حلول	المعادلة	 .3 		.تحقق	من	صحة	النتائج.	∗(
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��

��الدرس

 

 �كثيرات�الحدود�الدوال

��كثير�حدودالدالة� .1
��

		:	بـℝِ	معرفة	على	fكل	دالة	)	أو	كثير	حدود	(	نسمي	دالة	كثير	حدود	�����:تعريف���
1

1 1 0( ) ...n n

n nf x a x a x a x a
−

−= + + + +		
،	...	،	،1a	0a	عدد	طبيعي	و	n				حيث	

n
aثابتة	حقيقية	أعداد	.		

		

��:أمثلة
x:	كل	دالة	ثابتة � k֏	( )k∈ℝالمعدومة	الدالة	خاصة	بصفة	و	حدود	كثير	دالة	هي	:	0x֏. 

20,3:		الدوال � 2x x x+ −֏			،( ) ( )22 2x x x+ −֏			،5
x x֏حدود	كثيرات	هي			.		

��كثير�حدود�درجة .2
��

		:	تكتب	بطريقة	وحيدة	على	الشكلfكل	دالة	كثير	حدود	غير	معدومة�����:تعريفمبرهنة�و����
1

1 1 0( ) ...n n

n nf x a x a x a x a
−

−= + + + 0na	مع	+ ≠		
،	...	،	،1a	0a،	تسمى	الأعداد		f	درجة	كثير	الحدودn				يسمى	العدد	الطبيعي

n
a	يسمى	و	معاملاته	p

pa x	الحد			
		.		p	الذي	درجته		

��:أمثلة
0x:	كل	دالة	ثابتة � a֏	( )0 0a  .0	هي	كثير	حدود	درجته	≠

x:	كل	دالة	تآلفية � ax b+֏	( )0a  .1	هي	كثير	حدود	درجته	≠

2	:كل	دالة �
x ax bx c+ +֏( )0a  )تسمى	أيضا	ثلاثي	حدود	من	الدرجة	الثانية	(	2	هي	كثير	حدود	درجته	≠

 .رجة	كثير	الحدود	المعدوم	غير	معينة	د:ملاحظة

 �حدودي�كثيرتساوي� .3

		��
						:مبرهنة����

 .يكون	كثير	حدود	معدوما	إذا	و	فقط	إذا	كانت	كل	معاملاته	معدومة •

كثيرا	حدود	،	غير	معدومين،	متساويين	إذا	و	فقط	إذا	كانا	من	نفس	الدرجة	و	كانت	معاملات	الحدود	من	يكون	 •
 .نفس	الدرجة	متساوية

		

:3	x						إذا	كان	لدينا	من	أجل	كل	عدد	حقيقي	:مثال 2 32 3ax bx cx d x x+ + + = − +		
2a:					فإن =	،0b =	،1c = 3d	و	− =.		
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��

��طرائق

��
��

�����1تمرين�محلول�
���

��.�بنعم�حدد�درجتهاةهل�الدوال�التالية�كثيرات�حدود�؟�في�حالة�الإجاب

))�ا ) ( )2( ) 1 2 3f x x x= − )����ب+
4 2

2

2 1
( )

1

x x
g x

x

+ +
=

+
))�����جـ )

2
( ) sin 3sin 2h x x x= − + 

��

��	:�كثير�حدود�إذا�أجبنا�بنعم�على�السؤالين�التاليينfتكون�الدالة�����:طريقة���
)هل�يمكن�كتابة�)��2؟����ℝمعرفة�على�fهل�)����1 )f x1:�على�الشكل�

1 1 0...n n

n na x a x a x a
−

−+ + + ���؟+

��:حــل
:3				x		و		لدينا	من	أجل	كل	عدد	حقيقي	ℝ	معرفة	على	fالدالة	)	ا 2( ) 2 2 3 3f x x x x= − + −		

		.	كثير	حدود	من	الدرجة	الثالثة	دالةfإذن	الدالة	
،2	x	لأن	من	أجل	كل	عدد	حقيقي	ℝ	معرفة	على	gالدالة	)	ب 1 0x + ≠		

):				x			لدينا	من	أجل	كل	عدد	حقيقي	 )
2

2

2

2

1
( ) 1

1

x
g x x

x

+
= = +

+
		

		.	دالة	كثير	حدود	من	الدرجة	الثانيةgإذن	الدالة	
)		ليست	دالة	كثير	حدود	لأنه	لا	يمكن	كتابة	hالدالة	)	جـ )h x1:��على�الشكل

1 1 0...n n

n na x a x a x a
−

−+ + + +		
��

������2تمرين�محلول
			���f�ِ3:��دالة�كثير�حدود�معرفة�بـ 2( ) 4 4f x x x x= + − −��

 :xمن�أجل�كل�عدد�حقيقي��بحيث�يكون��cو�a�،bعين�الأعداد�الحقيقية� .1

���������						( )( )2( ) 1f x x ax bx c= + + +���

)�:��xالمعادلة�ذات�المجهول�ℝحل�في� .2 ) 0f x = 

��

��:حــل
1. ( )2 3 2 2 3 2( 1)( ) ) ( )x ax bx c ax bx cx ax bx c ax a b x b c x c+ + + = + + + + + = + + + + + 

):	xإذن	من	أجل	كل	عدد	حقيقي	 )3 2 3 2( ) 4 4ax a b x b c x c x x x+ + + + + = + − −		

وهذا	يعني	

1

1

4

4

a

a b

b c

c

=
 + =


+ = −
 = −

:		أي
1

0

4

a

b

c

=


=
 = −

):x	ومنه	من	أجل	كل	عدد	حقيقي	 )( )2( ) 1 4f x x x= + −		

2. ( ) 0f x )	يعني	= )( )21 4 0x x+ − 1	أي	= 0x + 2	أو= 4 0x − 1x	:	أي= = 2	أو	− 4x  	ومنه=

}:		إذن	مجموعة	الحلول	هي2	،	و-	2	،	-	1	الحلول	هي	 }2, 1,2S = − −		
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��

��الدرس

 

 عمليات�على�كثيرات�الحدود�

 حدودالكثيرات��عمليات�على .1

		:عد	الحساب	الجبري	من	التوصل	إلى	النتائج	التالية					تسمح	قوا			

		:نتائج����
 .اء�كثيرات�حدود�هي�كثيرات�حدودمجموع،�فرق�و�جد .1

 .مركب�كثيري�حدود�هو�كثير�حدود .2

)رجته��على�الترتيب�هو�كثير�حدود�د�pوnاء�كثيري�حدود�غير�معدومين�درجتاهما�جد .3 )n p+.��

	 			

		:	ليس	كثير	حدود	و	تسمى	الدالةg	على	كثير	حدود	f						بصفة	عامة	حاصل	قسمة	كثير	حدود	:ملاحظة

											( )
:

( )

f x
h x

g x
		.		دالة	ناطقة֏

��كثير�حدود�جذر .2
��

		.	عدد	حقيقيα	و	1	كثير	حدود	درجته	أكبر	من	أو	تساوي	f	ليكن				:�تعريف���
)	يعني	f	جذر	لكثير	الحدود		α	العدد																		 ) 0f α =.		

		

��:مثال�
3:	المعرف	بـِ�كثير	الحدود��fليكن������� 2( ) 2f x x x x= − − −		

(2):							لدينا 0f (0)	ليس	جذرا	له	لأن	0	بينما	العدد	f	هو	جذر	لكثير	الحدود2	ومنه	= 0f ≠	( )(0) 2f = −		

)�تحليل�كثير�حدود�باستعمال�العامل .3 )x α− 

		��
		.	عدد	حقيقيα	و	1	كثير	حدود	درجته	أكبر	من	أو	تساوي	fليكن				:مبرهنة����

)			إذا	كان			 ) 0f α =		)α	الحدود	لكثير	جذر	f(		حدود	كثير	يوجد	فإنه	gحقيقي	عدد	كل	أجل	من	بحيث	xلدينا					:		
( ) ( ) ( )f x x g xα= −		

		

			:مثال
3:	المعرف	بـِ�ر	الحدودكثي��fليكن										 2( ) 6 11 6f x x x x= − + −		

(1)																																					لدينا	 0f (2)		و			= 0f (3)		و		= 0f =		
		.f	هي	جذور	لكثير	الحدود	3	و	2،	1و	منه	الأعداد	

		:		و	لديناf	يمكن	إذن	تحليل	
( )( )( )( ) 1 2 3f x x x x= − − −		
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��

��طرائق

��
��

�����3تمرين�محلول�
���

):��المعرفتين�بـ�gِو�fنعتبر�الدالتين�كثيري�الحدود� ) 2 1f x x= )���2و���+ ) 3 1g x x x= − + −��

f:�عين�كثيرات�الحدود�التالية .1 g+��،�2 3f g−و����g f�. 

fعين�كثير�الحدود� .2 g×محددا�درجته�.��

��

��:حــل
 :بتطبيق	قواعد	الحساب	الجبري	نحصل	على .1

• ( ) ( ) 2( ) ( ) 3 3f g x f x g x x x+ = + = − + 

• ( ) ( ) 22 3 2 ( ) 3 ( ) 9 5f g x f x g x x x− = − = + + 

• ( ) ( ) [ ] 2( ) 12 10 3g f x g f x x x= = − − −� 

2. ( )( ) 3 2( ) ( ) 6 1f g x f x g x x x x× = × = − − − f	و	لدينا	درجة	− g×	هي	3.		
��

�����4تمرين�محلول�
			���f�ِ3:��دالة�كثير�حدود�معرفة�بـ 2( ) 4 4f x x x x= − − +��

 ��fجذر�لكثير�الحدود��2تحقق�أن�العدد

)����:xمن�أجل�كل�عدد�حقيقي��بحيث�يكون��gعين�كثير�حدود )( ) 2 ( )f x x g x= −��
��

��:حــل
(2):			لدينا 0f 	بحيث	من	أجل	كل	gيوجد	كثير	حدود		إذن	حسب	المبرهنة.�f	جذر	لكثير	الحدود2العدد	و	منه	=

):					لديناxعدد	حقيقي ) ( 2) ( )f x x g x= −		
��

)لتعيين�			�:طريقة��� )g x	2يمكن�فرض�( )g x ax bx c= + ���باستعمال�تساوي�cو��a�،bثم�تعيين�المعاملات�+

)����كثيري�حدود�و�ذلك�بعد�نشر�و�تبسيط�و�ترتيب�العبارة� 2) ( )x g x−كما�يمكن�استعمال�خوارزمية�القسمة�.��

��

):الطريقة�العملية�لتعيين )g x�		
																										������������������������������������������������������2x −������������3 2 4 4x x x− − +����������������������������������

)2:������"!��ه��ا ) 2g x x x= + −������������������������������������2 2x x+ −����������������������3 22x x−��

):������و�&%$ )( )2( ) 2 2f x x x x= − + −����������������������������������������������������2 4 4x x− +��������

������������������������������������������������������������������������������������������������������������������2 2x x−�����������
�������������������������������������������������������������������������������������������������������������2 4x− +����

�������������������������������������������������������������������������������������������������������������2 4x− +��
���������������������������������������������������������������������������������������������������������������0��
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��

��الدرس

��

 

 المعادلات�من�الدرجة�الثانية

��المعادلة�من�الدرجة�الثانية .1
��

2:	كتابتها	على	الشكل،	كل	معادلة	يمكنxنسمي	معادلة	من	الدرجة	الثانية،	ذات	المجهول	��:تعريف��� 0ax bx c+ + =		
0a	أعداد	حقيقية	ثابتة	مع	c	و،b	a			حيث	 ≠.		

��

2ax:�الشكل�النموذجي�لثلاثي�الحدود .2 bx c+ +�( )0a ≠ 

2:		لديناx											من	أجل	كل	عدد	حقيقي	 2 b c
ax bx c a x x

a a

 
+ + = + +  

						

										و	بما	أن	
2 2

2

22 4

b b b
x x x

a a a

 
+ = + + 

 
	فإن	

2 2
2

22 4

b b b
x x x

a a a

 
+ = + − 

 
		

						ومنه	
2 22 2

2

2 2

4

2 4 2 4

b b c b b ac
ax bx c a x a x

a a a a a

   −   
+ + = + − + = + −      

         
		

2			بوضع	 4b ac∆ = 	نجد	−
2

2

22 4

b
ax bx c a x

a a

 ∆ 
+ + = + −  

   
		

��

2ليكن�������:تعاريف���
ax bx c+ )			ثلاثي	حدود	من	الدرجة	الثانية		+ )0a ≠		

2يسمى�العدد� • 4b ac−ثلاثي�الحدودمميز��	2
ax bx c+  ∆ه	بالرمز		و	نرمز	إلي+

	يسمى •
2

22 4

b
a x

a a

 ∆ 
+ −  

   
2	لثلاثي�الحدود	الشكل�النموذجي		

ax bx c+ + 

		

2:�حل�المعادلة .3 0ax bx c+ + =�( )0a ≠ 

2:		التاليةx								نعتبر	المعادلة	من	الدرجة	الثانية	ذات	المجهول	 0ax bx c+ + =	( )0a ≠		
		:					باستعمال	الشكل	النموذجي	نبرهن	على	المبرهنة	التالية

2حلول�المعادلة���:إذا�كان 0ax bx c+ + 2يتم�تحليل���:�هي=
ax bx c+ ��:�على�الشكل+

0∆ >��1
2

b
x

a

− + ∆
=��،2

2

b
x

a

− − ∆
=��( )( )1 2a x x x x− −��

0∆ =��1 2
2

b
x x

a

−
= =��( )

2

1a x x−��
��مبرهنة

0∆ 2يل�لا�يمكن�تحل��لا�توجد�حلول��>
ax bx c+ +��

∆0	إذا	كان��:ملاحظة 2			نقول	أن	المعادلة	= 0ax bx c+ + 		.			تقبل	حلا	مضاعفا=
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��

��طرائق

��

�����5تمرين�محلول�
)2:��المعرف�بـfِنعتبر�ثلاثي�الحدود�من�الدرجة�الثانية�				 ) 3 4f x x x= + −��

)عين�الشكل�النموذجي�لـِ� .1 )f x 

25:�لديناxبين�أنه�من�أجل�كل�عدد�حقيقي .2
( )

4
f x ≥ ��.تحديدها�قيمة�حدية�يطلب��ℝتقبل�علىfاستنتج�أن.�−

��:حــل

:		لديناx					من	أجل	كل	عدد	حقيقي	 .1
2 2

2 3 9 3 25
3 4 4

2 4 2 4
x x x x

   
+ − = + − − = + −   

   
						

و	منه	
2

3 25
( )

2 4
f x x

 
= + − 
 

)لـِ�			و	هو	الشكل	النموذجي	 )f x.		

)لمقارنة	 .	2 )f x	بالعدد	25

4
25	نقوم	بدراسة	إشارة	الفرق	−

( )
4

f x
  

− −  
  

 

:	لدينا	من	السؤال	الأول
2

25 3
( ) ( )

4 2
f x x

 
− − = + 

 
		وبما	أن	

2
3

0
2

x
 

+ ≥ 
 

25	نستنتج	أن	
( ) ( ) 0

4
f x − − ≥		

�25:	لديناxمن	أجل	كل	عدد	حقيقي								إذن	
( )

4
f x ≥ −.		

25بما	أن	
( )

4
f x ≥ 3و	− 25

2 4
f
 

− = − 
 

3	فإن	
( )

2
f x f

 
≥ − 

 
	قيمة	ℝ	تقبل	على	f			نستنتج	أن	الدالة	

25حدية	صغرى	هي		

4
3و	تبلغها	من	أجل	القيمة		−

2
		.	للمتغير−

�����6تمرين�محلول�
���

��:�المعادلات�التالية����ℝحل�في�

2)��������ا 2 0x x+ 2)����ب= 1 0x x+ + 2)�����جـ= 4 4 0x x− + 2)���د= 6 0x x+ − = 

��

2عند�حل�المعادلة��:طريقة��� 0ax bx c+ + =( )0a ���نستعمل�بصفة�عامة�المميز�إلا�أنه�يمكن�في�بعض�الحالات≠

����2ملاحظة�ما�إذا�كلن�ثلاثي�الحدود�
ax bx c+ ��.�يقبل�تحليلا�ظاهرا+

��:حــل
2)				ا 2 0x x+ )	تعني	= )2 0x x + 0x	أي	= 2x	أو	= = }	ومنه	مجموعة	الحلول	هي	− }2,0S = −		

1aلدينا	)				ب =	،1b 1c	و	= )	ومنه	= ) ( )( )
2

1 4 1 1 3∆ = − = S	إذن	ليس	للمعادلة	حلول	ومنه	− = ∅		

2)	�ـ			 4 4 0x x− + )	تكافئ	= )
2

2 0x − 2x	إذن	للمعادلة	حل	مضاعف	= }	ومنه	= }2S =		

1aينا	لد)				د =	،1b 6c	و	= = )	ومنه	− ) ( ) ( )
2

1 4 1 6 25∆ = − − 		:	إذن	للمعادلة	حلان	متمايزان=

									1

1 25
2

2
x

− +
= 2	و	=

1 25
3

2
x

− −
= = }			ومنه	− }3, 2S = −		

��
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��

��الدرس

��

 

 المتراجحات�من�الدرجة�الثانية 

��المتراجحة�من�الدرجة�الثانية .1
��

		جحة	يمكن	كتابتها	على	أحد	الشكلين،	كل	متراxنسمي	متراجحة	من	الدرجة	الثانية،	ذات	المجهول			:تعريف���
2:		التاليين 0ax bx c+ + ≥	،2 0ax bx c+ + 0a	أعداد	حقيقية		ثابتة	مع	c	و،b	a	حيث	< ≠.		

��

2ax:�إشارة�ثلاثي�الحدود .2 bx c+ +�( )0a ≠ 

∆1�:0الحالة							 >��

)لدينا )( )2
1 2ax bx c a x x x x+ + = − 		:				حيث−

		1
2

b
x

a

− + ∆
2	و=

2

b
x

a

− − ∆
=.		

1بفرض					 2x x<المقابل	الجدول	على	نحصل			
		

∆2�:0الحالة������ =��

)	لدينا	� )
22

1ax bx c a x x+ + = 1:		حيث−
2

b
x

a

−
2		ومنه	= 0ax bx c+ + 1xمن	أجل		= x=	إشارة	هي	إشارته	و	

aأجل	من	كل		1x x≠.		
∆3�:0الحالة������ <		

		لدينا	
2

2

22 4

b
ax bx c a x

a a

 ∆   
+ + = + + −    

     
		و	بما	أن		

2

2
0

2 4

b
x

a a

 ∆   
+ + − >    

     
		

2،	إشارة		x							فإن	من	أجل	كل	عدد	حقيقي	
ax bx c+ 		.a	إشارة		هي	+

��مبرهنة

0∆ <		
2المعادلة	 0ax bx c+ + 			لا	تقبل	حلولا=

2،	إشارة		x	من	أجل	كل	عدد	حقيقي
ax bx c+ 		a		هي	من	نفس	إشارة	+

0∆ =			
2المعادلة		 0ax bx c+ + 		1x	تقبل	حلا	مضاعفا=

				

+∞												1x												−∞		x		
2		a				إشارة0				a						إشارة

ax bx c+ +		

0∆ >		
2المعادلة		 0ax bx c+ + 		2xو1x	تقبل	حلين	متمايزين=

( )1 2x x
<

		

+∞					2x												1x					−∞		x		
)	إشارة0			aإشارة )a−	0			إشارةa		2

ax bx c+ +		

 
��

+∞					2x													1x								−∞		x		
	+														+						0							-		1x x−		

			+							0					-													-		2x x−		

)	إشارة0			aإشارة )a−	0إشارة			a		( )( )1 2a x x x x− −		
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2 3-1-2

2

-1

-2

-3

0 1

1

x

y

��

��طرائق

��

�����7تمرين�محلول�
��:�المتراجحات�التالية����ℝحل�في�				

22)��������ا 4 6 0x x+ − 2)����ب≥ 10 25 0x x− + − 2)�����جـ≤ 4 0x x− + <���
��

2يؤول�حل�متراجحة�من�الشكل��������:طريقة��� 0ax bx c+ + ≥	،2 0ax bx c+ + >	،2 0ax bx c+ + 				أو≥
			2 0ax bx c+ + ��2إلى�دراسة�إشارة�ثلاثي�الحدود�>

ax bx c+ +��

���:حــل
�)	أ ∆64لدينا	� لة		ومنه	حلول	المعاد=

22 4 6 0x x+ − 		1	و	-	3:			هما=
]:	مجموعة	الحلول	هي	إذن ]3; 1S = − 

∆0لدينا	��)	ب  	ومنه	للمعادلة	=

�2 10 25 0x x− + − 		.5	حلا	مضاعفا	هو	=
}:	مجموعة	الحلول	هي	إذن }5S =		

∆15لدينا	)				جـ =  	ومنه	ليس	للمعادلة	−

					2 4 0x x− + ∆0	حلولا	لأن	= <		
S:	مجموعة	الحلول	هي	إذن = ∅		

		

�����8تمرين�محلول�
)2:��بـ�ℝِالمعرفة�على�fباستعمال�أحد�راسمات�المنحنيات�مثل�بيانيا�الدالة� .1 ) 2f x x x= − + + 

2استنتج�بيانيا�حلول�المتراجحة� .2 2x x− + + ≤ 0 

 

��:حــل
  .لشكل	المقابلانظر	ا .1

 	يقطع	محور	الفواصلfنلاحظ	أن	المنحني	الممثل	للدالة	 .2

			على	الترتيب	كما	نلاحظ	أنه	يقع2	و	-1في	نقطتين	فاصلتاهما	
]فوق	هذا	المحور	من	أجل	 ]1;2x ∈ 			و	يقع	تحته	من	أجل−

] ] [ [; 1 2;x ∈ − ∞ − + 		:لدينا	إذن.	∪∞
		

		
		

[:	إذن	مجموعة	الحلول	هي ] [ [; 1 2;S = − ∞ − + ∞∪		
��

+∞					1											3−							−∞		x		
			+						0					-					0		+								22 4 6x x+ −		

+∞														5													−∞		x		
										-								0								-				2 10 25x x− + −		

+∞																													−∞		x		
		+																					2 4x x− +		

+∞						2											1−					−∞		x		
					-					0					+					0						-				2 3 2x x− + −		
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��

��أعمال�موجهة
��

��مجموع�و�جداء�حلي�معادلة�من�الدرجة�الثانية 
		:		التاليةxنعتبر	المعادلة	من	الدرجة	الثانية	ذات	المجهول	الحقيقي	

2 0ax bx c+ + =	.....		( )							مع	1( )0a ≠		
∆0نعلم	أنه	إذا	كان	 )	فإن	المعادلة	≤ 		:	حيث′′x	و	′x)	جذرين	(		تقبل	حلين	1(

2 4

2

b b ac
x

a

− − −
′ 			و			=

2 4

2

b b ac
x

a

− + −
′′ =		

Sإذا	وضعنا	 x x′ ′′= P	و	+ x x′ ′′= 		:	جداؤهما	بين	أنP	هو	مجموع	الحلين		و	S	حيث	×
		

b
S

a
= c			و				−

P
a

=		

���بمعرفة�الآخرحلّينحساب�أحد�ال�:1تطبيق
		P	أو	الجداء	S						إذا	علم	أحد	الجذرين	يمكن	حساب	الجذر	الآخر	و	ذلك	باستعمال	المجموع			

22:	نعتبر	المعادلة	التالية�:يتطبيقتمرين�			 3 0x xα+ − 		.	عدد	حقيقي	α	حيث	=
)	حتىيكونα				عين						 		.	حلا	لهذه	المعادلة	ثم	استنتج	الحل	الآخر−3(

 

��تعيين�عددين�علم�مجموعهما�و�جداؤهما�:2تطبيق

		:xا	و	فقط	إذا	كانا	حلين	للمعادلة	ذات	المجهول		إذP	و	جداؤهما	هو	Sيكون	مجموع	عددين	هو	�:مبرهنة��
2 0x S x P− + =		

 

�.				أنجز	برهانا	لهذه	المبرهنة ����

277عين	بعدي	مستطيل	مساحته	�:يطبيقمرين�تت			 cm	محيطه		و		36cm.		
		؟	20cmو		محيطه		230cmوجد	مستطيلا	مساحته											هل	ي

���معادلة�من�الدرجة�الثانيةحليتعيين�إشارة��:3تطبيق

2:	نعتبر	المعادلة��:مبرهنة���� 0ax bx c+ + =	.....		( )							مع	1( )0a ≠	.		

0إذا	كان	 .1
c

a
)	فإن	المعادلة	>  .	تقبل	حلين	إشارتاهما	مختلفتان1(

0إذا	كان	 .2
c

a
∆0	و< 0	و	<

b

a
− )	فإن	المعادلة	<  .ل	حلين	موجبين	تماما	تقب1(

0إذا	كان	 .3
c

a
∆0	و< 0	و	<

b

a
− )	فإن	المعادلة	> 		.	تقبل	حلين	سالبين	تماما1(

		.				أنجز	برهانا	لهذه	المبرهنة

		:	التاليةx	المعادلة	ذات	المجهول		وجود	و	إشارة	حلولm	ناقش	حسب	قيم	الوسيط	الحقيقي:�تمرين�تطبيقي���
( ) ( )21 2 1 0m x m x m− + + + =		
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��

� �أعمال�موجهة� ���

��

��المعادلات�و�المتراجحات�مضاعفة�التربيع 
 المعادلات�مضاعفة�التربيع� .1

									���

4:،	كل	معادلة	يمكن	كتابتها	على	الشكلxلتربيع،	ذات	المجهول	نسمي	معادلة	مضاعفة	ا�:تعريف��� 2 0ax bx c+ + =		
0a	أعداد	حقيقية	ثابتة	مع	c	و،b	a			حيث	 ≠.		

		
4			بين	أن	حل	المعادلة		 2 0ax bx c+ + 		:	يؤول	إلى	حل	الجملة=

2

2 0

X x

aX b X c

 =


+ + =
		

		.	مجهولا	مساعداX			يسمى	المجهول	
		

2بعد	حل	المعادلة						 0a X b X c+ + 4		نستنتج	حلول	المعادلة		= 2 0ax bx c+ + =		
		

		:	التاليةx	المعادلات	ذات	المجهول	ℝحل	في	�:تطبيق���
				1	(4 2 6 0x x+ − =										2	(4 25 4 0x x− + =									3	(4 22 5 2 0x x+ + =		

 المتراجحات�مضاعفة�التربيع� .2
��

		:	جحة	يمكن	كتابتها	على	أحد	الشكلين	التاليين،	كل	متراx،	ذات	المجهول	مضاعفة	التربيعنسمي	متراجحة	��:فتعري���
	4 2 0ax bx c+ + ≥	،4 2 0ax bx c+ + 0a	ثابتة	مع		أعداد		حقيقية	c	و،b	a	حيث	< ≠.		
		
		

4				يؤول	حل	متراجحة	مضاعفة	التربيع	إلى	دراسة	إشارة		 2
ax bx c+ +		

		�:دراسة�مثال���
4	:	x	المتراجحة	ذات	المجهول	ℝ															نعتبر	في	 27 12 0x x− + <	....		( )∗		

4:		نضع .1 2( ) 7 12f x x x= − +	 

:2			X	هما	حلا	المعادلة	ذات	المجهول4	و	3							تحقق	أن	 7 12 0X X− + =		
):		لديناxبين	أنه	من	أجل	كل	عدد	حقيقي	 .2 )( )2 2( ) 3 4f x x x= − − 

)	إشارة	xأدرس	حسب	قيم	 .3 )f x	)					جدول	استعمال	يمكنك( 

)استنتج	حلول	المتراجحة	 .4 )∗ 

		:	التاليةxة	ذات	المجهول		المتراجحℝحل	في	�:تطبيق
4 24 5 0x x− + + ≤		

��
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����

��مسائل�محلولة

��
1:���نهدف�إلى�حساب�المجموعين�التاليين��� 1 2 ...S n= + + �2و+ 2 2

2 1 2 ...S n= + + ��.�عدد�طبيعي�nحيث�+

 1Sحساب� .1

):��xمن�الدرجة�الثانية�يحقق�من�أجل�كل�عدد�حقيقي�fعين�كثير�حدود� • 1) ( )f x f x x+ − = 

1:�بين�أن • ( 1) (1)S f n f= +  .�nبدلالة�1Sثم�استنتج�حساب�−

 .أحسب�مجموع�الألف�عدد�طبيعي�غير�المعدومة�الأولى •

 2Sحساب� .2

)�x�:2من�الدرجة�الثالثة�يحقق�من�أجل�كل�عدد�حقيقي�gعين�كثير�حدود� • 1) ( )g x g x x+ − = 

 .�ثم�استنتج�مجموع�مربعات�الألف�عدد�طبيعي�غير�المعدومة��الأولى�nبدلالة�2Sأحسب� •

���

 1Sحساب� .1

)2	نفرض • )f x ax bx c= + 0a	أعداد	حقيقية	مع	c	و،b	a	حيث	+ ≠		
):	لدينا ) ( )2 2( 1) ( 1) 1 2f x a x b x c ax a b x a b c+ = + + + + = + + + + +		

)ومنه	 )2 2( 1) ( ) ( 2 ) ( ) 2f x f x ax a b x a b c ax bx c ax a b+ − = + + + + + − + + = + + 

)يكون	 1) ( )f x f x x+ − 		:	إذا	و	فقط	إذا	كانxمن	أجل	كل	عدد	حقيقي		=

2 1

0

a

a b

=


+ =
		أي

1

2

1

2

a

b


=


 = −


21:		نجد	هكذا 1
( )

2 2
f x x x c= − 0c	ويمكن	مثلا	أخذ	+ =	.		

21																																		و	منه	 1
( )

2 2
f x x x= −		

		
1نلاحظ	أن	 • (2) (1)f f= −	،2 (3) (2)f f= −	،	...	،( 1) ( )n f n f n= + − 

]و	منه	 ] [ ] [ ]1 2 ... (2) (1) (3) (2) ... ( 1) ( )n f f f f f n f n+ + + = − + − + + + −		
1:						نجد	هكذا	بعد	عملية	الاختزال ( 1) (1)S f n f= + −��

(1)	بما	أن	 0f )	و	= ) ( )
2

1 1 ( 1)
( 1)

2 2

n n n n
f n

+ − + +
+ = ):		فإن= 1)

1 2 ...
2

n n
n

+
+ + + =		

1000 1001
1 2 ... 1000 500500

2

×
+ + + = =		

 )نتبع�نفس�الطريقة�(�2Sحساب� .2

• 3 21 1 1
( )

3 2 6
g x x x x c= − + + 

• 2 2 2 ( 1)(2 1)
1 2 ...

6

n n n
n

+ +
+ + + = 

• ( )
22 2 1000 1001 2001

1 2 ... 1000
6

× ×
+ + + =		

��
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��

��مسائل�محلولة

��

]نعتبر�دائرة�قطرها�    ]AB��4حيث�AB =�.Mنقطة�من��[ ]AB ��

]ننشئ�الدائرتين�اللتين�قطراهما��� ]AMو��[ ]MB.���

���إلى�مساحة�القرص�aإلى�مساحة�الحيز�الملون�و�بـ���S�ِنرمز�بـِ�

]ره����الذي�قط ]AB�.نضع�AM x=��

 �.�xبدلالة�Sأحسب� .1

1:��يكون�من�أجلهاMهل�توجد�وضعية�للنقطة� .2

2
S a=؟ 

1:��التي�يكون�من�أجلهاxعين�قيم� .3

4
S a�.��

 

���

 ��xبدلالة�Sحساب� .1

]إذا	رمزنا	إلى	مساحة	القرص	الذي	قطره	 ]AM	ِبـ	1a	قطره	الذي	القرص	مساحة	إلى	و	[ ]MB	ِبـ	2aفإن		:		

1 2S a a a= − −		

:									لدينا
2

4
4

2
a π π

 
= = 

 
			،			

2

2
1

1

2 4

x
a xπ π

 
= = 

 
)			و		 )

2
2

2

4 1
4

2 4

x
a xπ π

− 
= = − 

 
		:		ومنه

( )
221 1

4 4
4 4

S x xπ π π= − − −		

):	التبسيط	نجد								بعد	النشر	و	 )2 4
2

S x x
π

= − +		

1:�حيثMتعيين�وضعية .2

2
S a= 

1

2
S a=	يكافئ	( ) ( )2 1

4 4 2
2 2

x x
π

π π− + = 2:		أي= 4 4 0x x− + − 2:		أي= 4 4 0x x− + =		

2:		لدينا 4 4 0x x− + )	يكافئ	= )
2

2 0x − 2x:				و	منه= =		

1:	يكون	من	أجلهاالتي�Mوضعية	النقطة	

2
S a=القطعة	منتصف	هي	[ ]AB.		

1:��التي�يكون�من�أجلهاxن�قيم�يتعي .3

4
S a� 

							1

4
S aيكافئ���	( ) ( )2 1

4 4
2 4

x x
π

π− +
>

2:		أي 4 2 0x x− + −
>

		

2لندرس	إشارة		 4 2x x− + −		
∆8						لدينا		 2	و	منه			= 4 2x x− + 2:				يقبل	جذرين	هما− 2x′ = 2			و	− 2x′′ = +				

4						2 2+					2 2−									0		x		
					-					0						+						0							-		2 4 2x x− + −		

1:		التي	يكون	من	أجلهاx	قيم								مجموعة

4
S aهي�				2: 2 ;2 2 − + .			
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��

� �� �أعمال�تطبيقية� �� �� ���
��

 )�Horner(خوارزمية�هورنر 

):	حيثfنعتبر	دالة	كثير	حدود	من	الدرجة	الثالثة ) 3 2
3 2 1 0f x x x xα α α α= + + 		.	عدد	حقيقي	ثابتa	و+

��aمعاملات�هورنر�المرفقة�بالعدد .1
3:						نضع 3h α=،	2 2 3h ahα= +،		

				1 1 2h ahα= 0	و+ 0 1h ahα= +		
		.a	معاملات	هورنر	المرفقة	بالعدد3h	و0h،1h،2hتسمى	الأعداد

)حساب .2 )f a 

):	تحقق	أن ) ( )3 2 1 0f x x x xα α α α = + + + أن	استنتج	ثم				:( ) 0f a h=		

)التحليل�باستعمال�العامل .3 )x a− 

)انطلاقا	من	تحليل ) ( )f x f a−أن	بين			:( ) ( )( )2
3 2 1 0f x x a h x h x h h= − + + +		

 استعمال�مجدول�لتعيين�معاملات�هورنر .4

):		المعرفة	بـfِنعتبر	الدالة:�مثال ) 3 22 5 2f x x x x= + − +		
 تنظيم�الحساب �

)	نقوم	بحجز	معاملات )f xالخلية	من	مثلا	انطلاقا	أفقي	خط	في	1Bالخلية	غاية	إلى	1Eقيمة	نحجز	ثم	a	في	
		.3Aفي	الخلية	0	و	نحجز2Aالخلية

$:	الدستور2Bنحجز	في	الخلية $2* 3A A=الخلية	في	و	3Bالدستور	1: 2B B= +		
		.		E	ثم	ننقلها	بالزالق	إلى	غاية	العمود3B	و2Bللحصول	على	معاملات	هورنر	نحدد	الخليتين

2aنقرا	هكذا	المعاملات	المرفقة	بالعدد = −	:3 2h =،2 3h = −،1 1h 0	و= 0h =		
						 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

		
 )2A	في	الخليةaيكفي	تغيير	قيمة(	-�25و1.2�،7،-2:حساب�صور �

):لدينا 2) 0f − =	،( )1.2 0.896f =	،( )7 702f )	و= )25 30498f − = −		
)تحليل � )f xباستعمال�المعامل( )2x + 

)		بما	أن )2 0f − ):	لدينا= ) ( )( )22 2 3 1f x x x x= + − + 

0

1ah

α

+		
1

2ah

α

+		
2

3ah

α

+		3α		

0h		1h		2h		3h		

��A$2*A3 =B1+B2$= 0القيمة
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��

� �أعمال�تطبيقية� ���

��

��برنامج�حل�معادلة�من�الدرجة�الثانية 
 مخطط�البرنامج� .3

2:			التاليةx		المعادلة	ذات	المجهولℝنعتبر	في	المجموعة� 0Ax Bx C+ + 0A				مع	= ≠		
2:نضع 4D B AC= −		

A,B,C 

		
 

 																															نعم																																								لا

D=0		
�����������������������������لا																																													نعم

																																																																			D>0		
																																																									

)															حل	مضاعف																					 )1 / 2X B D A= − −																																																					

													
2

B
X

A
= −																									( )2 / 2X B D A= −  																لا	توجد	حلول+

 

 plus83Tiبرنامج�للآلة� .4

		.	ثم	نعطي	اسما	للبرنامجNew										ثم	نختارفي	البداية	نختار	اللمسة
		.	ثم	ندخل	البرنامج	المقابل2Equ:نسميه	مثلا

��	إرشادات													
 	،Promptللحصول	على •

Dispو	ClrHomeنض		على	غط		
I/و	نختار													 O		

 →للحصول	على	 •

		نضغط	على	اللمسة	
		.			ثم	اللمسة										        نضغط	على	=		أو	<للحصول	على •

		
 ،	،Then	Ifللحصول	على	 •

Elseو	End	على	نضغط			
		CTLو	نختار															

		
		

2:	المعادلات	التاليةℝحل	في:تطبيق 1 0x x+ + =	،24 4 1 0x x+ + =	،23 2 3 0x x+ − =.		

PRGM 

PRGM 

PRGM 

2nd 

→STO 

MATH 
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��كثيرات�الحدود 2
��أ�
	��أم�����؟

)3العبارة		 ) 3 1 2= − −f x x x	من	حدود	كثير	هي	
		.الدرجة	الثالثة	

)	العبارة	 )
2

( ) 3= −f x x	من	حدود	كثير	هي	

		.الدرجة	الأولى	

العبارة	
4

2
( )

−
=f x

x
			.هي	كثير	حدود	

)نإذا	كا )f xو	( )g x	الدرجة	من	حدود	كثيري	
)الثانية	فإن ) ( )+f x g x	الرابعة	الدرجة	من	يكون	.		
)إذا	كان )f xو	( )g x	الدرجة	من	حدود	كثيري	
)الثالثة	فإن	 ) ( )×f x g x	السادسة	الدرجة	من	يكون	.		

	هي	fفي	كل	حالة	من	الحالات	المقترحة	أدناه	الدالة
		.كثير	حدود	؛	يطلب	تعيين	درجته

1(	1
:

2
−֏f x					2(	2: 2 1+ −֏f x x x		

3(	2 1
: 2 3+ −֏f x x

x
			4(

2 9
:

3

−

−
֏

x
f x

x
		

5(	2 4 2: cos 3 sin 3− + −֏f x x x x x x		
	هو	جذر	0xفي	كل	حالة	من	الحالات	المقترحة	أدناه	

)لكثير	الحدود	 )P x.			
1(	2( ) 5 6= − −P x x x	و	0 1= −x		
2(	3 2( ) 2 5 8 3= − + + −P x x x xو		0 3=x		
3(	4 2( ) 2 6= − + +P x x x x	و	0 3=x		

في	كل	حالة	من	الحالات	المقترحة	أدناه	كثير	الحدود	
( )P x	متمايزين	جذرين	يقبل	.		
1(	2( ) 571 6= + −P x x x			
2(	2( ) 7 6= − + −P x x x			
3(	2( ) 2 7 5= − +P x x x		
4(		3 2( ) 3 5 7= − − +P x x x x		

5(	23
( ) 6 1

2
= + +P x x x			

a	و	b	حقيقيان	عددان	.		
		xإذا	كان	من	أجل	كل	عدد	حقيقي

3 3 26 ( ) ( 5)− = + − − +x x x b a x b x	فإنa b=.��

��

��

��أ���������دة�ا���	�رات�
		.عين	الجواب	الصحيح	من	بين	الأجوبة	المقترحة

3ليكن	كثير	الحدود	 2( ) 3 3= − − +P x x x x.		
):	هو	جذر	لـ	2العدد	 )1 )P x.	 

):	هو	جذر	لـ	3العدد	 )2 )P x.	 

3( ( )P x	جذور	يقبل	لا	. 

f	من	حدود	كثير	دالة	هي	
الدرجة	الثانية	،	تمثيلها	البياني	

		.موضح	في	الشكل	المقابل
)مميز )1 )f x	سالب	. 

2( ( )f xمتمايزين	جذرين	يقبل	. 

)	:	xمن	أجل	كل	عدد	حقيقي )3 ) 0≥f x. 

)إشارة )4 )f xدرجة	أعلى	له	الذي	هحد	معامل	إشارة	هي			
		التمثيل	البياني	المقابل	

			:	ـمعرفة	fلدالة
1( 2( ) 2 3 1= − +f x x x 

2( 2( ) 3 3= − +f x x x 

3( 2( ) 3 2= − +f x x x 

4( 2( ) 3 2= − + −f x x x		
)2يعطى		 ) 3 4 7f x x x= + −				

( )f x	الشكل	على	يحلل	:		

1( 
7

( ) 3( 1)( )
3

f x x x= − + 

2( ( ) ( 1)( 7)f x x x= − − 

3( ( ) ( 1)(7 3)f x x x= − − 

)المستوي	منسوب	إلى	معلم	متعامد	 ; ; )O i j
� �

		
2القطع	المكافئ	ذو	المعادلة	 3y x x= − + 	هو	−

2صورة	القطع	المكافئ	ذي	المعادلة	
y x=	بـ		:		

 .التناظر	العمودي	بالنسبة	إلى	محور	الفواصل	 )1

1الانسحاب	الذي	شعاعه	 )2 11

2 4
u i j= +
� � �

	ثم	

 .	إلى	محور	الفواصل	التناظر	العمودي	بالنسبة

1مركب	الانسحاب	الذي	شعاعه	 )3 11

2 4
u i j= −
� � �

	

 .والتناظر	العمودي	بالنسبة	إلى	محور	الفواصل	

1 

4 

5 

2 

3 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

2 3-1

2

-1

-2

-3

-4

0 1

1

x

y

2 3

2

3

0 1

1

x

y 12 

13 

14 
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�ود��ات�ا	���ا��وال�آ
f	على	معرفة	دالة		المجموعةfD.			

)اشرح	لماذا	 )f x	الحالات	كل	في	حدود	كثير	ليس	
		.المقترحة	

1( 3( ) 2 3 5f x x x= − + fD		و	−
∗= ℝ		

2( 
2 1

( )
1

x
f x

x

− +
=

+
}		و	 }1fD = − −ℝ		

3( 
2

2

2 3
( )

3

x x
f x

x

− + −
=

+
		و		

fD = ℝ		

4( ( )
2

( ) | | 5f x x= 		و		−
fD = ℝ		

		.من	بين	الدوال	التالية	عين	الدوال	كثيرات	الحدود	
1( 2: ( 3)( 2)f x x x+ −֏ 

2( ( )
2

: 1 2f x x + −֏ 

3( 
3

2

5 10
:

2

x x
f x

x

+

+
֏ 

4( 2 2: 2cos sin 1f x x x+ +֏		
	كثيرة	fفي	كل	حالة	من	الحالات	التالية	،	عين	دالة

		:الحدود	من	الدرجة	الثانية	حيث	
1( f	تماما	موجبة	قيمها	تأخذ	. 

2( f	المجموعة	في	قيمها	تأخذ	−ℝ.	 

3( f	مختلفتين	قيمتين	أجل	من	تنعدم	.		
		:	الدالة	كثير	حدود	حيث	fنعتبر

2( ) 3 2 1f x x x= − + +		
)تحقق	من	أنه	يمكن	كتابة )1 )f xالتاليين	الشكلين	على		:

( 1)( 3 1)x x− − 	؛	−
2

1 4
3

3 3
x
 

− − + 
 

		

		.	تعيينهما		يطلبf	له	سابقتين	بالدالة0بين	أن	العدد	 )2
			.ℝ	تقبل	قيمة	حدية	عظمى	علىfبين	أن	الدالة )3
			.ℝ		علىfأعط	اتجاه	تغير	الدالة )4

ق		كثير	حدود	من	الدرجة	الثانية	تحقfعين	دالة
		:		الشرطين	التاليين	
			f	القيمتين	أجل	من	،4تنعدم	2−			

��f	بالدالة0	هي	صورة	العدد	−24

��

��


�ود��ات�ا	���ا��#�	�ت�"�!�آ
)أكتب	كثير	الحدود )P x	المبسط	الشكل	على	

		:	والمرتب	ثم	عين	درجته	في	كل	من	الحالات	الآتية	
°1 2( ) ( 3)( 2)P x x x= + +		
°2 2( ) ( 5)( 2 1)P x x x x= − + −		
°3 2( ) ( 5)( 3)P x x x= + −		
°4 2 2( ) (3 2) 9( 2)P x x x= + − +		

)ليكن )P x	و	( )Q xحدود	كثيرا	.		
:	عين	في	كل	حالة	من	الحالتين	التاليتين	كثيرا	حدود	

( ) ( )P x Q x+	؛	( ) ( )P x Q x−	؛	2 ( ) 3 ( )P x Q x+			
1( 2( ) 3 5P x x x= − + )2	و	− ) 2 4 1Q x x x= + − 

2( 3( ) 2 5P x x x= + )2			و	− ) 2 4Q x x= − + 

عين	درجة	ومعامل	الحد	الأعلى	درجة	لكل	من	
		:	كثيرات	الحدود	التالية	

1( 2 3( ) (2 )(5 3 )P x x x x= + −		
2( 3 4( ) ( 3 1) ( 3)Q x x x= − + −		
3( 2 3 2 2 3( ) ( )( 2) (2 2 )R x x x x x x x= + − − − + 

في	كل	حالة	من	الحالات	المقترحة	التالية	بين	أن	
)	هو	جذر	لكثير	الحدودαالعدد	 )f x.			
1( 3 2( ) 3f x x x x= − + 1α		و		+ = −		
2( 3 2( ) 2 2 16f x x x x= − + 2α		و		− =		
3( 3 2( ) 3 3f x x x x= + − 3α		و		− =		

)نعتبر	كثير	الحدود )P x	حيث	:		
3 2( ) 4 4P x x x x= − − +		

	بحيث	يكون	،	من	أجل	c	b،	a،عين	الأعداد	الحقيقية )1
)2	x،كل	عدد	حقيقي ) ( 1)( )P x x ax bx c= − + +. 

)حلل )2 )P xالأولى	الدرجة	من	الحدود	كثيرات	جداء	إلى	 

)عين	كل	جذور	 )3 )P x.	 

( )P x	حيث	الحدود	كثير	:		
3 2( ) 4 4 15 18P x x x x= − − + 

)	هو	جذر	لِـ	−2أثبت	أن	 )1 )P x.			
)حلل )2 )P xالأولى	الدرجة	من	الحدود	كثيرات	جذاء	إلى	 

)عين	كل	جذور	 )3 )P x 

15 

18 

19 

16 

17 

2 
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a،	bو	حقيقيان	عددان	( )f x	حيث	حدود	كثير	:		
3( ) 2f x x ax b= − + +		

)	جذرا	لـ−2	بحيث	يكونb	وaعين )f x	
(0)و 5f =.			

a،	b،	cو	حقيقية	أعداد	( )f x	حيث	حدود	كثير	:		
3 2 2( ) 3( ) ( 3)f x ax x b x cx x x= − − + + −		

	بحيث	من	أجل	كل	عدد	c	b،	a،	الأعداد	عين
)	يكون	xقيحقي )f xمعدوما	.		

�	$�����ا�#��د�ت��&�ا��ر%��ا
)أكتب	كثير	الحدود )f x	ثم	،	النموذجي	الشكل	على	

)	المعادلة	ℝحل	في ) 0f x 	،	في	كل	حالة	من	=
		:حالات	الآتية	ال

1( 2( ) 6 8f x x x= − + 

2( 2( ) 6f x x x= + − 

3( 2( ) 3 5f x x x= − + − 

4( 2( ) 3 7 2f x x x= − + 

5( 2 4
( ) 2

5
f x x x= − + 

6( 2( ) 5 15f x x x= − + 

في	كل	حالة	من	الحالات	المقترحة	أدناه	،	أكتب	
ملاتها	أعداد	صحيحة	معادلة	من	الدرجة	الثانية	معا

			.x"	وx'وتقبل	الحلين
' 2x "	و= 3x '				؛				= 1x = "	و− 5x =		

1
'

2
x "	و= 3x = 1		؛			−

'
2

x 1	و=
"

3
x = −		

' 0x "	و= 3x 3				؛			=
'

2
x

−
"	و= 0x =		

' " 2x x= = 2							؛			−
' "

3
x x= =		

	كلا	من	المعادلات	ℝبدون	حساب	المميز	،	حل	في
		:	التالية	xذات	المجهول	

1(2 3 0x x− =										2(			2 4 0x − = 

3(		23 3 0x − =								4(			24 7 0x − =		
5(		2 9 0x + =									6(		2 2 1 0x x+ + =		
7(	2 6 9 0x x− + − =			8(		2( 3) 4x − =		

		
		

22 - 2 2 1 0x x + =،2 2(4 3) (3 2) 0x x− − − = 

67971)2ماهو	مميز	المعادلة	 31527) 0x − 			؟=
			:x	المعادلة	ذات	المجهولبرر	أن

21962 110364 2007 0x x+ − =		
 .تقبل	حلين	متمايزين	

حالات	المقترحة	أدناه	،	حل	المعادلة	في	كل	حالة	من	ال
( ) 0f x )	ثم	استنتج	تحليلا	لـ= )f x:		

1( 2( ) 3 2f x x x= − +		
2( 2( ) 3 5 2f x x x= − +		
3( 2( ) 9 3 2f x x x= − − +		
4( 2( ) 5 8 3f x x x= − + −		
5( 2( ) 2 3 3f x x x= + −		

		:	التاليةx	كلا	من	المعادلات	ذات	المجهولℝيحل	ف
1( 2 3 10 0x x+ − = 

2( 23 5 2 0x x− + − = 

3( 22 7 8 0x x+ + = 

4( 2 5 5 0x x+ + = 

5( 2 18 19 0x x− + + = 

)نعتبر	المعادلة )Eالمجهول	ذات	x	التالية	:		
2 0ax b x c+ + =		

		.	غير	معدومa	و	أعداد	حقيقيةc	b،	a،حيث	

'نضع	
2

b
b =		

)	،	مميز	المعادلة∆أحسب )1 )E	بدلالة	،	a،	'b،	c.			

'نضع	 )2
4

∆
∆  	.c	'b،	a،دلالة		ب∆'	،	أحسب=

'أثبت	أنه	إذا	كان	 )3 0∆ )	فإن	المعادلة≤ )E	حلين	تقبل	

'هما	 'b

a

− − '	؛	∆ 'b

a

− + ∆		

)	يسمى	المميز	المختصر	للمعادلة	∆'( )E(		
	كلا	من	ℝباستعمال	المميز	المختصر	حل	في

		:المعادلات	التالية	
1( 2 18 19 0x x− + + =		
2( 2 200 9999 0x x+ + =		
3( 22 2 6 3 0x x− + − = 
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		رين�تطبيقـيةتما

		:	المعادلات	الآتية	ℝحل	في
1( 2 5 6 0t t− + =		
2( 2 16 17 0u u− − + =		
3( 2 (3 2) 3 2 0x x− + + =		
4( 21 0r r+ + =		

)نعتبر	المعادلة )Eالحقيقي	المجهول	ذات	x	
			:mوالوسيط	الحقيقي

2 2 2( 4) 2 2 1 0m x mx m m− − + − + =		
)	حتى	تكون	المعادلةmعين	قيم	العدد	الحقيقي )1 )E	

		من	الدرجة	الثانية
)	حلا	للمعادلة0	حتى	يكون	mعين	قيمة )2 )E	ثم	

		.استنتج	الحل	الآخر	لها

	عدد	حلول	mناقش	حسب	قيم	الوسيط	الحقيقي
		:	في	كل	من	الحالات	التاليةxالمعادلة	ذات	المجهول

1( 2 2 5 0x mx− − =		
2( 2 (2 3) 3 0mx m x m+ − + − =		
3( 2( 1) (2 1) 2 0m x m x m+ + + − + =		
4( 2( 3) (2 1) 2 0m x m x m− + − + + =		
5( 2(2 1) 4 2 1 0m x mx m− + + + = 

باستعمال	حاسبة	بيانية،	حل	بيانيا	كلا	من	المعادلات	
		:	التالية	

22 5 3 0x x− + =							2 3 1 0x x− + − =		
23 6 1 0x x− + =							22 3 5 0x x− + + =		
23 3 1 0x x− + − =						25 2 10 2 0x x+ + =		

	mباستعمال	حاسبة	بيانية	عين	قيم	العدد	الحقيقي
		:ℝبحيث	يكون	لكل	من	المعادلات	التالية	حلول	في

2 3 0x x m− + − =							22 3 2 0x x m− + + − =		
22 5 1 0x x m− + − =			23 2 6 0x x m+ + =		

)أنشر	العبارة	 )1 )
2

3 1−		

		:	التالية	x	المعادلة	ذات	المجهولℝحل	في )2
24 2(1 3) 3 0x x− + + =		

:2لتكن	الدالة ( 2 3) 6f x x x− + +֏	
)الهدف	هو	حل	بطريقتين	مختلفتين	المعادلة	 ) 0f x =		

		

		
		

1أنشر	العبارة	 )1 2( )( )x x x x− 	؛	استنتج	تحليلا	لـ	−
( )f x	حل	ثم		المعادلة( ) 0f x =.			

)المعادلة	استعمل	المميز	لحل	 )2 ) 0f x =		
 هل	ينتج	من	كلتا	الطريقتين	نفس	الحل		؟ )3

	مرات	8في	الشكل	أدناه	مساحة	المستطيل	هي	
		مساحة	المربع	،	

		.أحسب	طول	ضلع	المربع
		
		

		في	الشكل	المقابل	،	الدائرتان	لهما
		.	نفس	المركز

		أحسب	نصف	القطر	لكل	منهما	
		بحيث	تكون	مساحة	إحدى	الدائرتين	

		.لاث	مرات	مساحة	الأخرىتساوي	ث
ABC	متقايس	مثلث	

3	ارتفاعهالأضلاع m	،
			.محاط	بثلاث	مربعات

)	أنشر	العبارةـ�1 )
2

1 3+		

		أحسب	طول	ضلع	المثلث	،علماٌ	أن	ـ�2

)	مساحة	الشكل	الملون	هي ) 212 3 m+.	 

		.نريد	ملئ	علبة	قاعدتها	مربعة	الشكل	بمكعبات	متقايسة	
		تشملهاما	هو	عدد	المكعبات	الممكنة	التي	

		المكعبات	الموجودةهذه	العلبة	حيث	إذا	حذفنا	
		؟	مكعبات	4في	المحيط	،	يبقى	في	العلبة	

�	$������/#.ع�و%�اء�+�*����د����&�ا��ر%��ا

من	الحالات	المقترحة	أدناه	،	تحقق	أن	في	كل	حالة	
المعادلة	تقبل	حلين	ثم	بدون	حساب	الحلين	عين	مجموعهما	

			.وجدائهما	
22 3 4 0x x− + + =							22 3 7 0x x+ − =		
2 7 1 0x x+ + =											2 4 3 0x x− + − =		

2 ( 1) 1 0x m x+ + − =		
2 22 1 0x mx m+ − − =		

42 
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)لتكن	المعادلة )E	الحقيقي	المجهول	ذات	x	:	
2 0ax bx c+ + داد	حقيقية		أعc	b،	a،	حيث=

		.	غير	معدوم	aو
)	هما	حلا	المعادلة	x"	وx'نفرض	أن )1 )E	،	

)و ')E	المعادلة	هي	2 ( ' ") ' " 0x x x x x x− + + =		
)أثبت	أن	المعادلتين )Eو	( ')E	متكافئتان	.		

		)لهما	نفس	الحلين(
	x"	وx'أكتب	معادلة	من	الدرجة	الثانية	تقبل	الحلين

		:في	كل	حالة	من	الحالات	التالية	
' 4x "	و= 7x = −	 								' 0x "	و= 3x =		

' 3x 1	و=
"

3
x =	 								' 1x 2	و=

"
3

x = −		

' 1x m= "	و− 1x m= +		
' 5 2x = "	و+ 5 2x = −		

		x"	وx'أكتب	معادلة	من	الدرجة	الثانية	تقبل	حلين
':	يحققان	الشرطين	التاليين	 " 7x x+ '	؛	= " 4x x =		

			.x"	وx'ثم	عين	
	في	كل	حالة	من	b	وaعين	العددين	الحقيقيين	

		:الحالات	التالية	
14

33

a b

a b

+ =


× =
	؛		

25

100

a b

a b

+ = −


× =
	؛		

4

1

a b

a b

+ =


× = −
		

10

21

1

21

a b

a b


+ =


 × =


	؛	
0

49

4

a b

a b

+ =



× = −

	؛		
1 3

3
1

2

a b

a b

 + = +



× = +


		

	في	كل	حالة	من	b	وaعين	العددين	الحقيقيين	

:	الحالات	التالية	
5

8

a b

a b

− =


× =
	 				

4

1

a b

a b

− =


× = −
			

2 7

5

a b

a b

− =


× = −
					

3 8

5

a b

a b

+ =


× =
				

	في	كل	حالة	من	b	وaعين	العددين	الحقيقيين	
		:	الحالات	التالية	

8

1 1 8

15

a b

a b

+ =



× =

	؛
2 2 73

24

a b

a b

 + =


× =
	؛	

| | | | 11

| | 24

a b

a b

+ =


× =
		

		
		

		:	عددين	حقيقيين	حيث	y	،	xليكن 

3 3

17

1241

x y

x y

+ =


+ =
			

)أنشر	 )1 )
3

x y+قيمة	إستنتج	ثم	،	xy. 

2احسب	قيمة )2 2x y+حساب	بدون		xو	y			
)تعطى	المعادلة )E	:	2 7 34 0x x− − =	.			

)برر	أن	المعادلة )1 )E	لا	معدومين	غير	حلين	تقبل	
		.يطلب	تعيينهما	

1أكتب	معادلة	من	الدرجة	الثانية	تقبل	الحلين	 )2

'x
1	و

"x
	

)	هما	حلا	المعادلةx"	وx'حيث	 )E.	 

)تعطى	المعادلة )E	:	23 2 5 0x x− − =	.			
)برر	أن	المعادلة )1 )Eحلين	تقبل	'xو	"x	مختلفين	،	

 .في	الإشارة	لا	يطلب	تعيينهما	

2أحسب	 )2 2' "x x+	؛	1 1

' "x x
)2	؛	+ ' ")x x−	؛	

4 4' "x x+		
	بحيث	يكون	للمعادلات	m	الوسيط	الحققيعين	قيم

		.	يحققان	العلاقة	المقترحةx"	وx'المعطاة	أدناه	،	حلان	
1( 23 2 1 0x mx− + '			و	= 3 "x x= 

2( 24 (1 ) 2 0x m x m− − + 1		و	=
' "

4
x x− =. 

3( 2 2( 1) (1 ) 0m x m x m+ − − + '	و= 2 " 1x x+ =		
)لتكن	المعادلة )Eالحقيقي	المجهول	ذات	x	والوسيط	

2:	حيث	mالحقيقي 2(2 3) 2 0x m x m− + + − =		
)	حل	للمعادلة1	حتى	يكون	mيم	العددعين	ق )1 )E.			
	وجود	وإشارة	حلول	mأدرس	حسب	قيم	الوسيط )2

)المعادلة	 )E.	 

	يكون		،	إن	أمكن	،	حتىmعين	قيم	العدد	الحقيقي
		:للمعادلات	التالية	،	حلان	مختلفان	في	الإشارة

1( 2 8 5 1 0x x m− + − =		
2( 2 2( 1) (2 3) 1 0m x m x m+ − + + − =		
3( 2( 3) 2( 4) 2 0m x m x m− − − + + =		
4( 2(2 1) 4 1 3 0m x mx m+ − + − = 

2 
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	،	إن	أمكن	،	حتى	يكون	mعين	قيم	العدد	الحقيقي

		:ادلات	التالية	حلان	موجبانللمع
1( 2 9 3 4 0x x m− + − =		
2( 2 (3 1) 1 0mx m x m− − + + =		
3( 2( 1) 2( 2) 1 0m x m x m− − + − − =		
4( 2(1 ) 3 4 0m x mx m− + − − =		

228حقل	مستطيل	الشكل	مساحته m	ومحيطه	
23 m	بعديه	طولي	أحسب	.		

ABCDضلعه	طول	مربع	m		
3mنفرض	أن )1 cm=	بعدي	من	لكل	طول	أحسب	

	ABCDالمستطيل	الذي	محيطه	هو	نفس	محيط	
 	.ABCDومساحته	نصف	مساحة	

	ABCDعهل	يوجد	مستطيل	له	نفس	المحيط	للمرب )2
 .ABCDومساحته	أكبر	تماما	من	مساحة	المربع

	بعدي	المستطيل	الذي	له	نفس	مساحة	mأحسب	بدلالة )3
ABCDمساحة	ثلث	هي	ومساحته	ABCD. 


��ات�ا	����ودإ�0رة�آ

	إشارة	كثيرات	xأدرس	حسب	قيم	المتغير	الحقيقي
		:الحدود	المقترحة	في	الحالات	التالية	

1( ( ) ( 2)(2 1)P x x x= − +. 

2( ( ) (3 2 )( 1)P x x x= − +. 

3( ( ) ( 1)( 2)( 3)P x x x x= − + −.	 

4( 2 2( ) ( 3)( 2)P x x x= − +.	 

5( 4( ) 1P x x= −	.	 

6( 2( ) 3 7P x x x= −.	 

7( 3 2( ) 2 3P x x x= − +		
	إشارة	كثيرات	xأدرس	حسب	قيم	المتغير	الحقيقي
		:الحدود	المقترحة	في	الحالات	التالية	

1( 2( ) 2 6P x x x= + −.	 

2( 2( ) 3 8 4P x x x= − + −.	 

3( 2( ) 6 2P x x x= − + −.	 

4( 2( ) 5 1P x x x= − +.	 

5( 2( ) 2 6 2 9P x x x= − +.	 

		
 

6( 2( ) 5 2 15 3P x x x= − +.	 

7( 2( ) 12 36P x x x= − + −.	 

8( 2( ) 2 3 3P x x x= − + −.	 

9( 21
( ) 9

2
P x x x= + +.			

	إشارة	كثيرات	xأدرس	حسب	قيم	المتغير	الحقيقي
 	:لحدود	المقترحة	في	الحالات	التالية	ا

1( 3 2( ) 2 3 2 3P x x x x= − + −.	 

2( 3 2( ) 2 6 5P x x x x= − + − +.	 

3( 3 2( ) 4 5 2P x x x x= − + −.	 

4( 3 2( ) 3 11 12 4P x x x x= − + − +.	 

5( 4 3 2( ) 3 3P x x x x x= − − +.	 

)حلل )P x	المتغير	قيم	حسب	إشارته	أدرس	ثم	
		:	في	كل	حالة	من	الحالات	التالية	xقيالحقي

1( 4 2( ) 3 2P x x x= − +.	 

2( 4 2( ) 3 4P x x x= + −.	 

3( 4 2( ) 3 2 8P x x x= − −.	 

4 3 2( ) 2 7 9 21 9P x x x x x= − + − +		

1	و	P(3)أحسب	 �

2
P
 
 
 

)	ثم	حلل	 )P x		

)استنتج	إشارة � )P xالحقيقي	المتغير	قيم	حسب	x.	 

	عدد	حلول	كلا	mناقش	حسب	قيم	الوسيط	الحقيقي
		:	الآتية	xمن	المعادلات	ذات	المجهول

1( 2( 1) 3 1 0m x mx m− − + + =.	 

2( 2(1 2 ) 2 2 0m x mx m− − + − =.	 

3( 2 ( 1) 2 0mx m x m+ − + + =.	 

4( 3 2( 1) (5 ) (6 ) 2 0m x m x m x m+ − + + − − + =

( )fCللدالة	البياني	التمثيل	هو	f	حدود	كثير		.	أدرس
)	،	إشارة	xبيانيا	،	حسب	قيم	المتغير	الحقيقي )f x	

		:في	كل	من	الشكلين	التاليين	
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��تمارين�تطبيقـية
		

		:	كلا	من	المتراجحات	التالية	ℝحل	في
1( 22 5 3 0x x+ − ≥ 

2( 23 5 2 0x x− − + ≥ 

3( 22 15 0x x+ − < 

4( 23 11 10 0x x− + − < 

5( 22 5 0x x− + − < 

6( 22 2 4 0x x− + − > 

7( 24 9 0x x+ + ≥ 

8( 2 3 7 0x x− + ≤ 

9( 29 6 5 5 0x x− + ≤ 

		:	كلا	من	المتراجحات	التالية	ℝحل	في
1( 3 2 3 3 0x x x− + − <		
2( 3 22 2 1 0x x x− + − + ≤		
3( 3 22 2 0x x x− − + >		
4( 4 25 6 0x x− + >		
5( 2008 19623 11 1964 0x x+ + ≥ 

�2��3#��ا%
�ت�ا�#���ا�#��د�ت�وا

		:		المعرفة	بالشكل	fنعتبر	الدالة
2

2

5 11 2
( )

3 7 2

x x
f x

x x

− +
=

− +
		

			.fعين	مجموعة	تعريف	الدالة )1
)		،x	المعادلة	ذات	المجهولℝحل	في )2 ) 0f x =.	 

		:	الآتيةx	كلا	من	المعادلات	ذات	المجهولℝحل	في
3 3

2 1

x x

x x

−
=

− −
														2 1

3 1

x x

x x

+
=

− −
		

4 1 5
1

2 1 2 1

x x

x x

−
− =

+ −
							7 4

2
4 7

x x

x x

+ −
+ =

− +
		

1 1 2

5 3 4x x x
+ =

− − −
		

		:	الآتيةx	كلا	من	المعادلات	ذات	المجهولℝحل	في
2 3 2 1 0x x+ − + =			28 16 17x x x− = −		
4 7 2 2x x+ = +					3 1 4 3x x+ − − =		

4 2 6 11x x+ + − =		
	x	كلا	من	المتراجحات	ذات	المجهولℝحل	في

	:	الآتية 	3 7 3x x+ > +		

2 3 1x x− < −		
2 2x x− − < +		

		
		
		

		:	الآتيةx	كلا	من	المعادلات	ذات	المجهولℝحل	في
2 3 | 1 | 0x x+ − =	 								2 4 | 2 | 0x x− − =		

4 24 | 1 | 3 | 2 | 1 0x x x+ − + + + =		
		:	الآتيةx	كلا	من	المعادلات	ذات	المجهولℝحل	في

2( 2) 3( 2) 2 0x x− − − + =		
5 6 0x x− + =		

6 0x x+ − =		

2

3 7
2 0

xx
− + =		

)	المعادلةℝنريد	حل	في )Eالمجهول	ذات	x:			
4 3 23 7 8 7 3 0x x x x− + − + =	.	.	.	( )E 

)	ليس	حل	للمعادلة0تحقق	من	أن	العدد	 )1 )E		
)برهن	أن	المعادلة	المعادلة )2 )E	مكافئة	

)للمعادلة ')E	حيث	:		

( ')E	:	
2

1 1
3 7 2 0x x

x x

   
+ − + + =   

   
		

23	:	المعادلة	ℝحل	في )3 7 2 0u u− + =.			
)استنتج	حلول	المعادلة )4 )E.	 

)ليكن )P xللم	الحدود	كثير		الحقيقي	تغيرx	حيث	:		
	3 2( ) 4 4( 3 1) (9 4 3) 9P x x x x= − + + + −		
)	المعادلة	ℝحل	في )1 ) 0P x =.			
)	المتراجحة	ℝحل	في )2 ) 0P x <.			

)لتكن	المعادلة )E	ذات	المجهولx	:		
2 0ax bx c+ + =		

		.	غير	معدومa	أعداد	حقيقية	وc	b،	a،	حيث
)نفرض	أن	للمعادلة )Eهما	حلين	'xو	"x.			

'بين	أن	العدد • 4 "

5

x x+	بين	محصور	'x	و	"x.			

العدداستنتج	إشارة	 •
2

' 4 " ' 4 "

5 5

x x x x
a ab ac

+ + 
+ + 

 
		

)	:	تطبيق�عددي )E	:	25 7 3 0x x+ − =		
)ماهي	إشارة	العدد	 )

2
' 4 " 7 ' 28 " 15x x x x+ + + 			؟−

a	له	أضفنا	إذا	بحيث	،	معدوم	غير	حقيقي	عدد	
 	.aعين	العدد		.	3مقلوبه	نحصل	على	
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A B

M

H
A B

M

H

��

 كثيرات�الحدود

���6ـ�45
[ ]AB	طولها	مستقيمة	قطعة	5.		

]عين	على	القطعة ]ABالنقطة	M	يكون	بحيث	:		
2 . 0MA AB MB− =		
8ABفي	نعتبر	نصف	الدائرة	ذات	القطر =.			

		هذا	نصف	الدائرة	حيث	مسقطها		من	Mعين	النقطة
]العمودي	على ]ABهو	H		

2	و 23 18MA MH+ =.		
		

3:		المعرفة	بالشكل	fنعتبر	الدالة
( )f x

x
=.			

)نسمي )hالمنحني	للدالة	الممثل	f	متعامد	معلم	في	
)ومتجانس	 ; : )O i j

� �
.			

	عدد	نقط	تقاطع	mناقش	حسب	قيم	العدد	الحقيقي )1
)المنحني )hالمستقيم	مع	( )D	المعادلة	ذي	

2y x m= +.			
)في	الحالة	التي	تكون	لـِ )2 )hو	( )D	نقطتان	

	I	،	عين	مجموعة	النقطM"	وM'مشتركتان	
]منتصفات	القطعة ' "]M M.	 

ABCDطول	مربع			
			نقطةI	،	1	ضلعه	

]	من		القطر	 ]BD			
			EBFIتعين	مربعين

			.HIGDو
	بحيث	يكون	مجموع	مساحتي	Iكيف	يمكن	اختيار	النقطة

2		يساويHIGD	وEBFIالمربعين

3
.			

			ABCDليكن	المستطيل	
3ABعرضه cm=		

5BC	وطوله	 cm=.			
		
]	تتغير	على	القطعة	المستقيمةMالنقطة ]AB	ونضع	

AM x=	.	المربع	نرسمAMNPحيث	[ ]P AD∈	
				.NPDQ	وMBRNوالمستطيلين

		
		
		

)	حتى	تكونxقيم	العدد	الحقيقيعين	 )1 )S x	مجموع	
 .		أكبر	ما	يمكنNPDQ	وMBRNمساحتي	المستطيلين

)	تكونxمن	أجل	أي	قيم	للعدد )2 )S x		نصف	تساوي
 	.ABCDمساحة	المستطيل

		:		بما	يلي	ℝ	علىPنعرف	الدالة
2( ) 2 6 3P x x x= − + 

)ليكن )γللدالة	الممثل	المنحني	Pمنس	مستو	في		إلى	وب
)معلم	متعامد	ومتجانس ; : )O i j

� �
.			

3	ذات	الإحداثيتين	Sلتكن	النقطة 3
;

2 2

 
− 

 
.			

)أكتب )1 )P xالشكل	على	2( ) ( )P x a x b c= + +	
		.	أعداد	حقيقية	يطلب	تعيينهاc	b،	a،حيث

)أكتب	معادلة	للمنحني )2 )γالمعلم	في	( ; : )S i j
� �

ثم		.	
)أرسم )γ.			

قيمة		ثم	وضح	أصغر	Pأنجز	جدول	تغيرات	الدالة )3
			.ℝ	علىPللدالة

)أعط	حصرا	للعدد )4 )P xكان	إذا	[ 2 ; 3]x ∈ −.			
)	المتراجحة	ℝحل	في )5 )P x x≤.			
)مثل	بيانيا	في	المعلم )6 ; : )O i j

� �
	المستقيم	ذي	المعادلة	

y x=المتراجحة	نتائج	من	بيانيا	تحقق	ثم	( )P x x≤.	 

f،	g،	hعلى	معرفة	دوال	ثلاث	ℝ	ِبـ	:		
2( ) 2 3f x x x= − )			؛			+ ) (| |)g x f x=	؛			

( ) | ( ) |h x f x=		
ليكن

fC،	
gC،	

h
Cالدوال	منحيات	f،	g،	h	على	

الترتيب	،	الممثلة	في	مستو	منسوب	إلى	معلم	متعامد	
)ومتجانس ; : )O i j

� �
.			

	زوجية	،	كيف	يستنتجgبين	أن )1
g

Cمن	انطلاقا	
f

C؟	 

)يمكن	كتابة	.	(fات	الدالةأدرس	تغير )2 )f x	الشكل	
 )	النموذجي

 	.ℝ	علىgاستنتج	تغيرات	الدالة )3

)عين	إشارة )4 )f xالحقيقي	العدد	قيم	حسب	x.	 

)كتبا )5 )h xالمطلقة	القيمة	رمز	بدون	. 

رسم	المنحنياتا )6
f

C،	
g

C،	
h

C	الرسم	نفس	في	.		
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��المستهدفة�الكفاءات�����

��

��حساب�العدد�المشتق�لدالة�عند�عدد�حقيقي� 

 .تعيين�معادلة�مماس�منحن�في�نقطة�منه 

 �رجعيةحساب�مشتقات�الدوال�الم 

�fحساب�مشتقات�الدوال  g+�، 

f g×�،
1

g
��،

f

g
�،�( )x f ax b+֏ 

��
��
��

�����������������������������������������������������������������������������������
h

xfhxf

x

y

hx

)()(
limlim

00

−+
=

∆

∆

→→∆
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��
��
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��أنشطة

������

�������������������������H.�������������������������������:�و�السرعة�المتوسطةلحظيةالسرعة�ال���نشاط�أول��

��������������عن�الأرض�بمسافة�التي�تبعدHيمثل�سقوط�كرة�من�النقطة�المقابل�الرسم�  
)�هي�tالمسافة�المقطوعة�من�طرف�الكرة�عند�اللحظة�.�ا�متر30 )d tحيث���

�( ) 25d t t=)وحدة�الزمن�هي�الثانية��sمسافة�هي�المتروحدة�ال�،�وm(���

)�للكرة�و�نرمز�لها�لحظية�تسمي�السرعة�الtسرعة�الكرة�عند�اللحظة��.� )v t.��

)���نريد�حساب� )2v�2عند�اللحظة�t =.��

�2tو�t=�2نحسب�السرعة�المتوسطة�بين�اللحظتين�v(2)من�قيمة�ب�يللتقر��.� h= +���

)�hالسرعة�المتوسطة�)�0حقيقي�غير�معدوم�قريب�من���عددmv�2بين�اللحظتين�=t�2و�t h= +�����������      

2)��بالعلاقة�معطاة  ) (2)
m

d h d
v

h

+ −
=. 

20تأكد�أن�)�1 5
m

v h= +.� 

��:���أكمل�الجدول�التالي)�2

0.01+��0.005+��0.0001+��0.00001+��0.001-��0.05-��0.1-��0.2-������h��

����������������m
v��

��1mبـ���v(2)�لـ�عين�قيمة�مقربة������3 s−.���
��

 :مفهوم�المماس����نشاط�ثان��

)هو�الرسم�البياني�في�معلم�ضبة�و�ه�يمثل�ABالقوس� ); ,O i j
� �

]�المعرفة�على�fللدالة� ��:��كما�يلي�−1,3[

21 1 3
( )

4 2 4
f x x x= − + 3النقطة���.+

2,
4

L
 
 
 

�9ذات�الفاصلةNالنقطة.��تمثل�ضوء�على�الهضبة

2
تمثل�شخصا��−

����.Lيصعد�على�سلم�بهدف�مشاهدة�الضوء�الممثل�بالنقطة

)المستقيم� )LNيقطع�القوس��ABفي�نقطة�M��

2hنضع�.�xفاصلتها� x= −��

)،�معامل�توجيه�المستقيمhعين،�بدلالة)�1 )LM.��

���وضعية�الشخص�على�السلم�التي�منهاEلتكن�)�2
 .Lيرى�لأول�مرة�الضوء�الممثل�بالنقطة

)�ماذا�يمثّل�المستقيمأ�ـ )LEبالنسبة�للقوس��AB؟� ���

)�ما�هي�الوضعية�النهاية�للمستقيمب�ـ )LMلما���

)معامل�توجيه�؟��استنتج��0إلىhيؤول )LE.�����������������������������������

)كتب�معادلة�للمستقيما)�3 )LE.استنتج�ترتيبE.��
2 3-1-2-3-4-5

2
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4

0 1

1

x

y

L

N

M

A B
x



 ��

� 

0 1

1

x

y

��

� �� ��أنشطة�

��

����نشاط�ثالث�
���ثانيةtبعد.��نسقط�جسما��سقوطا�حرا�بدون�سرعة�ابتدائية�

)�يكون�هذا�الجسم�قد�قطع�مسافة� )d tمقدرة�بالمتر�.��

]�من��tبحيث�من�أجل�كل� ]0,5:2( ) 5d t t=.������������������������������������������

��( )Cالرسم�البياني�للدالة��dفي�معلم�متعامد���

��( ); ,O i j
� �

��)�.الرسم�المقابل�.(�

 .������������������������������أنشئ�من�جديد�هذا�الرسم�على�ورقة�ملميترية�)1
  أحسب�السرعة�المتوسطة�للجسم�خلال�خمس�ثوان�من�)�2

��ما�هو�تفسيرها�البياني؟.��سقوطه�   

)ليكن�المستقيم�)�3 )AMيشمل�النقطة �الذي  ( )2,20A��

)�على��و�تتغيرAتختلف�عن� �Mو�النقطة� )C،���

���.��tبـ�Mقطةالن    �نرمز�إلى�فاصلة
 .�Mحسب�ترتيب�النقطة��ا•�

)أثبت�أن�معامل�توجيه�المستقيم�•� )AMهو�نسبة�التزايد��  

0عند�dالدالة�  2t =�. 

������      �كيف�يمكن�الحصول�بيانيا�على�السرعة�اللحظية�•�

0عند     2t  �؟=

��هل�هذا�يتناسب�مع�التفسير.حسب�السرعة�اللحظية��ا• 

�����������tالهندسي�؟�������������������������������������������������

��

��

���رابع�نشاط�

��:مشتقةدالتها�ال��معينا�Iقابلة�للاشتقاق�على�المجال�fفي�كل�حالة�من�الحالات�التالية�،�بين�أن�الدالة�����

1( : n
f x x֏مع��nعدد�طبيعي�غير�معدوم�و�I = ℝ.��

2( 
1

:f x
x

[�و�֏ [0;I = + [�أو�∞ [;0I = −∞. 

3( :f x x֏و��] [0;I = + ∞. 

��
� 

��
��

( )C 



 ��
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��الدرس

��

 .الإشتقاقية�

 .العدد�المشتق.�

��.�نهاية�حقيقية�لدالة�عند�الصفر���
��

��
f

Dمن�مجموعة�الأعداد�الحقيقية�مجال�ℝيشمل�الصفر��.��

���بالقدر�الكافي�فإن�0قيما�قريبة�من���xمعناه��عندما�يأخذ��0عند�النقطة�fالةالد�هو�نهاية�lنقول�أن�العدد�الحقيقي���

)���العدد )f xيأخذ��قيما�قريبة��من��lو�نكتب��.��بالقدر�الذي�نريد��
0

lim ( )
x

f x l
→

=.���

���������������������������������������.دالة�قابلة�للإشتقاق�عند�عدد����
��

دالة�معرفة�على�مجالf:تعريف����
f

D0.��منxعدد�من�
f

D�.القول�أن�الدالةf0قابلة�للإشتقاق�عند�العددx���� 

�0:معناه�الدالة��  0( ) ( )f x h f x

h

+ −
֏h:�gتقبل�نهاية�حقيقية�l0أي���.��0عند� 0

0

( ) ( )
lim
h

f x h f x
l

h→

+ −
=��

)'0و�نرمز�له�بـ��.���0xفي�العدد�fلدالة��العدد�المشتق�ل����lيسمى )f x.���

��

���:تعاليق�

��0العدد. 0( ) ( )f x h f x

h

+ ��0xو�0xبين�العددين��fيسمى�نسبة�تزايد�الدالة�− h+ِنرمز�له�بـ�،�( )g hوهو���؛� 

�0xغير�معدوم�وhمعرف�إذا�كان�  h+عنصرا�من��
f

D.��

����������������������������0و�نكتب���� 0
0

0

( ) ( )
lim '( )
h

f x h f x
f x

h→

+ −
=.���

��.fالدالة�المشتقة�لدالة.����

�دالة�معرفة�على�مجالf:تعريف����
f

Dمن��.��

شتقاق�على�قابلة�للا����fنقول�أن�الدالة
f

Dكل�نقطة�منقابلة�للاشتقاق�عند�وفقط�إذا�كانت�إذا��
f

D.��

�منxبكل��التي�ترفقالدالة�تسمى����
f

Dالعدد�المشتق�'( )f xالدالة�المشتقة�للدالة�fعلى�
f

D.��

'و�نكتب���.�.f'�بـِ����ويرمز�لها : '( )f x f x֏����
��

)�:�ِـ��ℝهي�الدالة�المعرفة�على�f:مثال ) 2
f x x=.��

0xليكن� ∈ℝ�،�( ) ( ) ( ) ( )
2 2

0 0 0 0 0
0 0

0 0 0 0

2
lim lim lim lim 2 2
h h h h

f x h f x x h x h h x
h x x

h h h→ → → →

+ − + − +
= = = + =��

)�ولدينا��ℝمن�0xتقبل�الاشتقاق�عند�كلfإذن )0 0' 2f x x=.��

)��ِـ�معرفة�f'�ودالتها�المشتقة��ℝتقبل�الاشتقاق�على�fومنه� )' 2f x x=.��
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)2:��بـِ��المعرفة�على��fدالة�ال��لتكن ) 2 1f x x x= + −.������������ 

�0عند�fعين�العدد�المشتق�للدالة•� 2x =.����

��:���لدينا��0يختلف�عن�hقي�ل�عدد�حقي�أجل�كمن�:حــل

                                         

2

2

2

(2 ) (2) (2 ) 2(2 ) 1 7

4 4 4 2 8

6

6

f h f h h

h h

h h h

h

h h

h

h

+ − + + + − −
=

+ + + + −
=

+
=

= +

 

  �� �              �������������������������������0 0

(2 ) (2)
lim lim ( 6)

6

h h

f h f
h

h→ →

+ −
= +

=

��

)�و��2ند�قابلة�للاشتقاق�ع���fإذن�الدالة )' 2 6f =.����
� ���

������تمرين�محلول�
���

������f2:��بـِ�معرفة�على��دالة�( ) 2f x x= − +.� 

���.f'�وعين�دالتها�المشتقة�ℝعلىشتقاققابلة�للا�������fأثبت�أن�الدالة
��

 التزايد��نسبةيمكننا�باستعمال�التعريف�في�البداية�حساب0xعددشتقاق�عند�للا�قابلة��fإذا�كانت�دالة�ما�لمعرفة:طريقة�

��0 0( ) ( )f x h f x

h

+ −
�0xو�0xالمتمايزين�بين�العددينfلدالة�ل�� h+�0ثم�نحسب 0

0

( ) ( )
lim
h

f x h f x

h→

+ −
.��

���:حــل

)��2لدينا� ) 2f x x= − ���.��عرفة�على�مfالدالة�.�+

0.�عدد�حقيقي���0xليكن� 0( ) ( )f x h f x

h

+ −
��0xو�0xبين�العددينfلدالة��تزايد��ا نسبة�هي� h+�0مع�h ≠��

� � ��ومنه�
2 2 2

0 00 0 0
0

( ) 2 ( 2)( ) ( ) 2
2

x h xf x h f x x h h
x h

h h h

 − + + − − ++ − − − = = = − −���

���	��02x−��=��0:���و$	�
0

lim( 2 )
h

x h
→

− −��=0 0

0

( ) ( )
lim
h

f x h f x

h→

+ −��

)��لدينا�و.ℝعلىقابلة�للإشتقاق����fإذن�الدالة )' 2f x x=.����

��

��
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��الدرس

��

��.التفسير�الهندسي�للعدد�المشتق
��
��.�عند�نقطةمماس�لمنحن.��
دالة�معرفة�على�مجالf:تعريف����

f
D0.���منxعدد�من�

f
Dحيثf�0قابلة�للإشتقاق�عند�xو�( )0'f xالعدد���� 

)�ليكن.�0xالمشتق�عند�العدد�     )f
Cامد�إلى�معلم�متع �رسمها�البياني�في�المستوي�المنسوب��( ), ,O i j

� �
     مماس���.�

)المنحنى  )f
C�0عند�النقطة 0( , ( ))A x f xهو�المستقيم�الذي�يشمل��A0توجيهه� �و�معامل�'( )f x�.معادلته�هي����    

 �����������������������������������( )0 0 0'( )( )y f x x x f x= − +���

��
)مماس�ال�� )T�0هو�عبارة�عن�مستقيم�معامل�توجيهه�'( )f x����������������������( )T���( )f

C���

)��إذن�معادلة� )T�0من�الشكل'( )y f x x b= ���0و�النقطة���������������������������������������������������+

�( )0 0, ( )A x f xتنتمي�إلى�( )Tومنه�وبالتعويض����

�0 0 0( ) '( )b f x f x x= )وبالتالي��.�− )0 0 0'( )( )y f x x x f x= − +��

���������������������������������������������������������������������������������������������0� 

��

�����������:�التآلفي�لدالةالتقريب.�
������������( )f

C�������������������������������������( )f
Cالبياني�لدالةملرسهو�ا�fقابلة�للإشتقاق�عند�������������

���( )T���M�������������������0( )f x h+0نقطة���������������xو��( )Tمماس��( )f
Cعند�النقطة�������������

������������������������������������������������������������������������0 0( ; ( ))A x f x�.�0نعوض��محليا�عند�x� 

    �����������E��������������������������0 0( ) '( )f x f x h+الدالة���������fبالدالة�التآلفية��gالممثلة�بالمستقيم�( )T. 

)نعوض�العدد�الحقيقي��أي������������������������������������������������������������������������� )0f x h+بالعدد��� 

������������������������������������������������������������������������( ) ( )0 0'f x f x h+.من�أجل�hقريب�من�� 

)الصفر���������������������������������������������������������������������� ) ( )0 0'f x f x h+يسمى�تقريبا�تآلفيا�للعدد�����������������

                                                     0( )f x                          ��0( )f x h+�.0بوضعx h x+ ����ومن�أجل�=

������������������������������������������������������������������������x�0قريب�منx0فإن� 0 0'( )( ) ( )f x x x f x− +������������������

                   0x h+�����������0xسمى�تقريبا�تآلفيا��لـي������������������������������������( )f x�0بجوارx. 

 ����fللدالة0xأن�أحسن�تقريب�تآلفي�بجوارنقبل�������������������������������������������������������������������������

0هو�الدالة���  0 0'( )( ) ( )x f x x x f x− +֏.��

��

��
��
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��f2:��بـِ�معرفة�على���دالة�( ) 2f x x= − +.����

)ليكن��� )f
Cرسمها�البياني�في�المستوي�المنسوب�إلى�معلم��( ), ,O i j

� �
���������� 

)عين�معادلة�لـِ•� )Tالمنحنى��مماس�( )f
Cعند�النقطة� Aالتي�فاصلتها��.��� ���

��

�����:حــل

)=�−��2xو��من�xنقطةكل�شتقاق�عند�للاقابلة��fالتمرين�المحلول��الأول�رأينا�أن�الدالةفي��• )'f xإذن�الدالة��������؛�

  f� (1)'�و�1شتقاق�عند�العددقابلة�للا 2f = )امل�توجيه�المماس�هو�مع-�2و�بالتالي�− )Tللمنحنى�( )f
Cعند��A��� 

(1) �لدينا   1f = . ���     ���

)���معادلة�للمماس    )T(1)'�:�هي( 1) (1)y f x f= − +.��
)معادلة�للمماس  �أن�����و�نستنتج )T�2هي� 3y x= − +.���

��

����تمرين�محلول�

)2:��بـِ��المعرفة�على���fالدالة��لتكن ) 2 1f x x x= + +.����

)ليكن��� )f
Cالمستوي�المنسوب�إلى�معلم�البياني�في�رسمها���( ), ,O I J���������.� 

)عين�معادلة•� )Tمماس�المنحنى�( )f
Cعند�النقطة� Aالتي�فاصلتها��
.�� 


بجوار�fعين�تقريبا�تآلفيا�للدالة•  ��.� ���

)عين�قيمة�مقربة�للعدد�•   )
2

1.00004��.� �� ���

��:حــل

)�،�و��من�xنقطةكل�قابلة�للإشتقاق�عند���fالدالة1التمرين�المحلولفي��بنفس�الطريقة�المعتمدة�• )' 2 2f x x= +�، 

)'�و�0نقطة�القابلة�للإشتقاق�عند�  �fإذن�الدالة   0 ) 2f )وجيه�المماس�هو�معامل�ت�2و�بالتالي�= )Tللمنحنى�( )f
C�  

0) �لدينا�.�0التي�فاصلتها�نقطةعند�ال    ) 1f )معادلة�للمماس �و�منه = )Tهي�:�'( 0 )( ) (0)y f x f= +.��

)معادلة�للمماس  ��و�نستنتج�أن )T�2هي� 1y x= +.��

)'�هو�0بجوارfتقريب�تآلفي�لـِ•� 0 )( ) (0)f x f+2أي 1x :و�الدالة�.+ 2 1g x x ��.�هي�أحسن�تقريب�تآلفي�لها֏+

�•�51.00004 1 4 10−= + )�و�× )
2

( ) 1f x x= )�و�منه�قيمة�مقربة�للعدد+ )
2

51هي�1.00004 2 4 10−+ × ×��

)�إذن�قيمة�مقربة�للعدد���1.00008أي� )
2

����1.00008هي��1.00004

��

��

��
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��:�المألوفة� �الدوالتقاتمش
f:الدالة�التآلفية:�مبرهنة�� x ax b+֏حيث�aو�bو�دالتها�المشتقة�هي��شتقاق�على��عددان�حقيقيان�،�قابلة�للا�:��

�����������������������������������������������':f x a֏��
��

��:���لدينا��0يختلف�عن�hل�عدد�حقيقي��أجل�كمن�:برهان�

���           0 0 0 0( ) ( ) ( )f x h f x a x h b ax b ah
a

h h h

+ − + + − −
= = =��

�����������0 0

0

( ) ( )
lim
h

f x h f x
a

h→

+ −
��.��و�منه�صحة�المبرهنة=

����:ملاحظة��

1aإذا�كان��*� �0bو�= f:�نستنتج�أن�الدالة= x x֏و�دالتها�المشتقة�هي���قابلة�للاشتقاق�على�:': 1f x֏.���

0aإذا�كان��*� f:��نستنتج�أن�الدالة= x b֏)و�دالتها�المشتقة�هي��شتقاق�علىقابلة�للا)�الثابتةةالدال��:': 0f x֏��

:الدالة�:�مبرهنة��� nf x x֏)��nو�دالتها�المشتقة�هي��قابلة�للإشتقاق�على�)�معدوم���عدد�طبيعي�غير�:��

�����������������������������������������������1': n
f x nx

−
֏��

��
 

1الدالة:3مبرهنة���
:f x

x
[��قابلة�للإشتقاق�على�֏ [و�على∞−0,] [0, + ��:قة�هي��و�دالتها�المشت∞

�����������������������������������������������
2

1
':f x

x
−֏.����

�������������������

f:الدالة�: 4مبرهنة���� x x֏قابلة�للإشتقاق�على��] [0, + �1:�و�دالتها�المشتقة�هي�∞
':

2
f x

x
֏��

���

��

:الدالة��)تقبل�بدون�برهان:(��رهنةمب sinf x x֏و�دالتها�المشتقة�هي���قابلة�للاشتقاق�على��:��

�����������������������������������������������': cosf x x֏��
��

:الدالة��)تقبل�بدون�برهان:(��مبرهنة� cosf x x֏و�دالتها�المشتقة�هي���قابلة�للاشتقاق�على��:��

�����������������������������������������������': sinf x x−֏��
��

��
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�fوgرفتان�على�المجال��دالتان�مع] [, 0− )2:��بـِ∞ )f x x=و��
1

( )g x
x

=�.��

)��ليكن� )f
Cو��( )g

Cالمستوي�المنسوب�إلى�معلم��في�رسميهما�البيانيين���( ), ,O i j
� �

������.���� 

)��عين�المماسات�المشتركة�للمنحنيين� )f
Cو��( )g

C.����

[�قابلتان�للإشتقاق�علىgو�f،�الدالتان2و��1حسب�المبرهنتين�:حــل [, 0− ��:ولدينا.∞

���������������������������'( ) 2f x x=و�
2

1
'( )g x

x
= −.��

�����������( )( )0 0,A x f xنقطة�من( )f
Cو�( )( )1 1,B x g xمننقطة��( )g

C�.��

)������������ليكن� )Tمماس��( )f
Cعند�النقطةAو�( )'Tمماس�( )g

Cعند�النقطة�B.��

)������������معادلة�لـ� )T:�( )( ) ( )0 0 0'y f x x x f x= − ��2أي+
0 02y x x x= −��

)������������معادلة�لـ� )'T:�( ) ( ) ( )1 1 1'y g x x x g x= − �أي+
2
1 1

1 2
y x

x x
= − +���

���������( )Tو�( )'Tمنطبقان�معناه���
0 2

1

2
0

1

1
2

2

x
x

x
x


= −



− =


���

����������0بحل�هذه�الجملة�نحصل�على� 2x = �1و�−

1

2
x = −.���

)����������و�منه�معادلة� )Tو�( )'T:�4 4y x= − −.���

�������������������� ���

����������������������������������������������محلول�تمرين���

]�المعرفة�على�fلدالة�ا   [0, + ):��بـِ�∞ )f x x=.شتقاققابلة�للا����

[�على� [0, + [منxمعرفة�من�أجل�كلf'�و�دالتها�المشتقة�∞ [0, + ∞��

:كما�يلي
1

'( )
2

f x
x

=���

)ليكن�.
عند�fنريد�دراسة�قابلية�إشتقاق� )f
Cالرسم�البياني�لـf���

)لمنسوب�إلى�معلم�متعامد�في�المستوي�ا ), ,O i j
� �

��)أنظر�الشكل�المقابل(�

Mنقطة�من( )f
Cفاصلتها�h�.معامل�توجيه�المستقيم�( )OM��

�هو
( )f h

h
�أي

1

h
�و�عليه�يأخذ�Oمن�النقطة�Mمن�الصفر�اقتربت�النقطةhكلما�اقترب.

1

h
�قيما�كبيرة�أكثر�فأكثر����

)نقر�عندئذ�أن�الوضعية�النهاية�للمستقيم   )OMهي�حامل�محور�التراتيب�.��

)�و�المنحنى�
�غير�قابلة�للإشتقاق�عند�النقطة��fنقول�أن�الدالة� )f
Cيقبل�مماسا�موازيا�لحامل�محور�التراتيب��.��
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 :�المشتقة عمليات�على�الدوال

 �:نيمشتقة�مجموع�دالت�
��

)الدالة.��منDدالتان�قابلتان�للإشتقاق�على�مجال��vوu:مبرهنة� )u v+للإشتقاق�على �قابلةDة�هي�ودالتها�المشتق:�����������������

                                                                   ( ) ' ' 'u v u v+ = +.��

�������������������������������������������������

��:��لدينا�.0ختلف�عن��يhل�عدد�حقيقي��أجل�كمن�:برهان�

��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

        0 0 0 0 0 0( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )u v x h u v x u x h v x h u x v x

h h

+ + − + + + + − −
=��

�������������������������������������������0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )u x h u x v x h v x

h h

+ − + −
= +��

������������������0نضع 0
1

( ) ( )
( )

u x h u x
g h

h

+ −
�0و= 0

2

( ) ( )
( )

v x h v x
g h

h

+ −
=.��

�D�1من�0xلدينا�من�أجل�كل��Dقابلتان�للإشتقاق�على�vو�uبما�أن 0
0

lim ( ) '( )
h

g h u x
→

�2و= 0
0

lim ( ) '( )
h

g h v x
→

=��

�0و�منه 0
0 0

0

( )( ) ( )( )
lim '( ) '( )
h

u v x h u v x
u x v x

h→

+ + − +
= ��.��و�منه�صحة�المبرهنة+

 �:ن�دالتيمشتقة�جداء�

������

)الدالة).��هو�مجال�أو�إتحاد�مجالات�من�D)Dقابلتان�للإشتقاق�على�vوuلتكن�دالتان�:مبرهنة�� . )u vقابلة����������������

)��:�و�دالتها�المشتقة�هي�Dللإشتقاق�على    ). ' '. . 'u v u v u v= +.��

�������������������������������������������������

��:��لدينا�0يختلف�عن�hل�عدد�حقيقي��أجل�كمن�:برهان�

���������������������������������������������0 0 0 0 0 0( . )( ) ( . )( ) ( ). ( ) ( ). ( )u v x h u v x u x h v x h u x v x

h h

+ − + + −
=��

����0 0 0 0 0 0 0 0( ). ( ) ( ). ( ) ( ). ( ) ( ). ( )u x h v x h u x v x v x h u x v x h u x

h

+ + − + + − +
=��

0 0 0 0
0 0

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

u x h u x v x h v x
v x h u x

h h

+ − + −
= + +��

0      ���نضع� 0
1

( ) ( )
( )

u x h u x
g h

h

+ −
0و��= 0

2

( ) ( )
( )

v x h v x
g h

h

+ −
�قابلتان�للاشتقاق��vو�uبما�أن�=

�D�1من0xلدينا�من�أجل�كل�Dعلى 0
0

lim ( ) '( )
h

g h u x
→

�2و= 0
0

lim ( ) '( )
h

g h v x
→

)�و�= ) ( )0 0
0

lim
h

v x h v x
→

+ =�

0ومنه 0
0 0 0 0

0

( . )( ) ( . )( )
lim '( ). ( ) ( ). '( )
h

u v x h u v x
u x v x u x v x

h→

+ −
= ��.�صحة�المبرهنة�إذن+

)الدالة��:حالة�خاصة )uλ��)حيثλقابلة�للإشتقاق�على�)��عدد�حقيقيDو�دالتها�المشتقة�هي���:( ) ' 'u uλ λ=.��
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������تمرين�محلول�
����

[�المعرفة�على���fالدالة�لتكن��� [0,+ 3:��بـِ∞ 1
( )f x x x

x
= + +.� 

���.��fللدالةf'����عين�الدالة�المشتقة�

��

��:حــل

u:3:�حيث�.��wو��u�،�vهي�مجموع�ثلاثة�دوال�fالدالة� x x֏�،��1
:v x

x
w:���و֏ x x֏��������������.�

[هذه�الدوال�الثلاثة�قابلة�للإشتقاق�على  [0,+ '2:�ونعلم�أن��∞ : 3u x x֏،��
2

1
' :v x

x
��1و�֏−

' :
2

w x
x

֏.��

[�قابلة�للإشتقاق�على�fإذن�الدالة� [0,+ 2:����ودالتها�المشتقة�هي�.∞

2

1 1
' : 3

2
f x x

x x
− +֏.���

��

��	���تمرين�محلول�
[�المعرفة�على���fالدالة�لتكن��� [0,+ )3:��بـِ∞ ) ( 1)f x x x x= + +.� 

���.��fللدالةf'ين�الدالة�المشتقة�����ع

��

�����:حــل

:3:�حيث�.���vو��uهي�جداء��دالتين�fالدالة 1u x x x+ +֏�،��:v x x֏.��

[�على�هاتان�الدالتان�قابلتان�للإشتقاق [0,+ '2:�ونعلم�أن��∞ : 3 1u x x +֏،��1
' :

2
v x

x
֏.��

[�قابلة�للإشتقاق�علىfإذن�الدالة [0,+ 2:هيf'ودالتها�المشتقة.∞ 3 1
'( ) (3 1) ( 1)

2
f x x x x x

x

 
= + + + +  

 
.��

������تمرين�محلول
3:��بـِ��المعرفة�على���fالدالة�لتكن��� 2( ) 7 4 3 2f x x x x= − + + −.� 

���.��fللدالةf'����عين�الدالة�المشتقة�

��

�����:حــل

:����������������������حيث�f'و�دالتها�المشتقة��.)تطبيق�المبرهنات�السابقة(�إذن�فهي�قابلة�للإشتقاق�على.�هي�دالة�كثير�حدود�fالدالة
                         2'( ) ( ) (3 ) ( ) (2 ) ( ) (1)7 4 3 0f x x x= × × + ×− + +��
��������������������2'( ) 21 8 3f x x x= − + +������������������������������������

��
��
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��

 ):تابع(�المشتقة� عمليات�على�الدوال

���:مشتقة�مقلوب�دالة��

1الدالة .�Dلا�تنعدم�على�vو���منDشتقاق�على�مجالة�للا�قابلةدال��v:مبرهنة��

v

 
 
 

�ودالتها�Dعلى شتقاقللا �قابلة

�����1:المشتقة�هي� ''

2
v

v v

 
= − 

 
.��

������������������������������������������������

������������������:���������������������������������������������������������������لدينا��0يختلف�عن�hل�عدد�حقيقي��أجل�كمن�:برهان�

      ��      
0 0

0 0

1 11 1
( ) ( )

( ) ( )
x h x

v x h v xv v

h h

       −+ −        +       =��

�����������������������������������������0 0

0 0

( ) ( )

( ). ( ).

v x v x h

v x h v x h

 − +
=  

+ 
��

���������������������0 0

0 0

( ) ( )1

( ). ( )

v x h v x

v x h v x h

+ − 
= − 

+  
       ��

��و�Dمن0xلدينا�من�أجل�كل��Dقابلة�للإشتقاق�على�vبما�أن
( )( )

0 0
0

20
0

1 1
( ) ( )

'( )
lim
h

x h x
v xv v

h v x→

   
+ −   

    = −����

��.صحة�المبرهنة  ومنه

 �:ن�دالتيمشتقة�نسبة���

 .����Dتنعدم�على��لاvو)��هو�مجال�أو�إتحاد�مجالات�من��D)Dقابلتان�للإشتقاق�على�vوuلتكن�دالتان:مبرهنة�

uالدالة    ��   

v

 
 
 

��:�و�دالتها�المشتقة�هي�Dللإشتقاق�على �قابلة
'

2

'. . 'u u v u v

v v

− 
= 

 
��.��

��������������������������������������������

uنلاحظ�أن��:برهان�

v
�1يكتب�

u
v

��.لوب�دالة�و�مبرهنة�مشتقة�جداء�دالتين�نطبق�مبرهنة�مشتقة�مق �و×

:�:مشتقةالدالة ( )f x u ax b+֏��
 

�مجموعة�E.عددان�حقيقيان  �bو�a.���من��Dقابلة�للإشتقاق�على�مجال�u)تقبل�بدون�برهان:(مبرهنة��

�axحيث�xالأعداد�الحقيقية b+ينتمي�إلى�D. الدالة�: ( )f x u ax b+֏على  للإشتقاق �قابلةE دالتها�المشتقة� و

'fهي��:�' : '( )f x au ax b+֏�.حيث�'uمشتقة�الدالة��uعلىD���.��

���������������������������������������������

k:�هي�دالة�مركبة�من�الدالة�fالدالة:ملاحظة x ax b+֏متبوعة�بالدالة�uأي��f u k= �.��
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��طرائق
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������تمرين�محلول�
����

�:��كما�يلي�المعرفة��fالدالة�لتكن���
3 5

( )
2 4

x
f x

x

+
=

−
.���

 �.fعين�مجموعة�تعريف�الدالة�•���

���.��fللدالةf'عين�الدالة�المشتقة�•���
��

��:حــل�

2إذا�و�فقط�إذا�كان��معرفة��fتكون�الدالة•� 4 0x − ≠.���

���2 4 0x − �2xمعناه�= =��

}و�منه���fمجموعة�تعريف�الدالة����fDلتكن� } ] [ ] [2 , 2 2,fD = − = −∞ ∪ + ∞�.��

�uأي���vو��uهي�نسبة�دالتين�fالدالة�•�
f

v
::�حيث�.�= 3 5u x x +֏�،��: 2 4v x x −֏.��

[�كل�من�المجالين�على�و�بالتالي���على��هاتان�الدالتان�قابلتان�للإشتقاق [, [و�∞−2 [2, + ':�نعلم�أن�∞ : 3u x֏،��

' : 2v x֏.��

)����بما�أن� ) 0v x [كل�من�المجالين��قابلة�للإشتقاق�علىfنسبة�دالتين�فإن�الدالة���وحسب�مبرهنة�fDعلى≠ [, 2−∞�

[و [2, + �:�معرفة�بـfِ'المشتقة و�دالته.∞
2 2

3(2 4) 2(3 5) 22
'( )

(2 4) (2 4)

x x
f x

x x

− − + −
= =

− −
��


����تمرين�محلول���
����

,�0على��المعرفة��fالدالة�لتكن���
2

π 
  

�:��كما�يلي
sin

( ) tan
cos

x
f x x

x
= =.���

 

���.��fللدالةf'عين�الدالة�المشتقة�•���
��

��:حــل�

,0على�معرفة��fالدالة•�
2

π 
  

cosلأن�على�هذا�المجال� 0x ≠.���

�uأي���vو��uهي�نسبة�دالتين�fالدالة����
f

v
::�حيث�.�= sinu x x֏�،��: cosv x x֏.��

,0و�بالتالي�على���على�هاتان�الدالتان�قابلتان�للإشتقاق
2

π 
  

':�ونعلم�أن�� : cosu x x֏،��' : sinv x x−֏.��

)����بما�أن� ) 0v x ,�0على≠
2

π 
  

,�0قابلة�للإشتقاق�علىfنسبة�دالتين�فإن�الدالة���وحسب�مبرهنة
2

π 
  

.��

���:�معرفة�بـ�f'المشتقة  �دالتها

��������������������2

2 2

cos cos sin ( sin ) 1
'( ) 1 tan

cos cos

x x x x
f x x

x x

× − × −
= = = +��
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 :جدول�ملخص�
��

��

��f'الدالة�المشتقة���قابلية�الإشتقاقمجالات��fالدالة

x a֏�����0x ֏��

x a x b+֏�����x a֏��

2x x֏�����2x x֏��

)n ∈ℕ(n
x x֏�����

1nx n x −
֏��

1
x

x
֏��] [�و∞−0,] [0,+ ∞��

2

1
x

x
−֏��

)n ∈ℕ(1
n

x
x

֏��] [�و∞−0,] [0,+ ∞��
1n

n
x

x
+

−֏��

x x֏��] [0,+ ∞��1

2
x

x
֏��

sinx x֏�����cosx x֏��

cosx x֏�����sinx x−֏��

u v+��' 'u v+��

.u v��'. . 'u v u v+��

( )λ ∈�uλ��'uλ��

1

u
��

2

'u

u
−��

u

v
��

2

' 'u v uv

v

−��

( )x u ax b+֏��

��

��

��

��ن�الاعتباريجب�أخذ�شروط�كل�دالة�بعي

'( )x au ax b+֏��

������

��
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�� 

)�:��كما�يلي�المعرفة���fالدالةلتكن � � ) 2 6f x x= −.� 

���.fعين�مجموعة�تعريف�الدالة�•   
 

���.��fللدالةf'عين�الدالة�المشتقة�•��
��

��:حــل�

2إذا�كان��إذا�وفقطرفة��مع�fتكون�الدالة•� 6 0x − ≥.���

���2 6 0x − �3xمعناه�≤ ≥��

]�و�منه���fمجموعة�تعريف�الدالة����fDلتكن� [3,fD = + ∞.��

:�هي�مركبة�من�الدالة�fالدالة�•� 2 6v x x u:�تتبعها�الدالة֏− x x֏.���

'��و�نعلم�أن���قابلة�للإشتقاق�على�����vالدالة : 2v x֏.��

[�قابلة�للإشتقاق�على�uالدالة���� [0, + ��1و�نعلم�أن�∞
' :

2
v x

x
֏.��

[�موجبة�تماما�على����vالدالة [3,+ [شتقاق�على�قابلة�للإfإذن�الدالة�.�∞ [3,+ ∞����

)����وتطبيقا�لمبرهنة�مشتقة�الدالة� )x u ax b+֏1:�نجد�أن�
'( ) 2

2 2 6
f x

x
= ×

−
���

�������������������������������������������������������������������1

2 6x
=

−
��

��

�������تمرين�محلول�
�� 

)�:��كما�يلي��علىالمعرفة���fالدالةلتكن � � ) cos( 4 3)f x x= − +.���
 

���.��fللدالةf'عين�الدالة�المشتقة�•��
��

��:حــل�

:�هي�مركبة�من�الدالة�fالدالة�•� 4 3v x x− :�تتبعها�الدالة֏+ cosu x x֏.���

'��و�نعلم�أن���قابلة�للإشتقاق�على�����vالدالة : 4v x −֏.��
'��و�نعلم�أن���قابلة�للإشتقاق�على�uالدالة���� : sinv x x−֏.��

:�هي�مركبة�من�الدالة�fالدالة��� 4 3v x x− :�تتبعها�الدالة֏+ cosu x x֏الدالة���fقابلة��للإشتقاق�على����.���

)����وتطبيقا�لمبرهنة�مشتقة�الدالة� )x u ax b+֏نجد�أن��:[ ]'( ) ( 4) sin( 4 3)f x x= − × − − +���

�������������������������������������������������������������������4sin( 4 3)x= − +��
��



 	�

� 

��

��أعمال�موجهة
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��.كيفية�إنشاء�مماس�لقطع�مكافئ�و�لقطع�زائد 
��.مماس�لقطع�مكافئ�:�مسألة

)����������المستوي�منسوب�إلى�معلم�متعامد�ومتجانس )0; ,i j
� �

)ليكن.� )Pالمكافئ�الممثل�للدالة��لقطع�:��

���������21
:f x x

k
)�النقطة�منAلتكن�.��عدد�حقيقي�غير�معدوم�kحيث��֏ )Pالتي�فاصلتها��a)�0a ≠�.(���

)�معادلة�للمماس�aعين�بدلالة�•��������� )Tللمنحنى�( )Pعند�النقطة��A���.�������������

)�نقطة�تقاطع��المماس�يعين�إحداثيت•��������� )Tمع�محور�الفواصل���.��

)استنتج�إنشاء�بسيطا�للمماس�•��������� )T�.��

���

)�المستوي�منسوب�إلى�معلم�متعامد�ومتجانس:تطبيق )0; ,i j
� �

)ليكن��. )Pللدالة�ل�ممثالمكافئ�ال��القطع:��

���������2: 3f x x−֏�.��

)أنشئ�•��������� )P.���

)�أنشئ�المماس�•��������� )1Tللمنحنى�( )Pعند�النقطة��Aالتي�فاصلتها���.���

)�أنشئ�المماس�•��������� )2Tللمنحنى�( )Pعند�النقطة��B�2التي�فاصلتها�−.���

)لمماس�ا�أنشئ�•��������� )3Tللمنحنى�( )Pعند�النقطة��Cالتي�فاصلتها��
1

3
−.���

������������

��.مماس�لقطع�زائد�:�مسألة

)����������المستوي�منسوب�إلى�معلم�متعامد�ومتجانس )0; ,i j
� �

)�ليكن )Hالزائد�الممثل�للدالة���القطع:��

���������
1

:f x
x

)�نقطة�منMلتكن��.�֏ )Hفاصلتها���a)�0a ≠�.(���

��.fعين�مجموعة�تعريف�الدالة•���������

)�معادلة�للمماس�aعين�بدلالة�•��������� )Tللمنحنى�( )Hعند�النقطة��M���.���������������������������

)�نقطتي�تقاطع��المماس�يعين�إحداثيت•��������� )Tلتكن�.��مع�محوري�المعلم�Aو��Bهاتين�النقطتين�.��

]�منتصف�للقطعة�Mتأكد�أن�•��������� ]AB.���

)استنتج�إنشاء�بسيطا�للمماس�•��������� )T.��

)أنشئ•��������� )H���.��

)�أنشئ�المماس�•�������� )1Tللمنحنى�( )Hعند�النقطة��R�1التي�فاصلتها−.���

)�أنشئ�المماس�•��������� )2Tللمنحنى�( )Hعند�النقطة��N�3التي�فاصلتها−.��

)�أنشئ�المماس�•��������� )3Tللمنحنى�( )Hالنقطة��عند�Pالتي�فاصلتها��
1

2
−.���

��
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تقريبات�تآلفية�مألوفة�عند �: 

 
��:�فإن�aدالة�قابلة�للاشتقاق�عند�عدد�fإذا�كانت:تذكير

������������( ) ( ) ( ) ( )f x f a f a x a′+ × ���aقريب�من���xمن�أجل�⋍−

)���������������أو� ) ( ) ( )f a h f a f a h′+ ≈ + )���0قريب�من��hمن�أجل�× )x a h= +��

��

 :دول�التاليأنقل�ثم�أكمل�ملئ�الج .1

��

sin x��cosx��( )
2

1

1 x+
��1

1 x+
��1 x+��( )

3
1 x+��( )

2
1 x+��( )f x =��

��1����������1 2x+��
التقريب�
��0التآلفي�عند

 

 :�أحسب�قيمة�مقربة�لكل�من�الأعداد�التاليةباستعمال�التقريب�التآلفي�المناسب .2

1

1,003
�،

1

0,98
�،( )

3
1,003�،( )

3
0.98�،( )

2
1,002،�( )

2
0,99�،1,004�،0,99��

( )
2

1

1.01
�،

( )
2

1

0.99
.��

��:تطبيق
[�المعرفة�على�المجال�fالدالةنعتبر� [1,− ��:�بـِ∞+

����������������������������( )
1

1
f x

x
=

+
)������و�ليكن� )fCتمثيلها�البياني�في�معلم�( ); ,O i j

� ��
.��

)عين�المعادلة�المختصرة�لـِ� � )�مماس�المنحني∆( )fC�0عند�النقطة�ذات�الفاصلة��. 

)�الدالة�التي�تمثيلها�البيانيgلتكن� � عين،�باستعمال�الآلة�الحاسبة�البيانية،�مجالا�محتوى�في�.�∆(

المجال
1 1

;
2 2

 
−  

):��يكون�فيه ) ( ) 310f x g x
−− ≤. 

�منxبين�أنه�من�أجل�كل� �
1 1

;
2 2

 
−  

):��لدينا ) 21
0 1 2

1
x x

x
≤ − − ≤

+
���( )1 

)عين،�باستعمال�العلاقة� � �،�،�مجالا�محتوى�في�المجال1(
1 1

;
2 2

 
−  

 :��يكون�فيه

�����������������������������( ) ( ) 210f x g x
−− ≤.��
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��مسائل�محلولة

��
��.��الهدف�من�هذه�المسألة�هو�البحث�عن�مماسين�متعامدين�لقطع�مكافئ�

)��المستوي�منسوب�إلى�معلم�متعامد�ومتجانس� ); ,O i j
� �

���ℝالمعرفة�على�fلتكن�الدالة�.

��21حيث�أن�
( )

2
f x x=و�ليكن��)fC�(رسمها�البياني�في�المعلم( ); ,O i j

� �
.��

)�من�المستوي�التي�منها�يمكن�إنشاء�مماسين�للمنحنى��Mأوجد�مجموعة�النقط� )fCمتعامدين�.��

��

)�من�المستوي�منها�يمكن�رسم��������������Mنفرض�وجود�نقطة )fC������������������������������������( )T��

)مماسين�للمنحنى )fCمتعامدين�ونضع( )0 0,M x y��

)كن��لي )Tأحد�المماسين�المتعامدين�ولتكن�النقطة�P���

)،�ليكن�Pفاصلة�aنقطة�التماس�،�نضع )'Tالمماس������������( )'T����������������

���������������������������bنقطة�التماس�،�نضع��Qالثاني�ولتكن�النقطة�

��).�غير�معدومين�عددين�حقيقيين�bو�Q)�.aفاصلة

��f'ودالتها�المشتقة��ℝشتقاق�على�قابلة�للا�fالدالة�

):�معرفة�كما�يلي� )'f x x=.��

)�المماس� )T21:��معادلته

2
y ax a= −�.���

)�المماس )'T21:معادلته

2
y bx b= )�تنتمي�إلىMالنقطة�.− )T2ومنه�

0 0

1

2
y a x a= 2أي−

0 02 2 0a ax y− + =.��

)�تنتمي�إلى��Mالنقطة )'T�2ومنه
0 0

1

2
y b x b= ��2أي��−

0 02 2 0b bx y− + =.����

)أن��بما )Tو��( )'T�1أي�-�1متعامدين�فإن�جداء�معاملي�توجيههما�يساوي�a b× = −.���

�من�الجملة�

2
0 0

2
0 0

2 2 0

2 2 0

1

a ax y

b bx y

a b

− + =


− + = 
× = − 

�نستنتج��

2
0 0

2
0 0

2 2 0

2 2 0

1

ba abx by

ab abx ay

a b

− + =


− + = 
× = − 

��0و�منه��

1

2
y = −��

)�تنتمي�إلى�المستقيم�Mإذن�النقطة� �1الذي�معادلته�∆(

2
y = −.��

0نقطة��لتكن:المسألة�العكسية�

1
,

2
M x
 

− 
 

)تنتمي�إلى�المستقيم� �1الذي�معادلته∆(

2
y = )ليكن�.− )Tالمماس�لـ�( )fC��

)�،�معادلة�لـ�Mو�يشمل�النقطة�aعند�نقطة�التماس�التي�فاصلتها� )T
21

2
y ax a= −�.��

)�تنتمي�إلىMالنقطة )T2ومنه�
0

1 1

2 2
a x a− = �2ومنه−

02 1 0a ax− − ��)aمعادلة�من�الدرجة�الثانية�ذات�المجهول(=

�2المميز�
0 1x ���،�من�جهة�أخرى�جداء�الحلينMو�منه�المعادلة�تقبل�حلين�وبالتالي�يوجد�مماسان�يشملان.��موجب�تماما�+

��.�ومنه�المماسان�متعامدان�لأن�الحلين�هما�معاملي�توجيه�المماسين�-�1يساوي�

�1هي�المستقيم�الذي�معادلته�Mقط��إذن�مجموعة�الن

2
y = −.���

P

a 0 1

1
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y
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b
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��مسائل�محلولة

��
��
)المستوي�منسوب�إلى�معلم�متعامد�و�متجانس�� ); ;O i j

� �
.fدالة�معرفة�على�المجال��[ ��:ي�كما�يل0,2[

�������������2( ) 4f x x= −�.�( )fCانظر�الشكل(�رسمها�البياني�(��

 

 �،�للمماس�عند�النقطة�
للمماس�عند�النقطة�التي�فاصلتها:ماذا�تخمن�بالنسبة� )�

 .لوجود�محور�تناظر�و������التي�فاصلتها

]قابلة�للاشتقاق�على��fأثبت�أن�الدالة� )� [0;2�.���

)�تأكد�أن� • )f xتكتب�على�الشكل��( ) 2 2f x x x= − × + 

]�على�المجال��fمشتقة�f'��ثم�عين [0;2��

)س�لـاكتب�معادلة�المما • )fCعند�النقطة�التي�فاصلتها��
.� 

xعلما�أن�الدالة� )� x֏غير�قابلة�للاشتقاق�عند��
)�،عين�المماس�لـ� )fCعند�النقطة�التي�فاصلتها���.��

)�نقطة�كيفية�من�Mلتكن� )� )fCفاصلتهاx،�( )Dالمستقيم�ذو�المعادلة��y x=.نسمي�'Mنقطة��� 

)����من� )fCترتيبهاx.عين�احداثيي�Mو��'M.� 

)أثبت�أن� )Dمحور�القطعة��[ ]'MMو�استنتج�أن��( )Dمحور�تناظر�للمنحني��( )fC.���

��

��

��التخمين�)����1
 .�يوازي�محور�التراتيب�،�المنصف�الأول�محور�تناظر2حور�الفواصل�،�المماس�عند��يوازي�م0المماس�عند •

:�2حيث��vوuنعتبر�)�2 4u x x−֏شتقاق�على�قابلة�للاℝو���:v x x֏شتقاق�على�لا�قابلة�ل] [0;+∞���

fلدينا u=شتقاق�على��قابلة�للا[ �24لأن2;0] 0x− ]�من�المجال��xمن�أجل�كل�< [0;2���

• 24 (2 )(2 )x x x− = − +� 

]����في�المجال� �2يكون�2;0] 0x− �2و�< 0x+ >� 

)���ومنه� ) 2 2f x x x= − × +��

)'حساب� • )f x:���������
2

'( )
4

x
f x

x

−
=

−
� 

)المماس�لـ�)�3 )fCيوازي�محور�التراتيب�2عند�النقطة�التي�فاصلتها���.��

4�(( )2; 4M x x−�،�'( '; )M x x����

)�:�x'حساب� ')f x x=�24و�منه� 'x x− '�2و�منه�= 4x x= )�،إذن�− )2' 4 ;M x x−��

)�متساوي�الساقين�إذن�OMM'المثلث� • )Dمحور�القطعة��[ ]'MM���

)المنحني�:�������النتيجة� )fCيقبل�المستقيم��( )Dكمحور�تناظر�. 
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� �� �مال�تطبيقيةأع� �� ���
��

 �بمجدول)Euler(طريقة�أولر� 

]�تسمح�طريقة�أولر�من�إنشاء�تمثيل�بياني�تقريبي�لدالة�عبارتها�ضمنية�و�قابلة�للاشتقاق�على�مجال:تقديم ];a bبمعرفة��

)دالتها�المشتقة�و )f aصورة�العدد�aاسطة�الدالة�بوf�.ترتكز�هذه�الطريقة�على�التقريب�التآلفي�للدالة.��

):��بحيث�ℝالمعرفة�و�القابلة�للاشتقاق�علىfنعتبر�الدالة:�دراسة�مثال ) 2

1

1
f x

x
′ =

+
)���و��� )0 0f =��

)نريد�تعيين�قيمة�مقربة�لـِ� )1fثم�إنشاء�تمثيل�بياني�تقريبي�للدالة�fعلى�المجال�[ ]0;1.��

):��فإن�0قريبا�من�hنعلم�أنه�إذا�كان ) ( ) ( )f a h f a hf a′+ ≈ ��.�الخطوة�hهنايمثل.�+

)�ننشئ�متتالية�فواصل�bإلى�aتسمح�بالذهاب�منhبعد�اختيار�خطوة )kxو�متتالية�تراتيب�( )kyمقربة��و�هي�قيم�

)للأعداد )kf xعلى�النحو�التلي�:��

:��حدا�نأخذ�الخطوةnللحصول�على
b a

h
n

−
��:�ثم�نضع=

ky��kx��
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( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

0
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2 2 1 1

1 1

...

n n n n

f a y

f x y y hf x

f x y y hf x

f b f x y y hf x− −
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≃
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��
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1 0
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n n

x a

x x h a h

x x h a h

x x h a nh b−

=

= + = +

= + = +

= + = + =

��

0.01hبأخذ�� )اقرأ�قيمة.��أنجز�ورقة�الحساب�الموالية�= )1f�102في�الخليةالمحصل�عليها�C. 
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� �أعمال�تطبيقية� ���

��

 استعمال�الالة�الحاسبة�البيانية�لحساب�العدد�المشتق�و�رسم�المماس 

��
 aحساب�العدد�المشتق�عند .�

��.�8ثم�نختار��نضغط�على�اللمسة����������Ti83 plusبالنسبة�للآلة�الحاسبة�

������:��ِـ�ثم�نصادق��aنحجز�على�الترتيب�عبارة�الدالة،�المتغير�و�العدد ���
��

):��المعرفة�بـfِنعتبر�الدالة:�مثال ) 2 2 3f x x x= + −���

�3aعند�fالعدد�المشتق�للدالة = ��.−�4هو�−

��

):�المعرفة�بـgِاحسب�العدد�المشتق�للدالة:�تطبيق ) 2

2 1

1

x
g x

x

−
=

+
��.علق�على�النتيجة.��0عند�العدد�

��

 رسم�مماس�منحن�عند�نقطة�منه .�

 انطلاقا�من�حجز�عبارة�الدالة •

���نضغط�على�اللمسة������������ثم�اللمسةTi83 plusبالنسبة�للآلة�الحاسبة�
�� .�الترتيب�عبارة�الدالة�وفاصلة�النقطة�ثم�نصادقىنحجز�عل.��5و�نختار�            

��

):��المعرفة�بـ�fِالدالةنعتبر:�مثال ) 2 2 3f x x x= + −���

)نمثل�على�شاشة�الآلة�الحاسبة�المماس�عند�النقطة�ذات�الفاصلة )2−���

��gمثل�على�شاشة�الآلة�الحاسبة�البيانية�مماس�المنحني�الممثل�للدالة:�تطبيق

):��المعرفة�بـِ ) 3 21
3 1

3
g x x x x= − − ��.1عند�النقطة�ذات�الفاصلة��+

��انطلاقا�من�التمثيل�البياني�للدالة •


�	ا�(ا�)�بعد�تمثيل���و�Ti83 plusبالنسبة�للآلة�الحاسبة�	�$ 

��نضغط�على�اللمسة������������ثم�اللمسة
���فاصلة�بواسطة�الزالق�نحدد�النقطة�كما�يمكننا�حجز.�5و�نختار�

��.��النقطة�و�المصادقة�عليها�باللمسة����������

���المعرفة�في�fمثلنا�على�شاشة�الآلة�الحاسبة�مماس�المنحني�الممثل�للدالة:مثال

)المثالين�السابقين�عند�النقطة�ذات�الفاصلة ��ةنلاحظ�أن�المعادلة�المختصر.�−2(

��.س�تظهر�على�الشاشة�للمما

��.�1لمحو�المماسات�الممثلة�على�الشاشة�نضغط�على�اللمسة������������ثم�اللمسة�����������ثم�نختار:ملاحظة
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��الاشتـقـاقـيـة
��.�من�������إلى���������ينسب�المستوي�إلى�معلم�

���أ��
	�أم���ـ�
�0hمن�أجل ��:�المعرفة�بـ�f�ِنسبة�تزايد�الدالة≠

2( ) 1f x x= �3hو�3،�بين�+ ��6hهي�+ +.���
�فإن�−�1تقبل�الاشتقاق�من�أجلfإذا�كانت�الدالة

):��المشتق�هو�عددها 1) ( 1)f h f

h

− − −��

�تحقق�من�أجل�كل�عدد�حقيقي�fإذا�كانت�الدالة

h�،�2(1غير�معدوم ) (1)
2 3 4

f h f
h h

h

+ −
= − −�

'فإن� (1) 4f = −��
)إذا�كان� 2) 0f − '�و= ( 2) 2f − �فإن�=

0

( 2)
lim 2
h

f h

h→

−
=��

fالدالة�المعرفة�على�ℝ�ِ3:��بـ( )f x x=.���

0hمن�أجل� ≠�،�
0

( 2 ) ( 2)
lim 8
h

f h f

h→

− + − −
= −.���

'�يحققfإذا�كان�العدد�المشتق�للدالة (3) 1f =��

فإن�
0

(3 ) (3)
lim 1
h

f h f

h→

+ −
=.���

3yإذا�كانت� ��fهي�معادلة�لمماس�منحني�الدالة=
0)عند�النقطة ; 3)Aفإن���' (0) 3f =.���

fالدالة�المعرفة�على�ℝ�ِ2:��بـ( )f x x x= −��
�في�معلم�عند�fمعادلة�المماس�للمنحنىالممثل�للدالة

2)النقطة� ; 2)A��3هي� 1y x= +.���
(1)�تحققfةإذا�كانت�دال 2f = '�و− (1) 1f = −�

1yفإن� x= − �هي�معادلة�لمماس�منحنها�عند�النقطة�−
���.1ذات�الفاصلة�

�عند�النقطة�ذات�fإذا�كان�مماس�منحني�الدالة

�،�موازيا�للمستقيم�ذي�المعادلة−2الفاصلة
2

x
y =�

'فإن ( 2) 4f − =.���
�عند�لنقطة�fإذا�كان�مماس�منحني�الدالة

(2 ; 1)ω 0)�،�يشمل�− ; 0)O�1فإن�
' (2)

2
f = −.���

�1الدالتان�
x

x
�2و�֏ 1x

x
x

+
�لهما�نفس�الدالة�֏

∗المشتقة�على�
ℝ.���

��

��

��

��أ���������دة�ا���
�رات
 .من�بين�الأجوبة�المقترحة�اختر�الجواب�الصحيح

fفة�على�الدالة�المعرℝ�ِ2:��بـ( ) 3f x x= −.���

' (1) 0f =������' (1) 3f = −������' (1) 2f =��
fالدالة�المعرفة�على�ℝ�ِ2:��بـ( ) ( 1)f x x= −��

hعدد�حقيقي�غير�معدوم�.��
2(2 ) (2)

1
f h f

h h
h

+ −
= + −��

(2 ) (2)
2

f h f
h

h

+ −
= +��

(2 ) (2)f h f
h

h

+ −
= −��

f(1)�دالة�حيث 1f = �و−
0

(1 ) 1
lim 2
h

f h

h→

+ +
=��

'��������.�1تقبل�الاشتقاق�عند����fالدالة (1) 3f =.���

���.�1غير�معرفة�عند�������������fالدالة

fالدالة�المعرفة�على�{ }1−ℝ�ِبـ���:
1

( )
1

f x
x

=
−

'العدد��.���� (2)fهو��:��

��.�؛�����������غير�موجودة�−�1؛���������������0

f0]�الدالة�المعرفة�على ; [+ ):�بـِ�∞ )f x x=���

' (0) 1f =����' (0)fغير�معرف�����' (0) 1f = −��

       f(0):�حيث��دالة 1f '�و= (0) 3f =.��
�A(1;0)�عند�النقطةfمعادلة�مماس�المنحني�للدالة

3:����هي 1y x= �3y؛����+ x=�3؛����� 3y x= +��

2 3y x= �عند��fهي�معادلة�مماس�منحني�الدالة−

;1)النقطة 1)A 'العدد��.�− (1)f6�����2�����0:���هو�.���
fالدالة�المعرفة�على�ℝ�ِ2:���بـ( )f x x x= +��

 :���بـ�ℝ�ِالمعرفة�على�fللدالةf'الدالة�المشتقة

�' ( ) 2f x x=��' ( ) 2 1f x x= +��' ( ) 2 1f x x= −��
( )

f
Cالمنحني�الممثل�لدالة�f����

]المعرفة�على 3 ;2]−.���

'المعادلة ( ) 0f x ��قبل�حلا�واحدا�ت=

' ( 1) 0f − =.���
]�من�xمن�أجل�كل 1;2]−�:�' ( ) 0f x ≥.� 
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��تمارين�تطبيقـية
 ����ا���������f� !aا���د�ا

في���aعند�القيمة�fمشتق�للدالة�أحسب�العدد�ال

��،��:�������التمرينين���

1( 2:f x x֏�0؛�a =��. 

2( : 3 5f x x− ��3a؛�֏+ =.� 

3( 2: 3 4f x x ����2a؛֏+ = − 

1( 
1

:f x
x

−֏،��1a = − 

2( 
3

:f x
x

֏،��1a = 

3( 
1

:
2

f x
x

֏،��3a = − 

4( : 2f x x֏،��4a = 

5( : 3f x x−֏��،��1a = − 

6( : 3f x x−֏��،��1

4
a =��

:��بـ�ℝ�ِالمعرفة�علىfلتكن�الدالة

( ) 4 6f x x= ��.�عدد�حقيقي�غير�معدوم��hوليكن−
�1و−�1بين�العددينfعين�نسبة�تزايد�الدالة )1 h− +.���

��،−�1تقبل�الاشتقاق�من�أجلfاستنتج�أن�الدالة )2

)ينوع 1)'f −.���

 �؟�0تقبل�الاشتقاق�من�أجل�fهل�الدالة )3

)�3:�بـ�ℝ�ِالمعرفة�علىfلتكن�الدالة )f x x=.���

���:hبرهن�أنه�من�أجل�كل�عدد�حقيقي�غير�معدوم )1
3

2(2 ) 8
6 12

h
h h

h

+ −
= + +��

��،�2تقبل�الاشتقاق�عند�القيمةfاستنتج�أن�الدالة )2

 �.f'(2)وعين

��:�بـ�ℝ�ِالمعرفة�علىfلتكن�الدالة
3 2( ) 6 4 2f x x x x= − + −��

 �عدد��حقيقي�غير�معدوم�،�أحسب�hليكن� )1

(2 ) (2)f h f+ −��
�؛�ما�هي��2تقبل�الاشتقاق�عند�fبين�أن�الدالة )2

 �؟f(2)'قيمة

��

��

��
�:�بـ�ℝ�ِالمعرفة�علىfلتكن�الدالة

21
( ) 1

2
f x x= − +.���

��،�2تقبل�الاشتقاق�عندfبرهن�أن�الدالة

���.f'(2)وعين

:��بـ�ℝ�ِالمعرفة�علىfلتكن�الدالة
2( ) 3f x x x= �تقبل�الاشتقاق�fبين�أن�الدالة�.�−

)�وعين�−1عند 1)'f −.���
:2بين�أن�الدالة 5 3f x x x− �المعرفة�على�֏+

ℝددها�المشتق��و�أحسب�ع�3،�تقبل�الاشتقاق�عند��.��

4بين�أن�الدالة
:f x

x

−
∗�المعرفة�على�֏

ℝ�،�

��.���و�أحسب�عددها�المشتق�−2تقبل�الاشتقاق�عند

}�المعرفة�علىfلتكن�الدالة }1− −ℝ�ِبـ�:��
1

( )
1

f x
x

=
+

.���

�وعين�العدد��،�2تقبل�الاشتقاق�عندfبرهن�أن�الدالة

���.2عند�fالمشتق�للدالة

}�المعرفة�علىfلتكن�الدالة }1− −ℝِبـ�:���
1

( ) 3
1

f x
x

= +
+

.���

�وعين�العدد��،�2تقبل�الاشتقاق�عندfبرهن�أن�الدالة

���.2عند�fالمشتق�للدالة

}�المعرفة�علىfلتكن�الدالة }2−ℝ�ِبـ�:���

( )
2

x
f x

x
=

−
.���

�وعين��،�3تقبل�الاشتقاق�عندfبرهن�أن�الدالة )1

���.f'(3)العدد�
 �.f(5)'أحسب� )2

1أحسب� )3
'

2
f
 

− 
 

.� 

)أحسب� )4 )' 3f.� 

 �.f(0)'أحسب� )5
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��الاشتـقـاقـيـة�����������
}�المعرفة�علىfلتكن�الدالة }2−ℝ�ِبـ�:���

( ) 1
2

x
f x

x
= −

−
.���

�وعين��،�3من�أجل�تقبل�الاشتقاقfبرهن�أن�الدالة
���.f'(3)العدد�

]�المعرفة�علىfلتكن�الدالة [3 ;− + ���:�بـِ�∞

( ) 3f x x= +.���
�:�حيث�hبين�أنه�من�أجل�كل�عدد�حقيقي�غير�معدوم )1

4h > 1):��لدينا�− ) (1) 4 2f h f h

h h

+ − + −
=.���

1):�بين�أن� )2 ) (1) 1

4 2

f h f

h h

+ −
=

+ +
��

��،�1تقبل�الاشتقاق�عند�القيمةfاستنتج�أن�الدالة )3
 �.f'(1)وعين

]�المعرفة�علىfلتكن�الدالة [2 ; + ���:�بـِ�∞

( ) 2f x x= −.���
�وعين��،�7تقبل�الاشتقاق�من�أجلfبرهن�أن�الدالة

���.f'(7)العدد�
[�المعرفة�علىfلتكن�الدالة ]; ���:�بـِ�∞−1

( ) 1f x x= −.���
�وعين��،−�3تقبل�الاشتقاق�من�أجلfبرهن�أن�الدالة

)العدد� 3)'f −.���
)د�المشتقاستعمل�التعريف�لحساب�العد )'f a��

��:�في�كل�حالة�من�الحالات�المقترحة�التالية�fللدالة
1�(( ) 2 7f x x= −���3وa �2a؛�ثم�= = − 

2�(( ) 3 1f x x= − −���1وa �2a؛�ثم�= = − 

3�(2( ) 3f x x= −���1وa = −.� 

4�(3( ) 1f x x= +���0وa =.� 

5�(2 1
( )

2
f x x x= +���2وa =.� 

)يف�لحساب�العدد�المشتقاستعمل�التعر )'f a��
 :�في�كل�حالة�من�الحالات�المقترحة�التالية�fللدالة

1( 
2

( )f x
x

=���2وa = −.� 

2( 
1

( )
2

f x
x

−
=���1و

2
a =.� 

��

��

3( 
3

( )
1

f x
x

=
+

���3وa = −.���

4( 
2

( )
x

f x
x

+
=���2وa = �3a؛�ثم�− = 

5( 
2

( )
3

x
f x

x

+
=

−
���2وa �3a؛�ثم�= = − 

)ريف�لحساب�العدد�المشتقاستعمل�التع )'f a��
 :�في�كل�حالة�من�الحالات�المقترحة�التالية�fللدالة

1( ( ) 3f x x= −���4وa =.� 

2( ( ) 2 5f x x= +���2وa =.� 

3( ( ) 1f x x= −���2وa = −.� 

4( ( ) 3 2f x x= −���11وa = −.� 

5( ( )f x x= −���4وa = −.� 

����ا�"#�$��ا��)'&%�ا
−−−

f� !
−−−
a��

في�كل�حالة�من�الحالات�المقترحة�أدناه�،�أحسب�

( )f a h+بدلالة�العدد�الحقيقي�hثم�استنتج�العدد��،�

���.�aمن�أجلfالمشتق�للدالة
1( 2: 2f x x �6a؛�֏+ �0aثم�= =.� 

2( 2: 1f x x x+ �2a؛�֏− �1ثم�=

2
a = −.� 

3( 2: 3 6 5f x x x− + �1a؛�֏− �0aثم�= =. 

4( 3: 2 5f x x x+ �0a؛�֏− �2aثم�= =. 

5( 3 2: 3 2f x x x− �1a؛�֏+ = �2aثم�− =.��
2:f x x֏الدالة�المعرفة�على�ℝ.��

���.�3من�أجل�القيمة�fالةأحسب�العدد�المشتق�للد )1
3)استنتج�أحسن�تقريب�تآلفي�للعدد )2 )f h+من�أجل��

|القيم�الصغيرة�للعدد |h.���
2: 2f x x ��.�ℝالدالة�المعرفة�على֏+

���.−�1من�أجل�القيمةfللدالةأحسب�العدد�المشتق� )1
)استنتج�أحسن�تقريب�تآلفي�للعدد )2 1)f h �من�أجل�−

|القيم�الصغيرة�للعدد |h.���

2)2عين�أحسن�تقريب�تآلفي�للعدد )1 )h+عندما��

���.�0إلى�hينتهي
 :عين�قيمة�تقريبية�لكل�من�الأعداد� )2
���.(2,001)���2؛(1,98)��2؛��(2,04)2
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��تمارين�تطبيقـية

1عين�أحسن�تقريب�تآلفي�للعدد )1

3 h+
�عندما�

���.�0إلى�hيؤول
باستعمال�هذا�التقريب�جد�قيمة�تقريبية�لكل�من� )2

1:���الأعداد�

3,02
��1؛��

2,99
���1؛

3,1
.���

1)3جد�أحسن�تقريب�تآلفي�للعبارة )1 )h+لما��h�
���.0يقترب�من�

 :استنتج�قيمة�مقربة�لكل�من�العددين� )2

���.(0,96)��3؛��(1,04)���3
5جد�أحسن�تقريب�تآلفي�للعبارة )1 h+عندما��

���.�0إلى�hينتهي
 �:استنتج�قيمة�مقربة�لكل�من�الأعداد )2

���.��4,83؛����4,97؛�����5,01
fتقبل�الاشتقاق�عند�كل�قيمة�aمن�المجموعة�ℝ�

(2):حيث�أن� 3f =،�(2) 4'f (2,1)�و= 2'f =��
�،�عين��2عند�fباستعمال�أحسن�تقريب�تآلفي�للدالة )1

���.f(2,1)قيمة�مقربة�للعدد
�،��2,1عندfباستعمال�أحسن�تقريب�تآلفي�للدالة )2

���.f(2,2)عين�قيمة�مقربة�للعدد

�����د���ا����س
�ينسب�المستوي�إلى��57إلى�49في�التمارين�من�

)معلم�متعامد�ومتجانس� ; ; )O i j
� �

.� 

fدالة�قابلة�للاشتقاق�على�ℝو�،�Aنقطة�من��
)منحنيها )C.���

في�كل�حالة�من�الحالات�الآتية�،�أكتب�معادلة�لمماس�
)المنحني )Cعند�النقطة�Aوالذي�معامل�توجيهه�هو�a��

1((2 ; 0)A�1و�a =�����2(( 1 ; 3)A �2aو�− = −��

3(( 2 ; 3)A �3و−

2
a =���4((2 ; 2)A�2وa =��

شتق�،�عين�معامل�التوجيه�باستعمال�التعريف�للعدد�الم
)لمماس�المنحني )C�0عند�النقطة�ذات�الفاصلةxثم��،�

��:أكتب�معادلة�له�،�في�كل�حالة�من�الحالات�التالية

)معادلة )1 )Cهي����:
22

5

x
y �0،�و= 3x = 

��

��

��
)معادلة )2 )C2:���هي� 4y x= − �0،�و+ 2x =��

)معادلة )3 )C2:���هي� 3 2y x x= − �0،�و+ 1x =��

)معادلة )4 )C1:���هي�

3

x
y

x

−
�0،�و= 2x = −��

2 2y x x= )�هي�معادلة�للمنحني− )C�.أكتب��
)معادلة�لمماس�المنحني )C�1عند�النقطة�ذات�الفاصلة−.��

�4
y

x

−
)�هي�معادلة�للمنحني= )C�.أكتب�معادلة��

)لمماس�المنحني )C�2عند�النقطة�ذات�الفاصلة�.���
21

2
2

y x= )�هي�معادلة�للمنحني− )C.���

)برهن�أن�مماس�المنحني )C�1عند�النقطة�ذات�الفاصلة�،

5يقطع�محور�الفواصل�عند�النقطة
; 0

2
B
 
 
 

.���

( )Cو�( )Dمنحنيان�معادلتيهما�على�الترتيب��:��
2y x=��4و� 4y x= − −.���

)يين�أدرس�تقاطع�المنحن )1 )Cو�( )D.���

)استنتج�أن )2 )D�ِهو�المماس�لـ�( )Cعند�نقطة��

��.يطلب�إحداثياها�
( )Cو�( )Dمنحنيان�معادلتيهما�على�الترتيب�:���

3 23 2 7 6y x x x= + − ��2و�− 2y x= +.���

�بحيث�يكون�من�أجل�a،�b،�cعين�الأعداد�الحقيقية )1

 �:xكل�عدد�حقيقي
3 2 23 2 9 8 ( 1)( )x x x x ax bx c+ − − = + + + 

)أثبت�أن�المنحنيين )2 )Cو�( )Dلهما�نقطة�مشتركة��
��.ترتيبها�معدوم�

)اثبت�أن� )3 )Dمماس�للمنحني�( )Cعند�نقطة�يطلب��

��.تعيين�إحداثياتها�

( )C2)النقطة�منحن�يشمل� ; 4)Aو��( �مستقيم�∆(
3معادلته� 5y x= +.���

)أكتب�معادلة�لمماس�المنحني )Cعند�النقطة�A�،�

)والذي�يوازي�المستقيم )∆.���

( )Cمنحن�يشمل�النقطة�( 1 ; 3)A − −.���
)�أكتب�معادلة�لمماس�المنحني )Cعند�النقطة�A�،�

iوالذي�شعاع�توجيهه�
�

.���

� 

�� 

�� 
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��الاشتـقـاقـيـة

��ا��وال�ا��ـ�ـ�ـ)ـ��
fالدالة�المعرفة�على�ℝ�ِبـ�:( ) 3 1f x x= −.���

�،�برر�قابلية�اشتقاق�الدالة��aأجل�كل�عدد�حقيقيمن )1

fعند�aوعين�( )'f a.���

عين�الدالة�المشتقة�.�عددين�حقيقيين��pوmليكن )2

�x:�بـℝ�ِللدالة�التآلفية�المعرفة�على mx p+֏.� 

)3:�بـℝ�ِالمعرفة�على�fلتكن�الدالة )f x x=.���

�،��aعند�قيمةfباستعمال�تعريف�العدد�المشتق�للدالة )1

عرفة��المf'�هي�الدالةfبين�أن�الدالة�المشتقة�للدالة

)2:��بـℝ�ِعلى ) 3'f x x=.���
�عند�النقطة�ذات�fأكتب�معادلة�لمماس�منحني�الدالة )2

���.1الفاصلة�

���:�بـℝ�ِالمعرفة�على�gلتكن�الدالة
21

( ) 2
2

g x x x= − +��

��ℝتقبل�الاشتقاق�على�المجموعةgبين�أن�الدالة )1

��.وعين�دالتها�المشتقة

��:�حيث��ℝالتي�تقبل�الاشتقاق�علىfلتكن�الدالة )2
( ) 2'f t t= (0)�و�− 1f fنضع�.�= gϕ = −��

��)أ� �،�ومن�أجل�aبرهن�أنه�من�أجل�كل�عدد�حقيقي�

 :��لدينا�hكل�عدد�حقيقي�غير�معدوم

( ) ( )

( ) ( )
2 0,5

a h a

h

f a h f a
a h

h

ϕ ϕ+ −
=

+ −
+ − +

��

 �.�ℝتقبل�الاشتقاق�علىϕاستنتج�أن�الدالة���)ب�

 .�ثابتة��ϕبرر�أن�الدالة���)ج�

fالدالة�المعرفة�على�ℝكما�يلي��:��
2( ) 5 4f x x x= − )�و+ في��منحنيها�الممثل��(

)المعلم ; ; )O i j
� �

.���

�وأن�دالتها��ℝتقبل�الاشتقاق�علىfبرهن�أن�الدالة )1

):�المشتقة�معرفة�بـِ� ) 2 5'f x x= −. 

��

��

��

)أكتب�معادلة�لمماس�المنحني )2 �عند�نقطته��(
(0 ; 4)E.���

)�منMهل�توجد�نقطة )3 ��يكون�مماسه�عندها��(

1موازيا�للمستقيم�ذي�المعادلة�

2
y x=.���

4( aأكتب�معادلة�لمماس�المنحني.��عدد�حقيقي�( )��

���.aعند�النقطة�ذات�الفاصلة

)استنتج�أن�المنحني )5 �يقبل�مماسين�كل�منهما��(

 �.Oيشمل�مبدأ�المعلم

عين�أكبر�مجموعة�من�الأعداد�الحقيقية�بحيث�تكون�

بلة�الاشتقاق�على�هذه�المجموعة�،�ثم��قاfالدالة

)'احسب )f xفي�كل�حالة�من�الحالات�التالية�:��

1( 3 2: 2 5 1f x x x x+ − +֏.� 

2( 2: (cos ) sin
3 6

f x x x
π π

− +֏.� 

3( : 1f x x −֏.� 

4( 
3 2

2

2 5
:

1

x x
f x

x

+

+
֏.� 

f:بين�أن��الدالة x x x֏قابلة�للاشتقاق��

[على )'�و��أحسب∞+;0] )f x.��

باستعمال�النظريات�على�المشتقات�أحسب�الدالة�
��:�في�كل�حالة�من�الحالات�التاليةfالمشتقة�للدالة

1( 2: 3 4 1f x x x− +֏.� 

2( 
2 1

: 5
2 2

x
f x x− +֏.� 

3( 
23 12 1

:
6

x x
f x

+ +
֏.� 

4( 4 3 2: 3 2 6 3 5f x x x x x− − + −֏.� 

باستعمال�النظريات�على�المشتقات�أحسب�الدالة�
��:�في�كل�حالة�من�الحالات�التاليةfالمشتقة�للدالة

����1(2
:f x

x

−
֏����.�2(���1

:
2

x
f x

x

− +

+
֏.� 

3(��1
: 2 1

3

x
f x x

x

+
+ −

−
֏.���

4(���
2

2

2 3 1
:

3

x x
f x

x

+ −

−
֏.���
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�� 

�� 
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��الاشتـقـاقـيـة
)3:��حيث�fنعتبر�الدالة )f x x=���

)'أحسب� )f xثم�استنتج��'( )g xحيث�gالدالة��
):المعرفة�بالحالات�المقترحة�التالية� ) ( 3)g x f x= ؛�−

( ) (2 5)g x f x= )�؛�+ ) ( 3 2)g x f x= − +��
):��حيث��gوfنعتبر�الدالتين )f x x=و�g�

��.الدالة�المعرفة�بالحالات�المقترحة�أدناه�
���.�gوfعين�مجموعتي�تعريف�الدالتين� )1
���.�gوfعين�مجموعتي�قابلية�الاشتقاق�للدالتين )2
)'أحسب� )3 )f xثم�استنتج��'( )g x.���

( ) ( 1)g x f x= )�����؛��− ) (2 5)g x f x= ���؛�+
( ) ( 3 2)g x f x= − +.���

باستعمال�النظريات�على�المشتقات�أحسب�الدالة�
��:الحالات�التالية�في�كل�حالة�من�fالمشتقة�للدالة

1( 2: (3 2)f x x −֏.� 

2( : 3 2f x x −֏.� 

3( : 3f x x −֏.� 

4( : 2 3f x x−֏.� 

5( : (2 3)f x x x−֏.� 

6( 2: ( 2 3) 3f x x x x+ − − +֏.� 

باستعمال�النظريات�على�المشتقات�أحسب�الدالة�
��:�في�كل�حالة�من�الحالات�التاليةfالمشتقة�للدالة

1( : cos (3 2)f x x −֏.� 

2( : sin (3 2)f x x −֏.� 

3( : sin cosf x x x×֏ 

4( : sin ( 2 ) cos ( )f x x xπ π− × +֏.� 

5( 2: cos 3f x x֏.� 

]لى�المعرفة�عfنعتبر�الدالة [0 ; + ��:�كما�يلي�∞
1

( )
1

f x x
x

= +
+

.���

�قابلة�للاشتقاق�،�fعين�أكبر�مجموعة�بحيث�تكون�الدالة
ثم�أحسب�دالتها�المشتقة�؛�استنتج�قيمة�مقربة�لكل�من�

���.f(0.96)�وf(1,02)العددين
( )

f
Cمنحني�الدالة�fالممثل�في�مستو�منسوب�إلى��

)�نقطة�منωمعلم�متعامد�ومتجانس�،� )
f

C�0فاصلتهاx.��

��

��

��
�أدناه�،�أكتب�في�كل�حالة�من�الحالات�المقترحة

)معادلة�لمماس�المنحني )
f

Cعند�النقطة�ω.���

1( 2: 3 4f x x x+ �0و֏+ 0x =.� 

2( 3 2: 2 3f x x x x− �0و֏+ 1x = −.� 

3( 
3

:
1 2

x
f x

x

+

−
�0و֏ 1x =.� 

4( : 2f x x−֏�0و 2x = −.���
2 3y x= − �2و�+

y
x

)�1معادلتا�المنحنيين= )C��

)2و )Cانس�على�الترتيب�الممثلين�في�معلم�متعامد�ومتج�.��

)بين�أنه�يوجد�مستقيم )1 �يمس�المنحنيين�في�∆(

 .�يطلب�تعيين�إحداتييهاAنقطة

)أكتب�معادلة�للمستقيم )2 )∆.� 

)1أدرس�وضعية�كل�من )3 )C��2و( )Cإلى��بالنسبة�

)المستقيم )∆.� 

�في�المستوي�المنسوب�إلى�معلم�متعامد�ومتجانس�،

( )
f

Cمنحني�الدالة�fالمعرفة�على�ℝ�ِبـ�:��
2

2

3
( )

1

x x
f x

x

α β+ +
=

+
�عددان�حقيقيان��α،�βحيث

. 

)'أحسب )1 )f x.� 

�حتى�يكون�المستقيم�ذو�المعادلة��βوαعين� )2

4 3y x= )�،�مماسا�للمنحني+ )
f

Cذات��عند�النقطة�

 �.�0الفاصلة�

f1الدالة�المعرفة�على 5
;

2 2

 
−  

��:�بـِ�

1
( )

3
f x x

x
α β= + +

−
 �عددان�حقيقيان�α،�βحيث

��:�حتى�يتحقق�الشرطان�التاليان��βوαعين�

(2) 1f (2)'�و�= 0f =.���

�في�المستوي�المنسوب�إلى�معلم�متعامد�ومتجانس�،

( )
f

Cمنحني�الدالة�fالمعرفة�على�ℝ�ِبـ�:��
3 2( ) 3f x mx x= − ��.�وسيط�حقيقي�mحيث+

�عدد�المماسات�mناقش�حسب�قيم�الوسيط�الحقيقي

)للمنحني )
f

Cذات�معامل�التوجيه�معدوم��،�.��

� 

�� 

�� 

�� 

�	 
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��الاشتـقـاقـيـة
���ـ.ـ�-ـ,�
ABCثلث�متقايس�الأضلاع�طول�ضلعه�مmحيث��،

m
∗
+∈ℝ؛�يحصر�داخل�هذا�المثلث�،�مستطيلا��

DEFGنضع�.��كما�هو�في�الشكل�أدناه�BD x=��

��

��

��
��

��

��.طيل�أكبر�مساحة�ممكنة��حتى�تكون�للمستxعين )1

�DEFGفي�هذه�الحالة�بين�أن�مساحة�المستطيل )2
�؛�ثم�عين�أحسن�تقريب�ABCهي�نصف�مساحة�المثلث

4,002mللمساحتين�من�أجل� =.� 

4
y

x

−
)�هي�معادلة�القطع�الزائد= )Hالممثل�في��

)�نقطة�منMمعلم�متعامد�ومتجانس�، )Hفاصلتها�m�

��.�عدد�حقيقي�غير�معدوم�mحيث

Aو�Bنقطتان�من�محوري�المعلم�على�الترتيب�حيث��

Mهي�منتصف�القطعة��[ ]AB.���
���.�mبدلالة�BوAعين�إحداثيات�النقطتين )1

)بين�أن�المستقيم )2 )ABهو�مماس�للمنحني�( )H.���

�5المعرفة�على�المجالfنعتبر�الدالة )1
0 ;

2

 
  

��:�بـِ

2( ) 25 4f t t= −��
��:�نضع�hمن�أجل�كل�عدد�حقيقي�غير�معدوم

3 3
2 2

( ) ( )
( )

f h f
T h

h

+ −
=��

��)أ� �:برهن�أن��
2

12 4
( )

16 12 4 4

h
T h

h h

− −
=

− − +
��

��)ب� �تقبل�الاشتقاق�من�أجل�fاستنتج�أن�الدالة�

القيمة
3
2.��

]مسطرة )2 ]AB�5طولهاcmلها�طرفين�يتحركان��
]رينعلى�نصفي�المحو )Oxو�[ )Oyلمعلم�متعامد��

 �)�.1cmوحدة�الطول�هي�(ومتجانس�

��

��

��
��

��

��

��
�2يتحرك�بسرعة�ثابتة�قدرهاAالطرف /cm s.���

�لما�يكون�Bما�هي�السرعة�اللحظية�للطرف�الآخر
���للمعلم�؟�Oمن�المبدأ�3cmعلى�بعدAالطرف

���.Rنفرض�أن�الأرض�عبارة�عن�كرة�قطرها
�من�سطح�xقيمة�الجاذبية�الأرضية�تعطى�على�ارتفاع

:�الأرض�بـِ�
2

0 2( )

R
g g

R x
= ×

+
�قيمة��0g،�حيث

.�الجاذبية�الأرضية�على�مستوى�سطح�البحر�
)2

0 9,8g ms
−

≃.(��

0:�بين�أن� )1 2

1

2
1

g g
x x

R R

= ×
 + +  
 

.���

:��نضع�hمن�أجل�قيم�قريبة�من�الصفر�للعدد�الحقيقي )2
1

1
1

h
h

−
+
0:�،�استنتج�أن�⋍

2
1

x
g g

R

 
− 

 
≃��

�4800xعلما�أن�gأحسب )3 m=علما�أن��
6370000R m≃ 

منسوب�إلى�معلم�متعامد�ومتجانس�الفي�المستوي�
( )

f
C�3المنحني�ذي�المعادلةy x=و�،�Mنقطة�منه��

��.��عدد�حقيقي��aحيثaفاصلتها
( )

a
Tمماس�المنحني�( )

f
Cعند�النقطة�M.���

�.��xأثبت�أنه�من�أجل�كل�عدد�حقيقي )1
3 2 3 2 23 2 ( )( 2 )x a x a x a x ax a− + = − + − 

)�الوضع�النسب�لـaِأدرس�حسب�قيم )2 )
f

Cو�( )
a

T.� 

نسوب�إلى�معلم�متعامد�ومتجانس،�مالفي�المستوي� )1
A،�1نعتبر�النقط� 0 0( ; )M x y�،�2 0 0( ; )M x y−�

 .�فاصلتها�معدومةAحيث

)1أثبت�أن�مجموع�معاملي�التوجيه�المستقيمين� )AM�
)2و )AMمعدوم��. 

2( f�0دالة�زوجية�تقبل�الاشتقاق�من�أجل�القيمةx.��

)'0قارن� )f x�0و'( )f x−.���
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��الاشتـقـاقـيـة
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ة�من�الدائرة�المثلثية�المرفقة��نقطMفي�هذا�الرسم�،�

)بمعلم�المتعامد�والمتجانس ; ; )O i j
� �

�،�Cو�S�
��.�على�محوري�المعلم�Mالمسقطان�العموديان�للنقطة

Tتقيم�نقطة�تقاطع�المس( )OMمع�المماس�( �للدائرة�∆(

1)في�النقطة ; 0)I.��

�Iالطولxأحسب�بدلالة )1 T.� 

��OITو�OIMللمثلثين�2Αو1Αأحسب�المساحات )2

�لقطاع�Α،�ثم�أحسب�مساحةxعلى�الترتيب�بدلالة�

 .OIMالقرص

�1:بملاحظة�أن� )3 2Α < Α < Α 

�من�المجال�xعدد�حقيقيبين�أنه�من�أجل�كل� -

0 ;
2

π 
  

�sin:فإن�
sin

cos

x
x x

x
≤ ≤.���

�من�المجال�xاستنتج�أنه�من�أجل�كل�عدد�حقيقي -

0 ;
2

π 
  

cos.�:فإن� sinx x x x≤ ≤.� 

�0من�المجالxل�كل�عدد�حقيقياستنتج�أن�من�أج ;
2

π 
  

��

sin:�لدينا�
cos 1

x
x

x
≤ وبطريقة�مماثلة�تحقق�من��.�≥

;صحة�النتيجة�في�المجال 0
2

π 
−  

��

�و��RADإلىMODفي�الحاسبة�البيانية�بتعديل�اللمسة�)�4

�نحصل�على�الشاشة�Ztrig 7لى��إZOOMفي�اللمسة�

��:التمثيلات�البيانية�للدوال�

: cosg x x֏���
sin

:
x

h x
x

֏��

��

��

��: 1t x֏���
��أعط�تخمينا�حول

0
lim ( )
x

g x
→

و��
0

lim ( )
x

h x
→

.���

:أحسب�الدالة�المشتقة�للدالة�)�5 sinf x x֏ثم��

)استنتج )' 0fو��
0

lim ( )
x

h x
→

.���

 .المطلوب�طريقتين�مختلفتين�لحل�المسألة

�نقذف�إلى�الأعلى�عموديا�من�الأرض�كرة�،�حيث�تمتد�إلى�

)مسافة )d t)الوحدة�المتر��(في�اللحظةt)الوحدة�الثانية��(

)2:�وتعطى�العلاقة� ) 5 60d t t t= − +��

عين�القيمة�الحدية�العظمى�للارتفاع�التي�يمكن�أن�تبلغه��)1

��هذه�الكرة�،�وفي�أي�لحظة�تكون�الكرة�في�أعلى�نقطة�؟
 ما�هي�السرعة�التي�تكون�فيها�الكرة�في�أعلى�نقطة�؟�)2

��متعامد�ومتجانسمنسوب�إلى�معلم�الفي�المستوي�

)�نعتبر )
f

Cمنحني�دالة�f�0قابلة�للاشتقاق�عندxفاصلة��

)،�Aالنقطة )Tمماس�للمنحني�( )
f

Cعند�النقطة�A.���

��

�Bو�Cنقطتان�من��( )
f

C�

0xفاصلتاهما� h−�0وx h+�

��:�على�الترتيب�حيث�
0h ��.��وقرب�من�الصفر�<

Dنقطة�حيث�( )BDيعامد��

( )CD.���

 أعط�قيمة�مقربة�لمساحة )1

،�بدلالة�)�شبه�مثلث�قائم�(�BCDالشكل�الهندسي�

0'( )f xو��h.���

0.03hه�القيمة�من�أجل�أحسب�هذ )2 ��ومعامل�=

)توجيه�المستقيم )T�9هو�.� 

1( fدالة�زوجية�وقابلة�للاشتقاق�على�ℝ��
��.�هي�دالة�فرديةf'أثبت�أن�دالتها�المشتقة

بر�الدالةنعت )2
2

2

1
:

1

x
g x

x

−

+
�؛�أكتب�معادلة�لمماس�֏

�ثم�استنتج��1عند�نقطته�ذات�الفاصلة�gمنحني�الدالة

���.−1معادلة�للمماس�عند�النقطة�ذات�الفاصلة�

��

�� 

O 

S��

C��
I��

T��M��

x��
i
�

��

( )∆��

j
�

�� 

� 

�� 

A

B

C

D

A

B

C

D

�� 
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��المستهدفة�الكفاءات����

��

 �����������������������.تعيين�اتجاه�تغير�دالة 

 .استعمال�المشتق�لتعيين�القيم�الحدية 

 حل�مسائل�تستخدم�فيها�دوال�ناطقة 

��.�و�دوال�صماء

 

��
���1643سنة�)�Sir Isaac Newton(إسحاق�نيوتن�ولد���
��فيلسوفا،�كان.)انجلترا(�لينكنشاير�في�مقاطعة�وولسثروبب����

��قدم�نيوتن�ورقة�علمية�وصف�فيها.����رياضياتيا�و�فيزيائيا�
���قوة�الجاذبية�الكونية�ومهد�الطريق�لعلم�الميكانيكا����
��يشارك�نيوتن.�قوانين�الحركةالكلاسيكية�عن�طريق�����
���التفاضلي�والمتفرع�الحق�في�تطوير�علم�الحسابليبنيز����
��.�الرياضيات�من���
��نيوتن�كان�الأول�في�برهنة�أن�الحركة�الأرضية�وحركة����
���الأجرام�السماوية�تُحكم�من�قبل�القوانين�الطبيعية�ويرتبط���
��يرجع�الفضل�لنيوتن.��إسم�العالم�نيوتن�بالثورة�العلمية���

��كيبلر�لإثبات�نظريات�����بتزويد�القوانين�الرياضياتية
��.�1727توفي�سنة�.�والمتعلقة�بحركة�الكواكب���

�������/������إسحاق�نيوتن�����������������������������������������������������������������

��

4��
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1

x

y

��

��أنشطة

��

�����������������������������������������������������������نشاط�أول��
��f�،�g�،�hو����kدوال�معرفة�كما�يلي��:��
���: 5f x x ���.���ℝمعرفة�على�֏+
���: 2 3g x x− ���.�������ℝمعرفة�على��֏+
��2:h x x֏معرفة�على��ℝ.���

��1
:k x

x
[معرفة�على��֏ [0,+ ∞.���

���.��kو��f�،�g�،�hذكر�بتغيرات�)���1
��.�على�الترتيب���kو���f�،�g�،�hالدوال�المشتقة��للدوالk'��و��f�،�'g�،�'h'عين�الدوال)���2
���.على�التوالي�k'��و��f�،�'g�،�'h'عين�إشارات�الدوال)���3
تأكد�في�كل�حالة�أنه�إذا�كانت�الدالة�متزايدة�تماما�على�مجال��فإن�مشتقتها�موجبة�تماما�على�هذا�المجال�،�و�أنه�إذا�)���4

��.�كانت�الدالة�متناقصة�تماما�على�مجال��فإن�مشتقتها�سالبة�تماما�على�هذا�المجال
���
������نشاط�ثان�

��������������������������������������������������������
�fكما�يلي���معرفة�علىدالة�:���

3 2( ) 1f x x x x= − − )�ليكن��و+ )fCرسمها�البياني�في�المستوي����

)المنسوب�إلى�معلم�متعامد�و�متجانس� ), ,O i j
� �

��).أنظر�الرسم�المقابل�(�

��:كما�يلي�على��المعرفة��gالدالة��نعتبر
�2( ) 3 2 1g x x x= − )�ليكن�و− )gCالمعلم�السابق���رسمها�البياني�في��

( ), ,O i j
� �

��).ابل�أنظر�الرسم�المق(

���:xالمعادلة�ذات�المجهول�الحقيقي�حل�في)�1

�������������������( ) 0g x =��
���.�fتغيرات�الدالة�من�الرسم�المقابل�استنتج)�2
���.�gالدالة�عين�إشارة�من�الرسم�المقابل�)�3
���.��على�fمشتقة�الدالةf'�الدالة��عين�على)�4
���.��على�f'أدرس�إشارة�)�5
��ا�هو�التخمين�الذي�يمكن�أن�تدلي�به�فيما�يخص�العلاقة�الموجودة�م)�6

��.fبين�إشارة�المشتقة�و�اتجاه�تغير�الدالة
��

��

( )fC��

( )gC 



 ��

� 

��

������ �����أنشطة�

���نشاط�ثالث�����
)الشكل�المقابل�يمثل�المنحنى )C f

���fالرسم�البياني�لدالة�

)في�المستوي�المنسوب�إلى�معلم�متعامد�ومتجانس� ), ,O i j
� �

.��

]�معرفة�على�المجال�fلدالة�ا ]1,2−�.��

)�من�المنحنىMعين�فواصل�النقط)�1 )C f
��ون�من��التي�يك

)���أجلها�معامل�توجيه�المماس�لـ )C f
��.�موجبا�تماما��Mفي

)�من�المنحنىMعين�فواصل�النقط)�2 )C f
���التي�يكون�من�

)���أجلها�معامل�توجيه�المماس�لـ )C f
��.��سالبا�تماما��Mفي

]عين�المجال�من)�3 ��f'الذي�تكون�فيه�الدالة�المشتقة−1,2[

��.�موجبة�تماما����fللدالة
]عين�المجال�من)�4 ��f'�فيه�الدالة�المشتقةالذي�تكون−1,2[

 .�سالبة�تماما����fللدالة
)ما�هي�نقط�المنحنى)�5 )C f

��التي�يكون�فيها�المماس�موازيا

���ما�هي�قيم�العدد�المشتق�عند�فواصل�هذه�النقط�؟ �لحامل�محور�الفواصل�؟
��
 

��

��بع�����������������������������������������نشاط�را�

����.��الهدف�من�هذا�النشاط�هو�حصر�دالة�بطريقتين�
�fدالة�معرفة�على�المجال��[ ]1 , )2:���كما�يلي�−5 ) 2 4 6f x x x= − +���

��:الطريقة�الأولى��
)�حصرا�للعدد���باستعمال�خواص�المتباينات�عين )f x.���������������������������������������

���:لثانيةالطريقة�ا�

]�عددين�مختلفين�من�المجال��2xو��1xليكن� ]1 , ��2نضع�−5 1

2 1

( ) ( )f x f x
T

x x

−
=

−
.���

)بت�أن��أث)���1 )1 22 2T x x= + −���������������������.��

]�على�المجال���Tعين�إشارة�)��2 ]1 , 1−.���

]�على�المجال���Tعين�إشارة�)��3 ]1 , 5.���

]على�المجال�fأعط�جدول�تغيرات�الدالة)����4 ]1 , 5−�.��

)2حصرا�للعدد�استنتج���)��5 ) 2 4 6f x x x= − ]على�المجال�+ ]1 , 5−�.��

��.��قارن�بين�نتائج�الطريقتين�)��6
��

0 1

1

x

y

( )fC
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 .تطبيقات�الإشتقاقية� 

������������������������:إتجاه�تغير�دالة��������

��.�دالتها�المشتقة�f'�و�fDو�قابلة�للإشتقاق�على�مجال�معرفة�fلتكن�دالة�)�تقبل�بدون�برهان:(مبرهنة���������

�فإن����fDعلى�المجال)��fDمعدومة�من�أجل�قيم�منعزلة�منf'يمكن�أن�تكون�(  �موجبة�تماماf'��إذا�كانت•���������

��.�fDمتزايدة�تماما�على�المجالfالدالة                

�معدومة�من�أجل�قيم�منعزلة�منf'يمكن�أن�تكون�(  �سالبة�تماماf'��إذا�كانت•���������
fD��(على�المجال

fDفإن��   

�متناقصة�تماما�على�المجالfالدالة                 
fD.��

��.fDة�على�المجال�ثابت�fفإن�الدالة�fDمعدومة�على�المجالf'��إذا�كانت•���������

�����������

�رتيبة�تماما��fنقول�أن�الدالة�fDإما�متزايدة�تماما�و�إما�متناقصة�تماما�على�مجالfإذا�كانت�دالة�:ملاحظة���������

���.��fDعلى�المجال�

:3:��كما�يلي���المعرفة�على�fكن�الدالةلت��:مثال��������� 2f x x− +֏.���

'��2:حيث��f'و�دالتها�المشتقة����قابلة�للإشتقاق�على�����������������fالدالة : 3f x x−֏�. 

*�سالبة�تماما�على�f'�الدالة���                 
ℝإذن�الدالة�0و�تنعدم�في�النقطة�المعزولة��fمتناقصة�تماما�على���.��������������������� 

��

 :��������������دالةل�ة�المحليةالقيم�الحدي

��

��.�دالتها�المشتقة�f'�و�Iو�قابلة�للإشتقاق�على�مجال�معرفة�fلتكن�دالة��)تقبل�بدون�برهان:(مبرهنة�������

������cيشمل��Iمحتوى�فيI'�مفتوحمجال��مغيرة�إشارتها��فإنه�يوجدI �من�cعند�قيمةf'�إذا�انعدمت�الدالة�المشتقة�•�
)�قيمة�حدية����fتقبل�فيه �������������  )f c�.تسمى( )f cقيمة�حدية�محلية��. 

� ���

���.Iيمكن�وجود�عدة�قيم�حدية�محلية�على�•�:ملاحظات���

��I �من�cعند�قيمةf'�إذا�انعدمت�الدالة�المشتقة�•����������������
���يقبل�مماسا�موازيا�لحامل�محور�الفواصل�fللدالة�فإن�الرسم�البياني

���.cعند�النقطة��التي�فاصلتها 

���الرسم،المقابلة�Plus� TI-83 صورة�شاشة�الآلة �في:تعليق�

f:3يمثل�الدالة� x x֏.2مشتقتها�' : 3f x x֏.الدالة�'fتنعدم�عند���
)و�.��و�لا�تغير�الإشارة�0 0 ) 0f =��           .��

����������������������������������������������������.� �fليست�قيمة�حدية�محلية�للدالة���������������0
��

��



 �	

� 

��

��طرائق

���تمرين�محلول����
3:��بـِ��المعرفة�على���fالدالة��لتكن 21 1

( ) 2 1
3 2

f x x x x= − − +.������������ 

���.fأدرس�تغيرات�الدالة�)�����

��يطلب�تعيينها��قيما�حدية�محلية�fتقبل�فيها��عين�مجالات�من�)�����

��

���من�وجودهاو�حسابها�ثم�نلخص�نعين�إشارة�دالتها�المشتقة�بعد�التأكدأن���دالة�يمكنلدراسة�إتجاه�تغيرات�:طريقة�

��.جدول�يسمى�جدول�التغيرات�  كل�النتائج�في �

��

��:حــل�
���.�دالتها�المشتقة�على�f'��لتكن�.��كثيرة�حدود�فهي�معرفة�و�قابلة�للإشتقاق�على�دالةfةالدال)��1

)'���2منxمن�أجل�كل�عدد�حقيقي��� ) 2f x x x= − ∆�9وهي�ثلاثي�حدود�من�الدرجة�الثانية�مميزه�− =.���
��:��ستنتاج�إشارته�وفق�الجدول�الآتي�هما�جذران�له�،�يمكن�إذن�ا�2و�-����1

���������������������
+∞ �������������2����������������1�-��������������−∞�����x��

���������+��������0���������-�������0+�����������'( )f x��
���
���•'( ) 0f x [�على�المجال�< [, 1− ∞ )'�و�− 1) 0f − [�متزايدة�تماما�على�المجالfالدالة �إذن��= ], 1−∞ −.��

���•'( ) 0f x [�على�المجال�> [�متناقصة�تماما�على�المجالfالدالة  ��إذن−1,2] [1,2−.��

���•�'( ) 0f x [�على�المجال�< [2, + (2)'�و�∞ 0f ]�متزايدة�تماما�على�المجالfالدالة  ��إذن= [2,+ ∞.��

��.�منه�جدول�التغيرات�الآتي�������و
��

+∞ �������������2����������������1�-��������������−∞�����x��
���������+��������0���������-�������0+�����������'( )f x��

�����������������������������������( 1)f −��
��������������(2)f���

��

 
( )f x 

��

�����13
( 1)

6
f − �7و�=

(2)
3

f = −��
]�مغيرة�إشارتها�مثلا�على�المجال�-�1تنعدم�عند�f'ن��نلاحظ�أfمن�جدول�تغيرات�الدالة�)��2            �إذن����−3,0[

     
13

( 1)
6

f − ]�على�المجال-��1عند��fقيمة�حدية�محلية�للدالة�= ]3,0−.���

7نفس�الطريقة������ب
(2)

3
f = ]��على�المجال�2عند��fقيمة�حدية�محلية�للدالة�− ��.�مثلا�1,4[
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��

��:���������������������دالةحصر��������

]ة�للإشتقاق�على�مجال��و�قابلمعرفة�fلتكن�دالة�نتائج��������� ],a bو�'fدالتها�المشتقة��.��

]متزايدة�تماما�على�المجال��fإذا�كانت�الدالة�•��������� ],a bفإن�من�أجل�كل�عدد�حقيقي��xمن�المجال��[ ],a b��

���������������������������������������������������( ) ( ) ( )f a f x f b≤ ≤����
]متناقصة�تماما�على�المجال��fإذا�كانت�الدالة�•��������� ],a bفإن�من�أجل�كل�عدد�حقيقي�xمن�المجال��[ ],a b��

���������������������������������������������������( ) ( ) ( )f b f x f a≤ ≤��

]�المعرفة�على�fكن�الدالةلت��:مثال����� :2:��كما�يلي�−3,1[ 2 3f x x x+ −֏.���

'��:�هيf'تها�المشتقة�ل�و�دا��قابلة�للإشتقاق�على�����fالدالة : 2 2f x x +֏�.��

]�سالبة�تماما�علىf'الدالة�����  ]3, 1− )�و− )' 1 0f − ]�متناقصة�تماما�على�المجالfالدالة���إذن= [3, 1− −�������������������������.

[تماما�على��موجبة�f'الدالة�����  [��ا����ل�
���دة�تماماي�متزا�fإذن�الدالة�−1,1[ ]1,1−.��

��:�����جدول�التغيرات
1��������������������1-������������������3�-��x��
0������������������������������������������0��

��
4-��

��
( )f x��

 

]من�المجال�xجل�كلمن�أ������ ]3, 1− −�،�( 1) ( ) ( 3)f f x f− ≤ ≤ �4أي�− ( ) 0f x− ≤ ≤ 

]من�المجال�xجل�كلمن�أ����� ]1,1−�،��( 1) ( ) (1)f f x f− ≤ �4أي�≥ ( ) 0f x− ≤ ≤��

��:��عنصر�حاد�من�الأسفل�–عنصرحاد�من�الأعلى���������

�على�مجال�معرفة�fلتكن�دالة:�تعريف�������
fD.����

)عنصرا�حادا�من�الأعلى kعدد�حقيقي���يسمي•��������� )Majorantللدالة��fعلى�المجال�
fDكان�����إذا�وفقط�إذا  

�المجال�منxعدد�حقيقي� أجل�كل من             
fD��،�( )f x k≤.���

)عنصرا�حادا�من�الأسفل kعدد�حقيقي���يسمي•��������� )Minorantللدالة��fعلى�المجال�fDكان�����إذا�وفقط�إذا  

)�،���fDمن�المجالxعدد�حقيقي� أجل�كل من              )f x k≥.���

��
]�المعرفة�على���������fبالنسبة�للمثال�السابق��الدالة :2:��كما�يلي�−3,1[ 2 3f x x x+ −֏�.���

��.�عنصر�حاد�من�الأسفل-�4عنصر�حاد�من�الأعلى�و��������0

 لحاد�من�الأعلى�وهو�أصغر�العناصر��إن�وجدت�هي�العنصر�ا�fDعلىfالقيمة�الحدية�الكبرى�للدالة�•:ملاحظة�������

��.الحادة�من�الأعلى        
�علىfالقيمة�الحدية�الصغرى�للدالة�•�����������������

fDإن�وجدت�هي�العنصر�الحاد�من�الأسفل�وهو�أكبر�العناصر�� 

��.��من�الأسفلالحادة�       
��



 ��
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��طرائق

��

������تمرين�محلول�
]�المعرفة�على���fالدالة��لتكن 3:��بـِ−5,0[ 2( ) 2 9 12 100f x x x x= − + −.����

]��على�المجال�fأدرس�تغيرات�الدالة•� ]5,0−.�� 

]�على�المجال�fعنصرا�حادا�من�الأسفل�للدالة�عين�عنصرا�حادا�من�الأعلى�و•   ]5,0−��. � 

��.�دالتها�المشتقة�على�f'��لتكن�.�حدود�فهي�معرفة�و�قابلة�للإشتقاق�على�دالة�كثير�fةالدال•�:حــل

)'���2منxمن�أجل�كل�عدد�حقيقي�� ) 6 18 12f x x x= −    ثلاثي�حدود�من�الدرجة�الثانية�مميزه�المختصر���وهي�+

  �' 9∆ ]�هما�جذرا�ثلاثي�الحدود�،�فهما�لا�ينتميان�إلى�مجال�الدراسة�2و��1.��= �أن�على�المجالونستنتج��.−5,0[

[ ]�متزايدة�تماما�على�المجال�fموجبة�تماما�ومنه�الدالة�fللدالةf'الدالة�المشتقة−5,0[ ��:�و�منه�جدول�التغيرات.�−5,0[

0�������������������������������������������������������5-�����x��
+��������������������������������'( )f x��

�100-��
�����������������������������������������������������

������������������������������������������������������635�-����

��

( )f x��
��

]�من�المجالxمن�أجل�كل�قيمة:�من�جدول�التغيرات�يتبين�•� )��فإن−0;5[ ) 100f x ≤ −.��

]�على�المجال�fهو�عنصرا�حادا�من�الأعلى�و�هو�أصغر�القيم�الحادة�من�الأعلى�للدالة-��100إذن��� ]5,0−.���

]�على�المجال��fهو��القيمة�الحدية�الكبرى�للدالة-��100و�منه� ]5,0−.���

]�من�المجالxمن�أجل�كل�قيمة:�من�جدول�التغيرات�يتبين�•� )��فإن−5,0[ ) 635f x ≥ −.��

]�على�المجال�fهي�قيمة�حادة�من�الأسفل�و�هي�أكبر�القيم�الحادة�من�الأسفل�للدالة-���635إذن�� ]5,0−.���

]�على�المجال��fهو��القيمة�الحدية�الصغرى�للدالة-��635و�منه� ]5,0−.���

����تمرين�محلول��
]�المعرفة�على���fالدالة��لتكن 3:��بـ0,1ِ[ 2( ) 3 4 1f x x x x= − + −.����

]��على�المجالfأدرس�تغيرات�الدالة�•� ]0,1��.��

)أثبت�أن�المعادلة� •   ) 0f x ]�على�المجال�0xتقبل�حلا�وحيدا�= ]0,1.���

��

)لإثبات�أن�المعادلة��:طريقة� ) 0f x =� ]�على�مجال�0xتقبل�حلا�وحيدا ],a b� رتيبة�على�المجال�fنبين�أن�الدالة.

[ ],a bو�أن�( )f aو( )f bمن�إشارتين�مختلفتين���.��

( )f aو( )f b�0من�إشارتين�مختلفتين�تقر�وجود�xو�الرتابة�تقر�واحديته�.��

]شتقاق�علىقابلة�للإ�fالدالة•�:حــل )'�2حيث� f'شتقة�و�دالتها�الم�0,1[ ) 3 6 4f x x x= − +.��

]موجبة�تماما�علىf'الدالة ]علىتماما�متزايدة����fالدالةومنه�0,1[ ]0,1.(0) 1f = (1)�و�− 1f ����f(1)و�f(0)�إذن=

)المعادل�من�إشارتين�مختلفتين�ونستنتج�أن  ) 0f x ]�على�المجال0xتقبل�حلا�وحيدا��= ]0,1.�����������������������
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��أعمال�موجهة
 :المقارنة�بين�دالتين 

 :مثال�أول�باستعمال�راسم�منحنيات�

���تحصلنا�في�الشكل�المقابلراسم�منحنيات���������باستعمال�
)���������على� )fCو��( )gCللدالتيننالتمثيلان�البيانيا���

��������fو��gالمعرفتين�على��ℝكما�يلي�:���
��������3 2( ) 2f x x x= − )�2و�+ ) 2g x x x= − +��������������������������������������������������������( )fC��

)نيا�إحداثيات�نقط�تقاطع�المنحنيينعين�بيا)������1 )fC��

)����������و� )gC.��

)�عين�بيانيا�الأوضاع�النسبية�للمنحنيين)��������2 )fC����

)�����������و )gC.��

]أدرس�إشارة�)���������3 ]( ) ( )f x g x−علىℝبدون�استعمال���

��.الرسم�البياني�����������
)هل�يمكن�المقارنة�بين)���������4 )f xو�( )g xاللجوء�����������بدون��( )gC��

)����������إلى� )fCو�( )gC؟��

��

���:مثال�ثاني�
3:�حيث�أن��xللمتغير�الحقيقي�fدالةلتكن�ال 2( ) 3 4 5f x x x x= − + )ليكن�.− )fCرسمها�البياني�في�المستوي����

)انس�المنسوب�إلى�معلم�متعامد�ومتج ), ,O i j
� �

.���

)عين�معادلة�للمماس)�1 )fC�1عند�النقطة�التي�فاصلتها�.���

)ليكن�)�2 )D�4المستقيم�الذي�معادلته�y x= −.���

)����3بين�أن� ) ( 4) ( 1)f x x x− − = −.���
)لنسبية�للمنحنىأدرس�الوضعية�ا)�3 )fCو�المستقيم�( )D.��

��

��:�تطبيق
fو�gعلى�ان���دالتان��معرفتℝكما�يلي����:��

3 2( ) 4 3x f x x x x= − + )��3و��֏− )g g x x=֏ليكن��( )fCالرسم�البياني�للدالة�fو�( )gCالرسم�البياني��

)�في�المستوي�المنسوب�إلى�معلم�متعامد�ومتجانس�gللدالة� ); ,O i j
� �

.���

���.�ℝمتزايدتان�تماما�على��gو��fلدالتين�أثبت�أن�ا)�1
]عين�إشارة�)�2 ]( ) ( )f x g x−.��

)إستنتج�الوضعية�النسبية�للمنحنيين�)������3 )fCو����( )gC.���
��
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 �������������:مسائل�الإستمثال 

��:مسألة�أولى�
ABCD�2مربع�من�المستوي�حيث�AB ����������������������لتكن�.=
)����������الدائرة )Γالتي�مركزها�D2قطرها��ف�و�نص�����������������������

��A،�مختلفة�عن��ACنقطة�من�القوس����������Mلتكن�
)المماس�.����������Cومختلفة�عن )Tللدائرة( )Γعند�النقطة�M��

]����������يقطع�القطعة ]ABفيKالقطعة��و[ ]BCفي�L.��

�������������������������������������������������������������C�������������������������������������D��
��:من�أجل�هذا�نضع�.���قيمة�ممكنةصغر�أ�KLحتى�يأخذ�الطول�Mتعيين�وضعية�نريد��

��������������������������KB x=و�LB y=.����
2أثبت�أن�)���1 2 2KL x y= +.���
4KLأثبت�أن�)���2 x y= − 2وأن.�− 2 2 8 8 2 16KL x y x y xy= + − − + +.���

4استنتج�أن�)���3 8

4

x
y

x

−
=

−
استنتج�أن���.

2 4 8

4

x x
KL

x

− + −
=

−
��

]�المعرفة�على�fكن�الدالةلت)���5 �:�حيث�0,2[
2 4 8

( )
4

x x
f x

x

− + −
=

−
��

4ر�قيمة�ممكنة�من�أجل��يأخذ�أصغ�KLو�استنتج�أن�الطول������fأدرس�تغيرات�الدالة� 2 2x = −.��
��.����Mعين�عندئذ��وضعية

� ��

���:مسألة�ثانية��

���   cm 10قاعدته �و�نصف�قطر �30cmارتفاعهي�دوران�مخروط
)�حجمها� يأخذ �دورانية�بداخله�أسطوانة�نريد�رسم� )V r���

��.كما�هو�موضح�في�الشكل�المقابل.�ممكنة� �قيمة� أكبر 
���.�)�cm:�بـ��(���rو�نصف�قطر�قاعدتهاhسطوانة��ارتفاع�الأ نضع 

10)3:أثبت�أن�)� 1 )h r= −.������
2 �(ر�عنعب ( )V rحجم�الأسطوانة�بدلالةr�.���
���.Vرس�تغيرات�الدالة��أد)��3
)حتى�يأخذ��الحجم��rوhاستنتج�قيم)�4  )V rقيمة�ممكنةأكبر�����

��

�����������
��

��

��

h 

3
0
c
m

 

10cm 

r 
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��مسائل�محلولة

��

3:��الهدف�من�هذه�المسألة�هو�حل�المتراجحة� 9
3

2 2
x

x
+ ���.�الإشتقاقباستعمال≤

3المعرفة�كما�يلي��fلتكن�الدالة
3

2
x

x
+( )f x =.���

أوجد� )��
fDمجموعة�تعريف�الدالة��f.���

 �.f'ثم�عين�دالتها�المشتقة�.�fDقابلة�للإشتقاق�علىfبين�أن )��

بين�أن� )��
3

2

3 3
'( )

2

x
f x

x

−
=. 

 .fشكل�جدول�تغيرات�الدالة )��

fD�9من�xمن�أجل�كل��إستنتج�أن )�	
( )

2
f x ≥.���

��

�����

���1(�] [0,
f

D = + ∞.� ��

[�مجموع�دالتين�قابلتين�للإشتقاق�علىfالدالة�)�����2 [0,+ ���إذن�فهي∞

[�������قابلة�للإشتقاق�على [0,+ ∞.���

�����������
2

3 3
'( )

22
f x

xx
= −.���

3نجعل�مقام�العبارة)����3

2 x
��:�ناطق�و�نحصل�على�

��������
2

3 3
'( )

2 2

x
f x

x x
= −�.����

��و�نحصل�على�������22xنوحد�المقامين�و�المقام�الموحد�هو�
2

3 3
'( )

2

x x
f x

x

−
=��

�����0xبما�أن 2فإن��<
x x=ومنه��

3

2

3 3
'( )

2

x
f x

x

−
=.���

3الدالة�)����4
x x֏دالة�متزايدة�على�] [0,+ �3لأنها�دالة�مركبة�من�الدالة�∞

x x֏زايدة�على�المت�] [0,+ ∞��

������xتتبعها�الدالة x֏المتزايدة�على��] [0,+ :3ومنه�.�∞ 1u x x [�متزايدة�على�֏− [0,+ (1)و�∞ 0u =��

���22و�علما�أن� 0x [�على�المجال�< [0,+ )':�نستنتج�أن�∞ ) 0f x [�على�> )'�و0,1] ) 0f x ]على��≤ [1,+ ∞.��
+∞������������1�����������������0����

x��
��

�����������������9

2
��

( )f x��

3من�جدول�التغيرات�نستنتج�أن)����5 9
3

2 2
x

x
+ ≥�.��

��
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km/مقدرة�بـ� �vبسرعة��200kmشاحنة�تقطع�مسافة hالشاحنة�تستهلك��،�:
2

5 /
320

v
l h

 
+ 

 
��.�من�الوقود� 

16ثمن�الوقود�هو�  DA�100للّتر�الواحد�و�يتقاضا��السائق�أجرتا�تقدر�بـ� DAفي�الساعة��.��

��.�vبدلالةtعبر�عن�.�زمن�الرحلة�tنسمي� )��

)حسب�الكلفة�ا )�� )P vبدلالة�v. 

[�المعرفة�على�fدرس�إتجاه�تغير�الدالة�ا )�� 36000يث��ح0,120[
( ) 10f x x

x
= +. 

 ؟حنة�حتى�تكون�الرحلة�أقل�تكلفةما�هي�سرعة�الشا )��

��

��

��

����(200
t

v
=.���

����(
2 200 200

( ) 5 16 100
320

v
P v

v v

 
= + × × + × 
 

36000أي.
( ) 10P v v

v
= +�.��

���(�36000
( ) 10f x x

x
= +.���

������] ]0,120fD =.��

��.الدالة�التآلفية�و�الدالة�مقلوب�:��لأنها�مجموع�دالتين�مرجعيتين��fDقابلة�للإشتقاق�على���fالدالة�����

������
2

2

10 36000
'( )

x
f x

x

−
=.��

)'������إشارة� )f x�210هي�إشارة�البسط�أي�إشارة� 36000x −��
��������

120�������������������60��������������0��
x��

����������+�������������0��������-��'( )f x��
�������جدول�التغيرات

��������
120�������������������60��������������0��

x��
����������+�������������0��������-��'( )f x��

��
����������������������1200���

( )f x��
��

��

�60إذا�كانت�سرعة�الشاحنة��أقل�تكلفة�تكونالرحلة��نستنتج�أنfمن�تغيرات�الدالة�)��� /km h��.��
��
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��أعمال�تطبيقية
 

 دوال�لها�نفس�المشتقة 

��:�كما�يلي�ℝالمعرفة�على�hو�����������������f�،gنعتبر�الدوال�العددية

( ) 2 2f x x x= +�،�( ) 2 2 3g x x x= + −�،�( ) 2 2 3h x x x= + +��

)و�نعتبر�المستقيمين� ) : 2 7D y x= − )�و�− ) : 2 1D y x′ = − −.��

 باختيار�نافذة�مناسبة�و�بعد�حجز�مختلف�العبارات�مثل�على�شاشة .1

)�و�المستقيمين�f�،g،�hالآلة�الحاسبة�البيانية�منحنيات�الدوال )Dو�( )D ′.��

)عين�بيانيا�المنحنيات�التي�تمس�المستقيمين� .2 )Dو�( )D  �محددا′

��.إحداثيات�نقط�التماس
 .ا�من�النتائج�السابقةتحقق�جبري .3
)�عند�النقطة�ذات�الفاصلةfبدون�إجراء�حسابات�عين�مع�التبرير�معامل�توجيه�مماس�منحني�الدالة .4 )2−�. 

 

 التحقق�بواسطة�الحاسبة�البيانية�من�صحة�حساب�المشتقة 

):��كما�يلي�ℝالمعرفة�على����������������fنعتبر�الدالة�العددية ) 3 21 1
2

3 2
f x x x x= − + −��

)أحسب .�1 )f x′ 

)أحجز .�2 )f x�1في�Y�،( )f x′�2في�Y 

)�و� )1, ,nDeriv Y X X�3في�Y���

fقارن�بين�جدولي�قيم�الدالتين .�3  .�nDerivو′
��.إذا�اختلفت�القيم�الظاهرة�أعد�حساب�المشتقة

��

 التمثيل�البياني�للدالة�المشتقة 

):��كما�يلي�ℝالمعرفة�علىfدية����������������نعتبر�الدالة�العد ) 3 21
3 1

3
f x x x x= − − +��

)��نحجز�في�البداية )f x�1في�Yثم�نحجز���( )1, ,nDeriv Y X X�2في�Y��

��.�8نضغط�على�اللمسة�����������ثم�نختارnDerivر�أنه�للحصول�على�نذك

���.�و��������fا��ا��مثل�على�شاشة��الحاسبة�البيانية�في�كل�مرة��:تطبيق

• ( ) 2 3f x x x= + − 

• ( )
1

1

x
f x

x

+
=

−
 

• ( ) 2 1f x x= +. 

��
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 ���

��تطبيقات�على�المشتقات
��أ�
	��أم���ـ�

):�بـ�ℝ�ِالمعرفة�على�fالدالة ) 3 4f x x= −�
���.ℝمتزايدة�تماما�على

)2:�بـ�ℝ�ِالمعرفة�علىfالدالة ) 3 5f x x= +�
[متناقصة�تماما�على ]; 1−∞ −.� ��

)3:�بـ�ℝ�ِالمعرفة�علىfالدالة ) 3 12f x x= +�
�� �.ℝمتناقصة�تماما�على

)3:�بـ�ℝ�ِالمعرفة�علىfةالدال ) 3 12f x x= +�
�� .ℝتقبل�قيمة�حدية�على

:��بـ�ℝ�ِالمعرفة�على�fالدالة
3( ) 3 5f x x x= − ���.�ℝتقبل�قيمتين�حديتين�على+

���تنعدم�من�أجل�ثلاث�قيم�،fإذا�كانت�مشتقة�الدالة
��.�تقبل�ثلاث�قيم�حدية�fفإن�الدالة

ور��،�مماسا�موازيا�لمحfإذا�كان�لمنحني�الدالة
��.الفواصل�فإن�مشتقة�هذه�الدالة�تنعدم�عند�قيمة�للمتغير�

fالدالة�المعرفة�على�ℝ�ِ2:��بـ( )f x x x= −��
مماس�منحنيها�الممثل�في�معلم�عند�النقطة�ذات�

1الفاصلة

2
��.فواصل��يقطع�محور�ال

]�متزايدة�تماما�على�المجالfإذا�كانت�الدالة ]2 ; 3���
(3)فإن� (2) 0f f− >.���

�موجبة�تماما�على�fإذا�كانت�مشتقة�الدالة
]المجال ]1 ; (2)�فإن�−2 ( 1) 0f f− − <.���

)�تحقق�fإذا�كانت�دالة ) ( ) 0f a f b− �فإن�=
fهي�دالة�ثابتة�على�المجال�[ ];a b.���

]�دالة�قابلة�للاشتقاق�على�المجالfإذا�كانت ];a b�
)حيث� ) ( )f a f b=فإن�الدالة�fتقبل�على�الأقل��

��.قيمة�حدية�على�هذا�المجال�
)'x،2من�أجل�كل�عدد�حقيقي ) 2 1f x x x= − +�

���.�ℝعلىfلدالة�هي�القيمة�الحدية�لf(1):إذن�
( )f αهي�القيمة�الحدية�للدالة�fعلى�المجال��
[ ]1 ; �عند�النقطة�ذات���f،�إذن�مماس�منحني�الدالة3
��.�يكون�موازيا�لمحور�الفواصل�αالفاصلة
��

��

��أ���������دة�ا���	�رات

��.اختر�الجواب�المناسب�من�بين�الأجوبة�المقترحة

��متناقصة�تماما�على�المجالfإذا�كانت�الدالة
[ ];a bفإن�من�أجل�كل�عدد�حقيقي��xالمجال��من�
[ ];a b:����
1( [ ]( ) ;f x a b∈.���
2( [ ]( ) ( ) ; ( )f x f a f b∈.���
3( [ ]( ) ( ) ; ( )f x f b f a∈.� 

�من�أجل��ℝتقبل�قيمة�حدية�على�المجالfالدالة
�،�إذن�منحنيها�يقبل�مماسا�عند�نقطته�ذات�0xالقيمة
��.موازيا�لمحور�الفواصل�:�����������0xالفاصلة

��.مائلا�.�����������تيب��موازيا�لمحور�الترا
312المعادلة 33 55 0x x+ − ���تقبل�على�المجال=
[ ]0 ; 2:���
��.ثلاث�حلول�.�������حلين�متمايزين�.���������حلا�واحدا�
3المعادلة 233 5 0x x− − + =���

]لا�تقبل�حلول�على�المجال� )1 ]0 ;3���
]�حلا�واحدا�على�المجالتقبل )2 ]5 ; 0−��
]تقبل�حلا�واحدا�على�المجال )3 ]0 ;1��

5الدالة 3: 3 7 1f x x x+ ���ℝالمعرفة�على֏−
��.ليست�رتيبة�.������متناقصة�تماما�.������متزايدة�تماما�

5 3: 7 3 4f x x x x− − − �دالة�معرفة�֏+
��.ℝعلى

]�من�المجالmمن�أجل�كل�عدد�حقيقي ]7 ; 4−��
)المعادلة� )f x m=تقبل�على�المجال�[ ]0 ; 1:����

��.حلا�واحدا�)��2.����������لا�تقبل�حلول�)�1
��.������على�الأقل�حلين�)�3
fدالة�زوجية�وقابلة�للاشتقاق�على�المجال��

[ ];α α−.���
]�رتيبة�على�المجالfالدالة )1 ];α α−.���
ماس�موازيا�لمحور��لا�يقبل�أي�مfمنحني�الدالة )2

��.الفواصل�
]�تقبل�على�الأقل�قيمة�حدية�علىfالدالة )3 ];α α−.� 
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��تمارين�تطبيقـية
��دا���	����� ���ا�$#�"��وا

fدالة�قابلة�للاشتقاق�على�ℝي�ممثلة�بالمنحن( )fC.��

��
��
��
��

��

)أدرس�إشارة )'f xحسب�قيم�العدد�الحقيقي�x.���

'( )fCهو�الثمتيل�البياني��

��fمشتقة�الدالةf'للدالة
���.ℝعلى

���.fأدرس�إتجاه�تغير�الدالة
��
��

�'( )fCهو�الثمتيل�البياني�للدالة�'fمشتقة�الدالة�f��

��
��
��
��
��

���.fأدرس�إتجاه�تغير�الدالة

'( )fCهو�الثمتيل�البياني���

����fمشتقة�الدالةf'�للدالة

]المعرفة�على�المجال ; ]a b�.���

)قارن�العددين )f aو�( )f b.���

'( )fCهو�الثمتيل�البياني���

���المعرفة��fمشتقة�الدالةf'�للدالة

]على�المجال ; ]a b�.���
)قارن�العددين )f aو�( )f b��

��

��

1( )C،�2( )C،�3( )Cتمثيلات�بيانية�لدوال�f،�g�،
hعلى�الترتيب�ودوالها�المشتقة�ممثلة�بالمنحنيات��

��.الموجودة�في�العمود�الأيمن
)1حن�منأرفق�كل�من )C،�2( )C،�3( )Cبمنحني��

��.الدالة�المشتقة�المناسب�
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��

��
�في��Dعلى�المجالfعين�أكبر�قيمة�تبلغها�الدالة

��:حالات�التالية�كل�حالة�من�ال
1( 3: 3 1f x x x− ]�؛�֏+ 3 ; 1]D = −.���
2( 3: 6 2f x x x− + ]�؛�֏− 2 ; 3 2]D = −.��

3( 
2

2

2
:

1

x
f x

x

+

+
]�؛�֏ 2 ; 3]D = −.� 

4(  

�� 

2 3 4 5 6-1-2-3-4-5
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y

0 1

1

x

y
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y
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��������تمارين�تطبيقـية
في�كل���Dعلى�المجالfأنجز�جدول�تغيرات�الدالة
��:حالة�من�الحالات�التالية�

1( 2: 3 2f x x x− ]�؛�֏+ 3 ;2]D = −.���
2( 2: 2 4 6f x x x− − ]�؛�֏+ 4 ; 2]D = −.���
3( 3 2: 3 1f x x x− ]�؛�֏+ 5 ; 7]D = −.���
4( 4 2: 2 3f x x x− ]�؛�֏+ 2 ; 2]D = −.� 

5( 
4 3

:
2

x
f x

x

+

+
]�؛�֏ 1 ; 2]D = −.� 

6( 
2

1
:

3

x
f x

x

−

+
]�؛�֏ 4 ; 6]D = −.� 

7( : 3 1f x x �1؛�֏+
; 16

3
D

 
= −  

.� 

8( : 2f x x−֏؛��[ ]7 ; 2D = −.� 

��:�المعرفين�بـ�B�ِوAقارن�العددين�
2(5,012013014015016) 3

3,012013014015016
A

+
=��

2(5,012013014015017) 3

3,012013014015017
B

+
=��

��:�المعرفين�بـ�B�ِو�Aقارن�العددين�

2

2,01401414

(1,01401414) 2,01401414
A =

+
��

2

2,01401416

(1,01401416) 2,01401416
B =

+
��

f:2نعتبر�الدالة x ax bx c+ +֏���
�0aأعداد�حقيقية�معطاة�وa،�b�،�cحيث� ≠���

���.�fالقيمة�الحدية�للدالةaأدرس�حسب�قيم�العدد
f:3نعتبر�الدالة x x ax b+ +֏���
��.�عددان�حقيقيان�a،�bحيث�

��قيمتين��fحتى�يكون�للدالةaعين�قيم�العدد�الحقيقي
��.حديتين�مختلفتين�
3نعتبر�الدالة 2:f x x ax b+ +֏���
��.�عددان�حقيقيان�a،�bحيث�

��قيمتين��fيكون�للدالة�حتىaعين�قيم�العدد�الحقيقي
��.حديتين�مختلفتين�
f:2نعتبر�الدالة x ax bx c+ +֏���

�0aأعداد�حقيقية�معطاة�وa،�b�،�cحيث� ≠.���

��
��

)ها�الممثل�منحني )C2)�يشمل�النقطة ; 1)Aويقبل�مماسا��
)في�نقطته�ذات�الإحداثيتين 1 ; 3)− �،�موازيا�لحامل�−

��.محور�الفواصل
0aأثبت�أن� ���.�fثم�عين�الدالة<
f:2الدالةنعتبر� x ax bx c+ +֏���

�0aأعداد�حقيقية�معطاة�وa،�b�،�cحيث� ≠���
)منحنيها�الممثل� )C1)�يشمل�النقطة ; 1)A �ويقبل�−

)مماسا�في�نقطته�ذات�الإحداثيتين 1 ; �،�معادلته�−(0
13 13

2 2
y x= − ���.a،�b�،�cأحسب�الأعداد��.�−

�المعرفة�على�fأنجز�باختصار�جدول�تغيرات�الدالة
��.�في�كل�حالة�من�الحالات�المقترحة�التاليةDالمجال
1( 2: 2 2f x x x− ]�؛�֏+ 3 ;2]D = −.���
2( 2: 2 3 1f x x x− 0]�؛�֏− ;1]D =.���
3( 2: 3 3 2f x x x− + 0]�؛�֏− ;2]D =.���
4( 2: 6 3f x x x− − ]�؛�֏+ 4 ;0]D = −.���
5( 2: 2 4f x x− ]�؛�֏− 1 ;1]D = −.���
6( 2: 3f x x ]�؛�֏− 2 ;1]D = −.���

�المعرفة�على�fأنجز�باختصار�جدول�تغيرات�الدالة
��.�في�كل�حالة�من�الحالات�المقترحة�التاليةDالمجال
1( 2: | 2 |f x x x−֏0]�؛� ;5]D =.���
2( 2: | 1 |f x x x− − ]�؛�֏+ 3 ;3]D = −.� 

3( 4: | 8 |f x x x−֏0]�؛� ;2]D =.� 

4( 2: | 5 |f x x ]�؛�֏+ 3 ;2]D = −.� 

5( 4: | 1 |f x x ]�؛�֏+ 3 ;2]D = −.���
�ثم�أنجز��Dعلى�المجالfأدرس�اتجاه�تغير�الدالة

:جدول�تغيرات�الدالة | ( ) |g x f x֏في�كل�حالة��،�
��:من�الحالات�التالية

1( 2: ( 4)( 1)f x x x− ]�؛�֏+ 3 ;5]D = −.� 

2( 2: ( 1)( 2)f x x x− + ]�؛�֏+ 4 ;2]D = −.� 

3( 2: ( 3)( 1)f x x x+ ]�؛�֏+ 2 ;2]D = −.� 

4( 2: (3 2)( 1)f x x x+ − ]�؛�֏+ 2 ;2]D = −.� 

5( 2: ( 3)( 3)f x x x− − ]�؛�֏+ 4 ;0]D = −.� 
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 ���

��تطبيقات�على�المشتقات
في�كل�حالة�من�الحالات�المقترحة�أدناه�،�أدرس�

�أن��واستنتج�Iعلى�المجالfاتجاه�تغير�الدالة
)المعادلة ) 0f x ���.�Iتقبل�حلا�وحيدا�في�المجال=

1( 3 2: 2 3 1f x x x− �3؛�֏−
;2

2
I

 
=   

.� 

2( 3 2: 3 3 2f x x x x− + − ]�؛�֏− ]1 ;0I = −.� 

3( 3 21
: 2 2 1

2
f x x x x− − 3؛֏+

; 1
2

I
 

= − −  
. 

4( 
3

2: 4 1
6

x
f x x x+ + 1؛֏−

0 ;
2

I
 

=   
 

�واستنتج��Iعلى�المجالfأدرس�اتجاه�تغير�الدالة
)عدد�وإشارة�حلول�المعادلة� ) 1f x �،��Iفي�المجال=

3:حيث 2: 5 3 2f x x x x− + ]�و֏+ ]1 ;2I = −. 

fدالة�معرفة�على�المجال��Dبالحالات�المقترحة��
)أعط�حصرا�للعدد.�أدناه� )f x.���
1( 2: 3f x x ]�؛�֏− ]0 ;2D =.� 

2( 3: 2 6 2f x x x− ]�؛�֏+ ]2 ;8D =.� 

3( 
2

:
3

f x
x −

]�؛�֏ ]0 ;2D =.� 

4( 
2

4
:

( 2)
f x

x

−

−
]�؛�֏ ]1 ;1D = −.� 

fدالة�معرفة�على�المجال��Dبالحالات�المقترحة��
��.�أدناه�

)�ثم�استنتج�حصرا�للعددfأدرس�اتجاه�تغير�الدالة )f x.���
1( 2: 4 5f x x x+ ]�؛�֏+ ]4 ;0D = −.� 

2( 2: 3 6 5f x x x− + ]�؛�֏+ ]0 ;2D =.� 

3( 3 2: 2 1f x x x x− − �3؛�֏− 5
;

2 2
D

 
= −  

.� 

4( 3
: 5

2 1
f x

x
−

−
�3؛�֏

1 ;
2

D
 

=   
.� 

5( : 4 5f x x−֏؛��[ ]9 ;0D = −.���

���ـ'ـ�&ـ%�
 :��بـℝ�ِمعرفة�على�الfأدرس�اتجاه�تغير�الدالة )1

: sinf x x x−֏��
��

��
 

2( ( )gCالمنحني�الممثل�للدالة�gفي�معلم�متعامد��

)ومتجانس ; ; )O i j
� �

 :�بـ�ℝ�ِمعرفة�على�g،�حيث
: sing x x֏.���

( )�مماس�للمنحني∆( )gC��0عند�نقطته�ذات�الفاصلة�.���

)أدرس�الوضعية�النسبية�للمنحني )gCبالنسبة�إلى��

)المستقيم )∆.� 

 :�بـ�ℝ�ِالمعرفة�علىfدرس�اتجاه�تغير�الدالةأ )1
2

2

4 1
:

1

x
f x

x

−

+
֏.� 

)أحسب� )2 ) 4f x )�ثم�استنتج�حصرا�للعدد− )f x�
 �.�xمن�أجل�كل�عدد�حقيقي

g:2:�أنجز�جدولي�تغيرات�الدالتين� x x֏�
:2و 2h x x x− ��fاستنتج�تغيرات�الدالة֏+

)2:��المعرفة�بـِ� ) | | | |f x x x x= + − 

)نعتبر�المعادلة )Eذات�المجهول�الحقيقي�x�:�
3 22 4 0x x λ+ − − ��.�وسيط�حقيقي��λحيث=
]�من�المجالλأثبت�أنه�من�أجل�كل�عدد ]4 ; 1− −�،�

)المعادلة )Eتقبل�حلا�وحيدا�ينتمي�إلى�المجال�[ ]0 ; 1 

fدالة�معرفة�على�ℝبـ���:
( ) 3 23 3 1f x x x x= − + −���

( )fCرسمها�البياني�في�المستوي�المنسوب�إلى�معلم��

)متعامد�ومتجانس� ); ;O i j
� �

.��

)لماذا� )1 )fCيقبل�مماسا�عند�كل�نقطة�؟���

)�المعادلة���ℝحل�في� )2 )' 0f x =.���

��.فسر�بيانيا�النتيجة�السابقة�
)عين�نقط� )3 )fCالتي�يكون�فيها�معامل�توجيه��

���.3المماس�يساوي�
)ليكن� )4 )Dتقيم�معادلته��مسy cx d= +.���

)هل�يوجد�نقاط�من� )fCيكون�فيها�المماس�موازيا�لـ�����

( )D)ناقش�حسب�قيم��c.�(��
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 ���

��

fدالة�معرفة�على�∗
ℝبـ���:

( )
6

f x ax b
x

= + −��

aو�bعددان�حقيقيان�؛��( )fCرسمها�البياني�في��

��.المستوي�المنسوب�إلى�معلم�
)�حيث�bوaعين )fCيشمل�النقطة�( )2 ; 0A�

�2yمماسا�معادلته�Aويقبل�عند x= −.���
�fدالة�معرفة�على�ℝحيث��:

( ) 2 3 2f x x x= − +��

( )fCإلى�معلم��رسمها�البياني�في�المستوي�المنسوب�

)متعامد�ومتجانس� ); ;O i j
� �

.��

( )D�1المستقيم�ذو�المعادلة�

2
y = −�.�Fالنقطة�ذات��

3الإحداثيتين�
; 0

2

 
 
 
.���

)بواسطة�راسم�أو�حاسبة�بيانية�أرسم )1 )fC�،�( )D�

��.Fوعلم�النقطة

2( 0Mنقطة�من�( )fC�0فاصلتها�x�3تختلف�عن�

2
�،

0H��0المسقط�العمودي�لـ�Mعلى��( )D�0وA�

]منتصف� ]0FH.���

��
��.�0Aو�0H،�إحداثيي�0xأحسب�،�بدلالة�
)،�معامل�توجيه�المستقيم0xأحسب�،�بدلالة� )0 0A M��

)استنتج�أن�المستقيم� )0 0A Mيمس�( )fC�0فيM.��

انطلاقا�من�النتائج�السابقة�،�بين�أن�المسقط�العمودي� )3
)�على�المماس�لـFللنقطة� )fCفي�نقطة�كيفية�،�يكون��

1ينتمي�إلى�المستقيم�ذي�المعادلة�

4
y = −.� 

fدالة�معرفة�على�ℝحيث��:( ) 2
f x x=؛���

gدالة�معرفة�على�∗
ℝحيث��:( )

1
g x

x
���؛=

hدالة�معرفة�على�[ [0;+ ):�حيث�∞ )h x x=.��

عين�التلميذ�عمر�معادلة�المماس�لكل�رسم�بياني�للدوال�
f�،�g�،�hوحصل�على�4عند�النقطة�ذات�الفاصلة��: 

( )1

1
: 1

4
T y x= +��

( )2 : 8 16T y x= −��

( )3

1 1
:

16 2
T y x= − +��

ساعد�عمر�على�إرفاق�كل�مماس�.�ولكنه�لم�يتذكر�الترتيب�
��.إلى�دالته�المناسبة�

��.�المستوي�منسوب�إلى�معلم�

( )P2القطع�المكافئ�الذي�معادلته
y x=و�Aنقطة��

)إحداثياها� )1; 2−.���

)أرسم� )1 )Pوعلم�A.��

)خمن�عدد�المماسات�لـ )Pالتي�تمر�بالنقطة�A.��

��:التحقق�من�التخمين� )2
aعدد�حقيقي��.��

)ادلةأكتب�مع )aTالمماس�لـ��( )Pعند�النقطة�ذات��

���.aالفاصلة
)�يكون��يشملaمن�أجل�أي�قيم�للعدد� )a

Tالنقطة�A .��

)أكتب�معادلة�المماسات�لـ� )Pوالتي�تشمل�النقطة�A.��

 .أرسم�هذه�المماسات�في�نفس�المعلم�
����ℝمعرفة�علىxلتكن�الدالة�كثير�حدود�للمتغير�)�1
):�بـ� ) 3 23 3 3P x x x x= − + −��

�)�أ ��.ℝمتزايدة�علىPبرهن�أن�الدالة��
[�من�المجال�xاستنتج�من�أجل�كل��)�ب [2 ; 2, :�ا��لدين2

( ) 0, 2P x < − 

[�المعرفة�على�fلتكن�الدالة�)�2 ]2 ; ��:�بـ�5
3 2

2

3 3 3
( )

( 2)

x x x
f x

x

− + −
=

−
��

�)�أ �من�xاستنتج�من�السؤال�السابق�أنه�من�أجل�كل��

] [2 ; �لدينا�2,2
2

0,2
( )

( 2)
f x

x
< −

−
��

�)�ب 0aاستنتج�عدد�� �من��xحيث�من�أجل�كل<

] [2 ; 2 a+لدينا��( ) 5f x < −.� 

�)�ت �عدد�حقيقي�موجب�تماما�،�هل�يوجد�Mليكن��
0b [�حيث�من�أجل< [2;2x b∈ +:�( )f x M< −��

[�علىfعين�الدالة�المشتقة�للدالة-� �و�ادرس�اتجاه�5;2[

��.fالتغير�للدالة

�� 
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��المستهدفة�الكفاءات������

��

 .∞−�أو�إلى�∞+أو�إلى��0xإلىxحساب�نهاية�دالة�عندما�يؤول 

 .∞−�أو�إلى�∞+أو�إلى��0xإلىxمعرفة�نهاية�دالة�عندما�يؤول 

 .�حد�لمجموعة�تعريف�هذه�الدالة�aحيثaحساب�نهاية�دالة�ناطقة�عند�عدد 

 .�0xإلىxيؤولعندما��التفسير�البياني�لنهاية�غير�منتهية�لدالة 

 .أحد�محوري�المعلم�معرفة�شرط�وجود�مستقيم�مقارب�يوازي 

 .البحث�عن�مستقيم�مقارب�مائل.تبرير�أن�مستقيما�معلوما�هو�مستقيم�مقارب 

 .نهاياتلحساب�)�المجموع،�الجداء،�المقلوب�و�حاصل�القسمة(�استعمال�النظريات�الأولية 

 ����������������������.حساب�نهايات�بإزالة��عدم�التعيين 
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5 

��

��أنشطة

������
���نشاط�أول����

}�المعرفة�على��������������fنعتبر�الدالة� }3−ℝكما�يلي����:
( )

2

1
( )

3
f x

x
=

−
��

)حساب�بعد� .1 )f x′و�دراسة�إشارتها�شكل�جدول�تغيرات�الدالة��f. 

 :أكمل،�باستعمال�آلة�حاسبة،�جدول�القيم�الموالي .2

3.1��3.01��3.001��3.0001��2.9999��2.999��2.99��2.9��x��
����������������( )f x��

 ماذا�تلاحظ�؟ .3

)8بين�أنه�حتى�يكون� .4 ) 10f x �4عنصرا�من��xيكفي�أن�يكون≤ 43 10 ;3 3;3 10− −   − +   ∪ 

)يكون�Aبين�أنه�من�أجل�كل�عدد�حقيقي�موجب�تماما .5 )f x A≥�1لما 1
3 ;3 3;3x

A A

   
∈ − +   
   

∪���

�������نشاط�ثان
}�المعرفة�على����������������gنعتبر�الدالة� }1−ℝ1:����كما�يلي

( )
1

g x
x

=
−

��
)بعد�حساب� .1 )g x′و�دراسة�إشارتها�شكل�جدول�تغيرات�الدالة��g. 

 :أكمل،�باستعمال�آلة�حاسبة،�جدولي�القيم�المواليين .2

1.1��1.01��1.001��1.0001��x��0.9999��0.999��0.99��0.9��x��
��������( )g x��

��

��������( )g x��
 ماذا�تلاحظ�؟ .3

 :بين�أنه .4

1;��101إذا�كان 10x
− ∈ + �10فإن�( ) 10g x ��101و���إذا�كان�≤ 10 ;1x

− ∈ − �10فإن�( ) 10g x ≤ −� 

 :Aبين�أنه�من�أجل�كل�عدد�حقيقي�موجب�تماما .5

�1إذا�كان�
1;1x

A

 
∈ +  

)�فإن� )g x A≥��1و���إذا�كان�
1 ;1x

A

 
∈ −  

)�فإن� )g x A≤ −���

)2:������كما�يلي�ℝالمعرفة�على��kنعتبر�الدالة��ثالث��������نشاط )k x x=�)��kالدالة�مربع�هي�(���
 .kشكل�جدول�تغيرات�الدالة� .1

��:�ل�القيم�المواليأكمل�جدو .2
 

 ماذا�تلاحظ�؟ .3

 :�بحيث�Bيوجد�عدد�حقيقي�موجب�تماما�Aبين�أنه�من�أجل�كل�عدد�حقيقي�موجب�تماما .4

��xإذا�كان� B≥يكون��( )k x A≥إذا�كان����و�����x B≤ )�يكون�− )k x A≥��

410��310��210��10��x��
��������( )k x��
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5 
��

��أنشطة

��������

��رابع�����نشاط�
}�المعرفة�على��������������hنعتبر�الدالة� }0−ℝكما�يلي����:��

2 1
( )

x
h x

x

+
=��

)بين�أن��� .1 )
b

h x a
x

= ��.�عددان�حقيقيان�يطلب�تعيينهما�bو�aيث�������ح+

)بعد�حساب� .2 )h x′و�دراسة�إشارتها�شكل�جدول�تغيرات�الدالة��h.��

 :أكمل�جدولي�القيم�المواليين .3

 
710��510��310��10��x��710−��510−��310−��10−��x��
��������( )h x��

��

��������( )h x��
 

 ماذا�تلاحظ�؟ .4

 :�بين�أنه .5

��610xإذا�كان )�6فإن�≤ ) 2 ;2 10h x
− ∈ + �610و�إذا�كانx ≤ )�6فإن�− ) 2;2 10h x  ∈ − � 

 :�بحيث�Bيوجد�عدد�حقيقي�موجب�تماما�eبين�أنه�من�أجل�كل�عدد�حقيقي�موجب�تماما .6

���������������������������xإذا�كان� B≥فإن��] ]( ) 2;2h x e∈ + 

 :�بحيث�Bيوجد�عدد�حقيقي�موجب�تماما�eبين�أنه�من�أجل�كل�عدد�حقيقي�موجب�تماما .7

�xكان�إذا B≤ ]�فإن�− [( ) 2 ;2h x e∈ −��
��

��خامس�نشاط�����

}�المعرفة�على��������������fنعتبر�الدالة� }2−ℝكما�يلي����:
2 2

( )
2

x x
f x

x

− −
=

−
��

 :اليأكمل،�باستعمال�آلة�حاسبة،�جدول�القيم�المو .6

 

2.003��2.002��2.001����1.999��1.998��1.997��x��
��������������( )f x��
 

 ماذا�تلاحظ�؟ .7

2بعد�تحليل�العبارة��� .8 2x x− )���بسط�عبارة�− )f x 

 :�بحيث�αيوجد�عدد�حقيقي�موجب�تماما�eبين�أنه�من�أجل�كل�عدد�حقيقي�موجب�تماما .9

�������������0إذا�كان� 2x α< − ���0يكون���> ( ) 3f x e≤ − <��
��



 112

5 

2 3 4 5 6

2

3

4

5

6

-1

0 1

1

x

y

2 3-1-2

2

3

-1

-2

-3

0 1

1

x

y

��الدرس

��

 نهاية�غير�منتهية�عند�عدد�حقيقي

 أمــثــلة .1

}الدالة�المعرفة�على�����fلتكن�:1مثال }3−ℝ�ِبـ����:��

( )
2

1
( )

3
f x

x
=

−
�)أنظر�النشاط�الأول��(� ���

)لنا�الجدول�أن��بيني��� )f xتأخذ�قيما�كبيرة�بالقدر�الذي�نريد�شريطة�أن����
��.�بالقدر�الكافي3دد��قيما�قريبة�من�الع���xيأخذ�

��)�3إلى�xأو�لما�يؤول��(�3عند�∞+�هي�����fنقول�في�هذه�الحالة�أن�نهاية�
:�������������������و�نكتب

3
lim ( )
x

f x
→

= ��1الشكل����������������������������������������������������∞+

}�الدالة�المعرفة�على����gلتكن:2مثال� }1−ℝ�ِبـ��:��

��������������1
( )

1
g x

x
=

−
��)أنظر�النشاط�الثاني�(���

[لتان�المعرفتان�على���الدا�2gو�����1gلتكن� [�و∞+;1] ��على�الترتيب∞−1;]

):���������������حيث ) ( )1 2 ( )g x g x g x= =���

)1لنا�الجدول�أن��بيني� )g xيأخذ�قيما�كبيرة�بالقدر�الذي�نريد�شريطة�أن����

1:��بالقدر�الكافي�ومنه�1قيما�قريبة�من���xيأخذ�
1

lim ( )
x

g x
→

= +∞��

2لنا�الجدول�أن��بيني��كما ( )g x�)2 ( ) 0g x ��تأخذ�قيما�كبيرة�بالقدر)�>

��:كافي�ومنه�بالقدر�ال�1قيما�قريبة�من�العدد�xالذي�نريد�شريطة�أن�يأخذ
�1

1
lim ( )
x

g x
→

= ��2الشكل�من�اليمين�و�أن������������������������1عند�∞+�هي�gنقول�أن�نهاية�.�∞−

��:�من�اليسار�و�نكتب�1عند�∞−�هي���gنهاية�
1

1
lim ( )

x
x

g x
<

→
= ��و�∞−

1
1

lim ( )
x

x
g x

>
→

= +∞��

:���نقبل�دون�برهان�النتائج�التالية:مبرهنة���
2

1
lim

( )x a x a→
= +∞

−
،�1

lim
x

x a x a< α
→

= −∞
−

�،�1
lim

x
x a x a> α

→
= +∞

−
��

��

 المستقيم�المقارب�الموازي�لمحور�التراتيب .2

3xيقترب�بالقدر�الذي�نريد�من�المستقيم�ذو�المعادلة��)�1الشكل(�fثل�للدالة���نلاحظ�أن�المنحني�المم �و�أن�المنحني�=
1xيقترب�بالقدر�الذي�نريد�من�المستقيم�ذو�المعادلة��)�2الشكل(�gالممثل�للدالة� نقول�في�هذه�الحالة�أن�المستقيم�ذو�.�=

3x المعادلة 1x �و�أن�المستقيم�ذو�المعادلة�fهو�مستقيم�مقارب�لمنحني�الدالة�= ��.�gهو�مستقيم�مقارب�لمنحني�الدالة=

)ليكن��:فتعري��� )fCالتمثيل�البياني�لدالة��fفي�معلم�و�ليكن��aعدد�حقيقي�.����

���نقول�أن�المستقيم�∞−�أو�∞+�هي��aعند�العدد�fللدالة�)�أو�النهاية�من�اليمين�أو�من�اليسار�(��النهاية���إذا�كانت�
����xالموازي�لمحور�التراتيب�ذو�المعادلة� a=مستقيم�مقارب�للمنحني��( )fC. 

��
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��طرائق

�����1تمرين�محلول�

]المعرفة�على�fنعتبر�الدالة� [ ] ]2; 1 1;0− − :�بـِ∪−
( )

2

1
( ) 1

1
f x

x
= − +

+
)�و�ليكن� )fCتمثيلها�البياني�في�معلم�.��

)�عند�fأدرس�نهاية�الدالة� .1 )�للمنحني�ماذا�تستنتج�بالنسبة.�−1( )fC؟� 

)بعد�حساب� .2 )f x′و�دراسة�إشارتها�شكل�جدول�تغيرات�الدالة��fثم�ارسم�المنحني��( )fC.��

لدينا�حسب�المبرهنة�السابقة�)��1:حــل
21

1
lim

( 1)x x→−
= +∞

+
ه��و�من

1
lim ( )
x

f x
→−

= نستنتج�أن�المستقيم�الموازي�.�∞+

1xلمحور�التراتيب�ذو�المعادلة� = )�مستقيم�مقارب�للمنحني�− )fC. 

]�من�xمن�أجل�كل�عدد�حقيقي�)��������2 [ ] ]2; 1 1;0− − ):�ا�لدين∪− )
( )

3

2

1
f x

x
′ = −

+
 

0��������������������1−���������������2−��
x��

�����������-+�����������������������( )f x′��

�+∞��+∞���
��
�0�����������������������������������������0���

��

( )f x��
��

��

����2تمرين�محلول� ���
]المعرفة�على���fنعتبر�الدالة [ ] ]1;0 0;1− 1:�بـِ∪

( ) 1f x
x

= )�و�ليكن�+ )fCتمثيلها�البياني�في�معلم�.��

)ماذا�تستنتج�بالنسبة�للمنحني�.��0عند�fأدرس�نهاية�الدالة� .1 )fC؟� 

)بعد�حساب� .2 )f x′و�دراسة�إشارتها�شكل�جدول�تغيرات�الدالة��fثم�ارسم�المنحني��( )fC.��

��:حــل

لدينا�حسب�المبرهنة�السابقة� .1
0

0

1
lim

x
x x<

→
= −∞�،

0
0

1
lim

x
x x>

→
= و�منه∞+

0
0

lim ( )
x

x
f x

<
→

= −∞�،

0
0

lim ( )
x

x
f x

>
→

= 0xنستنتج�أن�المستقيم�ذو�المعادلة��.�∞+ )�مستقيم�مقارب�للمنحني�= )fC. 

]�من�xمن�أجل�كل�عدد�حقيقي� .2 [ ] ]1;0 0;1− ):��لدينا∪ ) 2

1
f x

x
′ = − 

1���������������������0�����������������1−��
x��

�����������-���������������������-��( )f x′��
����������������+∞����������������������0���
��
2�����������������������−∞���������������

��

( )f x��
��

��
��
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5 
��الدرس

��

 نهاية�منتهية�عند�مالانهاية

 مــثــال .1

}�المعرفة�على��������������hنعتبر�الدالة� }0−ℝكما�يلي����:� ���

�������������1
( ) 2h x

x
= ����)أنظر�النشاط�الرابع�(����+

)لنا�الجدول�الأول�أن��بيني��� )h x�2تأخذ�قيما�قريبة�من�العدد����
��.�قيما�موجبة�جد�كبيرة���xبالقدر�الذي�نريد�شريطة�أن�يأخذ�

��∞+��عند��2هي�����hنقول�في�هذه�الحالة�أن�نهاية�
lim:�������������������و�نكتب ( ) 2

x
h x

→+∞
=� ������������������������������������������������������

)لنا�الجدول�الثاني�أن��بيني�كما� )h x�2تأخذ�قيما�قريبة�من�العدد����
��.��قيما�جد�كبيرة�xسالبا�وتأخذ���xبالقدر�الذي�نريد�شريطة�أن�يكون

��∞−��عند��2هي�����hنقول�في�هذه�الحالة�أن�نهاية�
lim:�������������������و�نكتب ( ) 2

x
h x

→−∞
=��

1:������نقبل�دون�برهان�النتائج�التالية:مبرهنة���
lim 0
x x a→+∞

=
+

�،�1
lim 0
x x a→−∞

=
+

��.�عدد�حقيقي�aحيث�

��

 المستقيم�المقارب�الموازي�لمحور�الفواصل .2

)����ليكن� )D�2المستقيم�ذو�المعادلة�y ���نقطتا�Pو���Mو�لتكن�=

��( )hCو��( )Dفاصلتاهما�ن�على�الترتيب�اللتا�x�).الشكل�المقابل�(��

)�����لدينا��بالنسبة�لهذه�الوضعية� ) 2MP f x= �1و�منه−
MP

x
=��

��:��و�بما�أن

����1
lim 0
x x→+∞

��∞+�إلى��xلما�يؤول��0يؤول�إلى���MPفإن�=

���أن�المستقيم�الموازي�لمحور�الفواصلنقول�في�هذه�الحالة����
��2yذو�المعادلة� )لمنحني��مستقيم�مقارب�ل= )hCعند��+∞.��

��
���أن�المستقيم�الموازي�لمحور�الفواصل�في�هذه�الحالة�أيضانقول��∞−�عند�من�خلال�ملاحظات�مماثلة�����

��2yذو�المعادلة� )�مستقيم�مقارب�للمنحني�= )hCعند��−∞.��� � 

)����ليكن��:تعريف��� )fCالتمثيل�البياني�لدالة��fفي�معلم�و�ليكن��bعدد�حقيقي�.����

yواصل�ذو�المعادلة�������القول�أن�المستقيم�الموازي�لمحور�الف��� b=مستقيم�مقارب�للمنحني�( )fCعند��+∞���

limيعني�أن��)�∞−على�الترتيب�عند�(� ( )
x

f x b
→+∞

limعلى�الترتيب��(�= ( )
x

f x b
→−∞

=(���
��
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��طرائق

��
�����1تمرين�محلول�

}المعرفة�على�fنعتبر�الدالة�� }0−ℝِبـ�:
2

1
( ) 2f x

x
= − )�و�ليكن�+ )fCتمثيلها�البياني�في�معلم�.��

)ماذا�تستنتج�بالنسبة�للمنحني�.�هاتعريفمجموعة�حدود��عند��fأدرس�نهايات�الدالة� .3 )fC؟� 

)بعد�حساب� .4 )f x′و�دراسة�إشارتها�شكل�جدول�تغيرات�الدالة��fثم�ارسم�المنحني��( )fC.��

��:حــل
لدينا��� .1

0
lim ( )
x

f x
→

= 0xنستنتج�أن�محور�التراتيب�ذو�المعادلة�.�∞+ )�مستقيم�مقارب�للمنحني�= )fC. 

�limلدينا�� ( ) 2
x

f x
→+∞

= �limو�− ( ) 2
x

f x
→−∞

= �2yالمستقيم�الموازي�لمحور�الفواصل�ذو�المعادلة�نستنتج�أن.�− = −�

)مستقيم�مقارب�للمنحني� )fCوعند�∞+�عند��−∞ 

}�من�xمن�أجل�كل�عدد�حقيقي� .2 }0−ℝلدينا��:( ) 3

2
f x

x
′ = − 

+∞������������������0�����������������−∞�����
x��

�����������-+�����������������������( )f x′��

�+∞��+∞���
��
�2�-����������������������������������������2-��

��

( )f x��
��

��

����2تمرين�محلول� ���
}المعرفة�على������fنعتبر�الدالة }1− −ℝِ2:�بـ 1

( )
1

x
f x

x

−
=

+
)�و�ليكن� )fCتمثيلها�البياني�في�معلم�.��

)����بين�أن�المستقيم� )D�2ة�ذو�المعادلy )�مستقيم�مقارب�للمنحني�= )fCو�عند�∞−�عند��+∞��
��

yللبرهان�على�أن�المستقيم�الموازي�لمحور�الفواصل�ذو�المعادلة����:طريقة��� b=منحني�لل�مستقيم�مقارب( )fC�

limنبرهن�أن��)�∞−على�الترتيب�عند��(�∞+عند� ( ( ) ) 0
x

f x b
→+∞

− limعلى�الترتيب��(�= ( ( ) ) 0
x

f x b
→−∞

− =(���

��:حــل
��:��لدينا-1عن��يختلف���xمن�أجل�كل�عدد�حقيقي�

2 1 2 1 2 2 3
( ) 2 2

1 1 1

x x x
f x

x x x

− − − − −
− = − = =

+ + +
��

3بما�أن�
lim 0

1x x→+∞

−
=

+
���limفإن��� ( ( ) 2) 0

x
f x

→+∞
− �limو�منه�= ( ) 2

x
f x

→+∞
=��

)و�هكذا�فإن�أن�المستقيم�� )D�2ة�ذو�المعادلy )حني��مستقيم�مقارب�للمن= )fCعند��+∞���

�3و�بنفس�الكيفية�بما�أن�
lim 0

1x x→−∞

−
=

+
���limفإن��� ( ( ) 2) 0

x
f x

→−∞
− �limو�منه�= ( ) 2

x
f x

→−∞
=��

)�و�هكذا�فإن�أن�المستقيم� )D�2ة�ذو�المعادلy )�مستقيم�مقارب�للمنحني�= )fCعند��−∞���



 116

5 

��

��الدرس

��

 مفهوم�النهاية

���التعاريفبعض

��،�يوجد�على�eيعني�أنه�من�أجل�كل�عدد�حقيقي�موجب�تماما��lهي�0xعند���fالقول�أن�نهاية�الدالة����:1تعريف���
00إذا�كان�:����بحيث���αالأقل�عدد�حقيقي�موجب�تماما� x x α< − ���0يكون���> ( )f x l e≤ − <��

:��و�نكتب
0

lim ( )
x x

f x l
→

=��

��������00:ملاحظة x x α< − [�تعني�> [ ] [0 0 0 0; ;x x x x xα α∈ − +∪��

���������������������0 ( )f x l e≤ − [�تعني�> [( ) ;f x l e l e∈ − +��

��،�يوجد�eيعني�أنه�من�أجل�كل�عدد�حقيقي�موجب�تماما��lهي�∞+عند���fالقول�أن�نهاية�الدالة����:2تعريف���
xإذا�كان�:����بحيث���Bعلى�الأقل�عدد�حقيقي�موجب�تماما� B>���0يكون��� ( )f x l e≤ − <��

lim:��و�نكتب ( )
x

f x l
→+∞

=��

�����������������������

��،�يوجد�Aيعني�أنه�من�أجل�كل�عدد�حقيقي�موجب�تماما�∞+�هي�∞+عند���fالقول�أن�نهاية�الدالة����:3تعريف���
xإذا�كان�:����بحيث���Bعلى�الأقل�عدد�حقيقي�موجب�تماما� B>يكون������( )f x > Α��

lim:��و�نكتب ( )
x

f x
→+∞

= +∞��

��

��،�يوجد�Aيعني�أنه�من�أجل�كل�عدد�حقيقي�موجب�تماما�∞+�هي�∞−ند�ع��fالقول�أن�نهاية�الدالة����:4تعريف���
xإذا�كان�:����بحيث���Bعلى�الأقل�عدد�حقيقي�موجب�تماما� B< )���يكون���− )f x > Α��

lim:��و�نكتب ( )
x

f x
→−∞

= +∞��

��

�يعني�أنه�من�أجل�كل�عدد�حقيقي�موجب�تماما�∞+�بقيم�أكبر�هي�0xعند���fالقول�أن�نهاية�الدالة����:5تعريف���
Aيوجد�على�الأقل�عدد�حقيقي�موجب�تماما��،α00إذا�كان�:����بحيث x x α< − )���يكون���> )f x A>��

:��و�نكتب
0

0

lim ( )
x x

x x
f x

>
→

= +∞��

��

�يعني�أنه�من�أجل�كل�عدد�حقيقي�موجب�تماما�∞+�بقيم�أصغر�هي�0xعند���fالقول�أن�نهاية�الدالة����:6تعريف���
Aيوجد�على�الأقل�عدد�حقيقي�موجب�تماما��،α00إذا�كان�:����بحيث x x α< − )يكون������> )f x A>��

:��و�نكتب
0

0

lim ( )
x x

x x
f x

<
→

= +∞��

��

��.����������يمكنك�الحصول�على�بقية�التعاريف�بإتباع�نفس�المبدأ�السابق�:ملاحظة
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���

):��بـ�ℝِالدالة�المعرفة�على��������fلتكن� ) 2 1f x x= +��
:���باستعمال�التعريف�أثبت�أن

1
lim ( ) 3
x

f x
→

=��

��:حــل
����لإثبات�أن���

1
lim ( ) 3
x

f x
→

��،�يوجد�علىeمن�أجل�كل�عدد�حقيقي�موجب�تماما�أنه�����يكفي�أن�نبين�=

0إذا�كان�:����بحيثαقيقي�موجب�تماما����الأقل�عدد�ح 1x α< − ���0يكون���> ( ) 3f x e≤ − <��

0:�بحيثعدد�حقيقي�موجب�تماما���eليكن�:البرهان ( ) 3f x e≤ − <��

�����������0 ( ) 3f x e≤ − ���0يكافئ��> (2 1) 3x e≤ + − �0أي���> 2 2x e≤ − <��

�������0و�هذا�يعني�أن���� 2( 2)x e≤ − �����0أي�����> 2 2x e≤ − <��

������������������������0نجد�هكذا�� 2
e

x≤ − <
2

��

����0و�منه�إذا�كان��� 2
e

x≤ − <
2

���0فإن��� ( ) 3f x e≤ − <��

0للحصول�على� ( ) 3f x e≤ − ��يكفي�إذن�أخذ��>
2

e
α أو��(�=

2

e
α ≤(���

و�هكذا�إذن�����
1

lim ( ) 3
x

f x
→

=��

�����2تمرين�محلول�
[�الدالة�المعرفة�على����������gلتكن� 1:��بـِ∞+;0]

( )g x
x

=��

:���باستعمال�التعريف�أثبت�أن
0

0
lim ( )

x
x

g x
>

→
= +∞��

��:حــل
لإثبات�أن����

0
0

lim ( )
x

x
g x

>
→

= ،�يوجد�على�الأقل�Aأنه�من�أجل�كل�عدد�حقيقي�موجب�تماما�����يكفي�أن�نبين�∞+

�0إذا�كان�:����بحيثαعدد�حقيقي�موجب�تماما� x α< )���يكون���> )g x A>��

):�بحيثعدد�حقيقي�موجب�تماما���Aليكن�:البرهان )g x A>��

( )g x A>���
������
1

0A
x

> ���أي���<
1

0 x
A

< <��

و������إذا�آ�ن���
1

0 x
A

< �ن�����>�������( )g x A>��

)للحصول�على� )g x A>��1يكفي�إذن�أخذ��

A
α =���

و�هكذا�إذن�����
0

0
lim ( )

x
x

g x
>

→
= +∞��

��
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 عمليات�على�النهايات 

 ملاحظات .1

 .يتم�بصفة�عامة�حساب�نهاية�دالة�عند�كل�حد�من�حدود�مجموعة�تعريفها •

�limمن�مجموعة�تعريفها�فإن��aقابلة�للاشتقاق�عند�عدد�حقيقيfإذا�كانت�دالة • ( ) ( )
x a

f x f a
→

=. 

 .���تكون�هذه�النهاية�وحيدة�aنهاية�عند�عدد�حقيقي�fإذا�قبلت�دالة •

 اليمكن�لدالة�أن�لا�تقبل�نهاية�عند�حد�من�حدود�مجموعة�تعريفها�و�نذكر�على�سبيل�المث •

sinx:�������الدالة x→و�التي�لا�تقبل�نهاية�لما�يؤول��xإلى��+∞.��

 المبرهنات�الأولية�على�النهايات .2

�����������������fو��gدالتان��.aنقبل�دون�برهان�المبرهنات�التالية.�∞−��أو�∞+�يمثل�عدد�حقيقي�أو�:��

 :نهاية�مجموع�دالتين •

−∞��+∞��+∞��l ∈ℝ��l ∈ℝ��l ∈ℝ��lim ( )
x a

f x
→

��

−∞��−∞��+∞��−∞��+∞��l′∈ℝ��lim ( )
x a

g x
→

��

��l∞+��∞−��∞+��ح�ع�ت��∞− l′+��( )lim ( ) ( )
x a

f x g x
→

+��

��:�دالتينجداءنهاية� •

0��0��−∞��+∞��+∞��0l <��0l <��0l >��0l >��l ∈ℝ��lim ( )
x a

f x
→

��

−∞��+∞��−∞��−∞��+∞��−∞��+∞��−∞��+∞��l′∈ℝ��lim ( )
x a

g x
→

��

��l∞+��∞−��∞−��∞+��∞+��∞−��∞+��ح�ع�ت��ح�ع�ت l′×��( )lim ( ) ( )
x a

f x g x
→

×��

��:�دالتينحاصل�قسمةنهاية� •

−∞��−∞��+∞��+∞��−∞��−∞��+∞��+∞��l��l��l ∈ℝ��lim ( )
x a

f x
→

��

−∞��+∞��−∞��+∞��0l′ <��0l′ >��0l′ <��0l′ >��−∞��+∞��l
∗′∈ℝ��lim ( )

x a
g x

→
��

��ح
��ع
��ت

��ح
��ع
��ت

��ح
��ع
��ت

��ح
��ع
��ت

+∞��−∞��−∞��+∞��0��0��
l

l′
��( )

lim
( )x a

f x

g x→

 
 
 

��

���"عدم�التعيين�"�تسمى�الحالات�التي�لا�تسمح�فيها�النظريات�السابقة�من�استنتاج�النهاية�بحالات�:ملاحظة

)2:��بـ�ℝِالمعرفة�على�fإذا�اعتبرنا�الدالة��:مثال ) 2f x x x= +��

لدينا��
2lim 2

lim

x

x

x

x

→+∞

→+∞

 = +∞


= +∞

limه��و�من ( )
x

f x
→+∞

= ��و�لدينا��∞+
2lim 2

lim

x

x

x

x

→−∞

→−∞

 = +∞


= −∞

���لا�يمكننا�الاستنتاج�في�هذه�الحالة

)لإزالة�حالة�عدم�التعيين�نكتب� ) (2 1)f x x x= �و�بما�أن�+
lim

lim (2 1)

x

x

x

x

→−∞

→−∞

= −∞


+ = −∞

��limفإن ( )
x

f x
→−∞

= +∞��
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)2:��بـ�ℝِالدالة�كثير�حدود�المعرفة�على��������fلتكن� ) 2 5 3f x x x= − +.� ���
��.�عند�حدود�مجموعة�تعريفها����fأحسب�نهايات�الدالة�

��:حــل
2limبما�أن� • 2

x
x

→−∞
= �limو�������∞+ ( 5 3)

x
x

→−∞
− + = ��������limفإن�∞+ ( )

x
f x

→−∞
= +∞ 

��2limلأن���∞+�عند�fلا�يمكننا�استنتاج�نهاية� • 2
x

x
→+∞

= ����limو���∞+ ( 5 3)
x

x
→+∞

− + = −∞��

)�������نكتب� )f x2:��على�الشكل

2

5 3
( ) 2 1

2 2
f x x

x x

 
= − + 

 
��

��2limبما�أن� 2
x

x
→+∞

= ���و���∞+
2

5 3
lim 1 1

2 2x x x→+∞

 
− + = 

 
�������limفإن�� ( )

x
f x

→+∞
= +∞��

�����2تمرين�محلول�
[�الدالة�المعرفة�على����������gلتكن� [ ] [; 1 1;−∞ − − :��بـِ∪∞+

2 1
( )

1

x x
g x

x

+ +
=

+
��

[�من�xتحقق�أنه�من�أجل�كل� .1 [ ] [; 1 1;−∞ − − 1:��لدينا∪∞+
( )

1
g x x

x
= +

+
 

��.�عند�حدود�مجموعة�تعريفهاgأحسب�نهايات�الدالة� .2

��:حــل
:����علىبتوحيد�المقامات�نحصل� .1

2( 1) 1 1
( )

1 1

x x x x
g x

x x

+ + + +
= =

+ +
. 

�limبما�أن�• .2
x

x
→−∞

= �1و�∞−
lim 0

1x x→−∞
=

+
���limفإن� ( )

x
g x

→−∞
= −∞ 

�limبما�أن�•�����
x

x
→+∞

= �1و�∞+
lim 0

1x x→+∞
=

+
���limفإن� ( )

x
g x

→+∞
= +∞��

�بما�أن�•�����
1

1
lim 1
x

x
x

< −
→−

= �و−
1

1

1
lim

1x
x x< −

→−
= −∞

+
����فإن�

1
1

lim ( )
x

x
g x

< −
→−

= −∞��

�بما�أن�•�����
1

1
lim 1
x

x
x

> −
→−

= �و−
1

1

1
lim

1x
x x> −

→−
= +∞

+
����فإن�

1
1

lim ( )
x

x
g x

> −
→−

= +∞��

)��كان�بالإمكان�كتابة�:طريقة�أخرى )g xمن�أجل�كل��xمن��] [ ] [; 1 1;−∞ − − �0xو�∪∞+ :��������على�الشكل≠

2

2 2

1 1 1 11 1
( )

11
11

x
x x x xg x x

x
xx

 
+ + + + 

 = =
  ++ 
 

بما�أن����و��
2

1 1
lim 1 1
x x x→−∞

 
+ + = 

 
�1و�

lim 1 1
x x→−∞

 
+ = 

 
��

������limو�
x

x
→−∞

= lim:����نستنتج�أن∞− ( )
x

g x
→−∞

= lim:���و�بنفس�الكيفية�نثبت�أن∞− ( )
x

g x
→+∞

= +∞��

��
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 المستقيم�المقارب�المائل

 مثال .1

[�الدالة�المعرفة�على�fلتكن���� [0;+ �:�كما�يلي∞ ���

���������1 1 1
( )

2 2
f x x

x
= − +��

)باستعمال�راسم�منحنيات�تحصلنا�على� )fCالتمثيل�البياني���

)�كما�قمنا�بتمثيل�المستقيم��fللدالة )
1 1

:
2 2

y x∆ = −��

)�نقطة�من�Mلتكن� )fCفاصلتها��xو�لتكن��P���

)نقطة� ��)ل�أنظر�الشكل�المقاب.(��xلتي�فاصلتها�∆(

�������1لدينا��بالنسبة�لهذه�الوضعية� 1
( )

2 2
MP f x x

 
= − − 

 
�1و�منه

MP
x

��1و�بما�أن���=
lim 0
x x→+∞

=���

)حظ�أن�المنحنينلا.�∞+�إلى��xلما�يؤول��0يؤول�إلى��MPفإن )fCيقترب�من�المستقيم�( ��.∞+�إلى��xلما�يؤول∆(

)�أن�المستقيم�نقول�في�هذه�الحالة���� )
1 1

:
2 2

y x∆ = )�مستقيم�مقارب�للمنحني�− )fCعند��+∞.��

�������

)����ليكن��:تعريف��� )fCالتمثيل�البياني�لدالة��fفي�معلم�و�ليكن��( y:�المستقيم�ذو�المعادلة∆( ax b= +��

)أن�المستقيم�������القول���� )�مستقيم�مقارب�للمنحني∆( )fCيعني�أن�)�∞−على�الترتيب�عند��(�∞+�عند�:��

( )lim ( ) 0
x

f x ax b
→+∞

 − + = �)على�الترتيب��( )lim ( ) 0
x

f x ax b
→−∞

 − + = (���

��

):��دالة�بحيث�����fإذا�كانت�:ملاحظة ) ( )f x ax b g x= + ���limمع���+ ( ) 0
x

g x
→+∞

=�����

):����فإنه�من�الواضح�أن )lim ( ) 0
x

f x ax b
→+∞

 − + = لأن��( ) ( ) ( )f x ax b g x− + =��

)���و�بالتالي�فالمستقيم� y:�المعادلة�ذو�∆( ax b= )�مستقيم�مقارب�للمنحني+ )fCلما�يؤول��xإلى��+∞�.��

��)�∞−�إلى�xلما�يؤول�نفس�الملاحظة�(�
��

[�المعرفة�على�fتبر�الدالة�نع�����:مثال [ ] [;2 2;−∞ + ��:�كما�يلي∪∞

�����������������������
( )

2

3
( ) 2 3

2
f x x

x
= − + −

−
)ليكن���������و� )fCفي�معلم�البياني�هاتمثيل��.��

���لدينا����
( )

2

3
( ) ( 2 3)

2
f x x

x
− − + = −

−
ن������و�بما�أ

( )
2

3
lim 0

2x x→+∞
− =

−
�و�

( )
2

3
lim 0

2x x→−∞
− =

−
��

��2فإن�المستقيم�ذو�المعادلة� 3y x= − )�مستقيم�مقارب�للمنحني�+ )fCو�∞−�عند�كل�من��+∞. 

��
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[المعرفة�على�����fنعتبر�الدالة [ ] [;3 3;− ∞ + 3:��بـِ∪∞
( ) 2

3
f x x

x
= − + +

−
���

)����ليكن� )fCو�ليكن�في�نفس�المعلم�المستقيم�.��تمثيلها�البياني�في�معلم( 2yة��ذو�المعادل∆( x= − +��

)���بين�أن�المستقيم� )�مستقيم�مقارب�للمنحني�∆( )fCو�عند�∞−�عند��+∞��
��

)لإثبات�أن�المستقيم����:طريقة��� ): y ax b∆ = )قيم�مقارب�للمنحني�مست+ )fCعلى�الترتيب�عند�(∞+عند−∞(��

)��يكفي�أن�نثبت�أن )lim ( ) 0
x

f x ax b
→+∞

 − + = �)على�الترتيب��( )lim ( ) 0
x

f x ax b
→−∞

 − + = (���

[�من��xمن�اجل�كل�عدد�حقيقي�:حــل [ ] [;3 3;− ∞ + ��:لدينا�∪∞

�����������3
( ) ( 2)

3
f x x

x
− − + =

−
3أن��و�بما�

lim 0
3x x→−∞

=
−

�3و�
lim 0

3x x→+∞
=

−
��

)����فإن�المستقيم� �2yذو�المعادلة�∆( x= − )ي��مستقيم�مقارب�للمنحن+ )fCو�عند�∞−�عند��+∞��

�����2تمرين�محلول�

[المعرفة�على�gنعتبر�الدالة� [ ] [;1 1;− ∞ + :�بـِ∪∞
22 3 3

( )
1

x x
g x

x

− +
=

−
)�و�ليكن )gCتمثيلها�البياني�في�معلم���

)��:��1يختلف�عن��xبحيث�يكون�من�أجل�كل�cو�a�،bعين�الأعداد�الحقيقية� .1 )
1

c
g x ax b

x
= + +

−
 

)استنتج�أن� .2 )gCيقبل�مستقيما�مقاربا�مائلا�( )أدرس�وضعية�.��يطلب�تعيين�معادلته∆( )gCبالنسبة�إلى�( )∆��
��

)لدراسة�وضعية�المنحني���:طريقة��� )gCالممثل�لدالة��gبالنسبة�إلى�المستقيم��( ) : y ax b∆ = ���نقوم�بدراسة+

)����إشارة�الفرق� ) ( )g x ax b− +��

���:حــل

)���:�1يختلف�عن��xكل�أجللدينا�من .1 )2

1 1

ax a b x b cc
ax b

x x

+ − + − +
+ + =

− −
 

)،��1عن��يختلفxمن�كلو�منه�حتى�يكون،� )
1

c
ax b g x

x
+ + =

−
:��يكفي�أن�يكون

2

3

3

a

a b

b c

=


− + = −
− + =

��

����2aنجد� =�،1b = �2cو�− �1��:2يختلف�عن��xكل�أجلمن��و�منه�فإن�=
( ) 2 1

1
g x x

x
= − +

−
��

�2أنبما .2
lim 0

1x x→+∞
=

−
)�و�فإن��المستقيم� ) : 2 1y x∆ = )مستقيم��مقارب�لـِ− )gCو�عند�∞−عند�+∞. 

):��1يختلف�عن��xكل�أجلمن����لدينا�� )
2

( ) 2 1
1

g x x
x

− − =
−

���

[من�أجل� • [;1x ∈ − ∞�،( )( ) 2 1 0g x x− − )�و�منه�يقع�المنحني�> )gCتحت�المستقيم��( )∆ 

[من�أجل� • [1;x ∈ + ∞�،( )( ) 2 1 0g x x− − )ي��و�منه�يقع�المنحن< )gCفوق�المستقيم��( )∆��
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5 
���الدرس

 

 البحث�عن�المستقيم�المقارب�المائل
)�في�معلم���نعتبر������������� ), ,O I Jللمستوي��المنحني�( )fCلدالة��الممثل��f.��

)و�ليكن���� y:��ذو�المعادلة�المستقيم∆( ax b= +( )0a ≠��

lim:��نفرض�أن��� ( )
x

f x
→+∞

= �limأو�∞+ ( )
x

f x
→+∞

= �limأو�∞− ( )
x

f x
→−∞

= �limأو�∞+ ( )
x

f x
→−∞

= −∞��

)ن�نفرض�أ .1 )�للمنحني�مقارب�مستقيم�∆( )fCعند��+∞ 

)ومنه�حسب�التعريف� )lim ( ) 0
x

f x ax b
→+∞

 − + = ��

):������نضع )( ) ( )g x f x ax b= − )�و�منه�+ ) ( )f x g x ax b= + �limحيث�+ ( ) 0
x

g x
→+∞

=���

��:��0يختلف�عن�xلدينا�من�أجل�كل�عدد�حقيقي�
( ) ( ) 1

( )
f x g x ax b b

g x a
x x x x

+ +
= = × + +��

���1بما�أن�
lim ( ) 0
x

g x
x→+∞

× ��limو�= 0
x

b

x→+∞
)���فإن���= )

lim
x

f x
a

x→+∞
=��

)����لدينا�من�جهة�ثانية��� ) ( )f x ax g x b− = �limو�بما�أن���+ ( ) 0
x

g x
→+∞

]���فإن����= ]lim ( )
x

f x ax b
→+∞

− =��

)�إذا�كان�المستقيم�:1الخلاصة y:�ذو�المعادلة∆( ax b= +( )0a )مستقيما�مقاربا�للمنحني≠ )fCعند��+∞���

)���فإن� )
lim
x

f x
a

x→+∞
]��و��= ]lim ( )

x
f x ax b

→+∞
− =��

):������نفرض�أن .2 )
lim
x

f x
a

x→+∞
]��و�= ]lim ( )

x
f x ax b

→+∞
− = 

)من�الواضح�أن���� )lim ( ) 0
x

f x ax b
→+∞

 − + = و�منه�فإن�المستقيم��( y:�ذو�المعادلة∆( ax b= �مقارب�مستقيم�+

)للمنحني� )fCعند��+∞.��

)�إذا�كانت�:2الخلاصة )
lim
x

f x
a

x→+∞
]��و�= ]lim ( )

x
f x ax b

→+∞
− )�فإن�المستقيم�= y:�ذو�المعادلة∆( ax b= +�

)�للمنحني�مقارب�مستقيم )fCعند��+∞.��

��∞−�إلى��xننجز�برهانا�مماثلا�لما�يؤول�:ملاحظة�����

��

)����ليكن��:نتيجة��� )fCالتمثيل�البياني�لدالة��fفي�معلم�و�ليكن��( y:�المستقيم�ذو�المعادلة∆( ax b= +( )0a ≠��

)يكون�المستقيم�� )�مستقيما�مقاربا�للمنحني∆( )fCإذا�و�فقط�إذا�تحقق�ما�يلي�)�∞−على�الترتيب�عند��(�∞+�عند�:��

( )
lim
x

f x
a

x→+∞
]��و��= ]lim ( )

x
f x ax b

→+∞
− =��

��

)على�الترتيب�(� )
lim
x

f x
a

x→−∞
]��و��= ]lim ( )

x
f x ax b

→−∞
− =(���

��
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5 

��

��طرائق

��

��تمرين�محلول�����

[المعرفة�على�fنعتبر�الدالة� [ ] [ ] [; 1 1;1 1;−∞ − − +∞∪ :����بـِ∪
3 2

2

3 3
( )

1

x x
f x

x

+ −
=

−
���

)�����و�ليكن� )fCتمثيلها�البياني�في�معلم�.��

 .عند�حدود�مجموعة�تعريفها�fأحسب�نهايات�الدالة� .1

)عين�بمعادلاتها�المستقيمات�المقاربة�للمنحني� .2 )fC. 

��:حــل

:������لدينا• .1

3

3 3

2
22

3 3 3 31 1
lim ( ) lim lim

11
11

x x x

x
x x x xf x x

x
xx

→−∞ →−∞ →−∞

 
+ − + − 

 = = ×
  −− 
 

 

:��بما�أن
3

3 3
lim 1 1
x x x→−∞

 
+ − = 

 
�و�

2

1
lim 1 1
x x→−∞

 
− = 

 
�limو�

x
x

→−∞
= �limفإن�∞− ( )

x
f x

→−∞
= −∞��

lim:�بإتباع�نفس�الطريقة�نثبت�أن ( )
x

f x
→+∞

= +∞��

):������لدينا•����� )
1 1

3 2

1 1

1 1
lim ( ) lim 3 3

1 1x x
x x

f x x x
x x< − < −

→− →−

  
= + −   

− +  
��

):�بما�أن )
1

3 2

1
lim 3 3 1
x

x
x x

< −
→−

+ − = و�−
1

1

1 1
lim

1 2x
x x< −

→−

 
= − 

− 
�و�

1
1

1
lim

1x
x x< −

→−

 
= −∞ 

+ 
��

���فإن�
1

1
lim ( )
x

x
f x

< −
→−

= −∞��

:�بإتباع�نفس�الطريقة�نثبت�أن
1

1
lim ( )
x

x
f x

> −
→−

= +∞�،
1

1
lim ( )

x
x

f x
<

→
= −∞�،

1
1

lim ( )
x

x
f x

>
→

= +∞��

��
 :و�اللذين�معادلتاهمامن�نتائج�حساب�النهايات�نستنتج�أن�المستقيمين�الموازيين�لمحور�التراتيب�• .2

�1x = �1xو�− )�مستقيمان�مقاربان�للمنحني�= )fC. 

�limلدينا�•����� ( )
x

f x
→+∞

= �limو�∞+ ( )
x

f x
→−∞

= ��قيم�مقارب�مائل���و��منه�إمكانية�وجود�مست∞−

:�لدينا�من�جهة

3
3 2 3 3

2
3

2 2

3 3 3 3
1 1

( ) 3 3 1
lim lim lim lim 1

1 11
1 1

x x x x

x
f x x x x x x x

x x x
x

x x

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

   
+ − + −   + −    = × = = =

−    
− −   

   

��

]:�و�لدينا�من�جهة�ثانية ]

2
2 2 2

2
2

2 2

1 3 1 3
3 3

3 3
lim ( ) lim lim lim 3

1 11
1 1

x x x x

x
x x x x x x

f x x
x

x
x x

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

   
+ − + −   + −    − = = = =

−    
− −   

   

��

):���������لدينا�إذن )
lim 1
x

f x

x→+∞
]�������و������= ]lim ( ) 3

x
f x x

→+∞
− =��

)و�بالتالي�المستقيم� ) : 3y x∆ = )لمنحني��مستقيم�مقارب�ل+ )fCنفس�النتيجة�عند�.(�∞+�عند�−∞(���
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��

��الدرس

��

 دراسة�دالة

��تمهيد
 
���بعد�ما�تطرقنا�إلى�حساب�المشتقات�و�تطبيقاتها�في�استنتاج�اتجاه�تغير�دالة�و�من�تم�القيم�الحدية�������������

��د�التطرق�إلى�حساب�النهايات�و�دراسة�السلوك�التقاربي�لمنحني�دالة�أَضحى�من�الممكن�جدا�دراسة�دالة��و�بع
��نقترح�فيما�يلي�مخططا�لدراسة�دالة�علما�أنه�يمكن�إجراء�تغيير�جزئي�عل�الترتيب�المقترح�.��و�تمثيلها�بيانيا�

��.�روسة���كما�يمكن�إلغاء�بعض�المراحل�و�ذلك�حسب�طبيعة�الدالة�المد
��

��مخطط�دراسة�دالة
 

 مجموعة�التعريف .�1

 .تحديد�مجموعة�تعريف�الدالة�إذا�لم�تكن�قد�أعطيت�في�النص •

 قصد�تقليص�مجموعة�الدراسة�)��في�الحالات�الممكنة�(�دراسة�شفعية�الدالة�أو�دوريتها� •

 .و�تحديد�مراكز�أو�محاور�تناظر�المنحني�الممثل�للدالة��

 

 موعة�الدراسةحساب�النهايات�عند�حدود�مج .�2

 

 دراسة�اتجاه�تغير�الدالة .�3

 حساب�المشتقة�على�المجالات�التي�تقبل�عليها�الدالة�الاشتقاق •

 .دراسة�إشارة�المشتقة�و�استنتاج�اتجاه�تغير�الدالة •

 .تحديد�القيم�الحدية�في�حالة�وجودها •

 

 تشكيل�جدول�تغيرات�الدالة .�4

 

 تحديد�المستقيمات�المقاربة .�5

 

 التمثيل�البياني�للدالة .�6

 .�المقاربةترسم�المستقيما •

 تمثيل�بعض�النقط�المساعدة�من�خلال�حساب�إحداثياتها�و�نذكر�بصفة�خاصة�النقط�الحدية •

 .�و�نقط�تقاطع�المنحني�مع�محوري�الإحداثيات

 .رسم�المماسات�عند�القيم�الحدية�و�أخرى�مطلوبة�في�النص •

 .�استغلال�عناصر�تناظر�المنحني�إن�وجدت •
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��

��طرائق
��

��تمرين�محلول�����

:���ِـ�ا
�����ا
�ا
�����fلتكن
1

( )
sin

f x
x

)ليكن�و�= )f
Cمعلم�متعامدفيتمثيلها�البياني���( ); ;O i j

� ��
.��

بين�أن�المستقيم�ذو�المعادلة.�اأدرس�شفعيتها�و�دوريته.�fعين�مجموعة�تعريف .1
2

x
π

�محور�تناظر�=

)لـِ )fC�.ةاستنتج�أنه�يكفي�دراسة�الدالf�0على�المجال�;
2

π 
  

. 

أحسب� .2
0

lim ( )
x

f x
>→

;�0على�المجال��fثم�أدرس�اتجاه�تغير�الدالة
2

π 
  

)أرسم�المنحني�. )fC. 

��:حــل
}لدينا�• .1 }/

f
D k kπ= − ∈ℝ ℤلأن���:sin 0x ��xيكافئ��= k π=حيث��kعدد�صحيح���

�إضافة�إلى�كون�•����������
f

Dنعلم�أنه�من�أجل�كل�عدد�حقيقي�0متناظر�بالنسبة�إلى�x�:( )sin sinx x− = −��

�من��xأجل�كل�عدد�حقيقي�و�منه�لدينا�من
f

D�:
f

x D− )�و�∋ ) ( )f x f x− = ��.�فرديةfنستنتج�أن�الدالة.�−

sinx:الدالةنعلم�أن�•���������� x֏�2دالة�دورية�πدور�لها�و�منه�الدالة�f�2دورية�وπدور�لها�.��

)�نعتبر�معلما�جديدا•���������� ); ,i jΩ
� ��

0,�حيث�
2

π 
Ω 
 

:��و�منه�دساتير�تغيير�المعلم�هي
2

x X
π

= �yو�+ Y=��

)معادلة )fCى�بالنسبة�إل�( ); ,i jΩ
� ��

1:�هي

cos
Y

X
������sinلأن���= cos

2
X X

π 
+ = 

 
��

�1:ا� ا���من�الواضح�أن�

cos
X

X
:�ذو�المعادلة�دالة�زوجية�و�منه�المستقيم�֏

2
x

π
)�محور�تناظر�لـِ= )f

C.��

[�و�لتكن�2πنكتفي�بدراستها�على�مجموعة�طولها�fدور�لـ2πِبما�أن� [ ] [;0 0;π π− �و�بما�أنها�فردية�نقلص�∪+

[�الدراسة�مثلا�على�المجال [0;π�.و�علما�أن�المستقيم:�
2

x
π

)�محور�تناظر�لـِ= )f
C�0نكتفي�بدراستها�على;

2

π 
  

.��

2. 
0 0

1
lim ( ) lim

sinx x

f x
x> >

→ →
= = :��لأن∞+

0
lim sin 0

x

x
>

+

→
)و�منه�محور�التراتيب�مستقيم�مقارب�لـِ= )f

C 

( ) 2

cos

sin

x
f x

x
′ = ;�0منxمن�أجل�كل :�و�منه−

2

π 
  

�،( ) 0f x′ ;�0متناقصة�تماما�علىfإذن.�≥
2

π 
  

.��

��
��

2

π��������������������0��x��

-��( )f x′��

����������������+∞���
��

1���
( )f x��

��
��
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5 
��أعمال�موجهة

��
 دراسة�دالة�كثير�حدود�من�الدرجة�الثالثة 

 دراسة�مثال .1

[�المعرفة�على����������������������fنعتير�الدالة [;−∞ + )3:��بـِ∞ ) 3 1f x x x= − +��

)���و�ليكن� )f
Cتمثيلها�البياني�في�معلم�متعامد�و�متجانس��( ); ;O i j

� ��
.��

lim:�بين�أن � ( )
x

f x
→−∞

= �limو�∞− ( )
x

f x
→+∞

= +∞ 

):��لديناxتحقق�أنه�من�أجل�كل�عدد�حقيقي� � ) ( )23 1f x x′ =  .f،�اتجاه�تغيرxنتج،�حسب�قيم�است�.�−

 .fشكل�جدول�تغيرات�الدالة �

)أكتب�معادلة�للمستقيم � )�مماس�المنحني∆( )fCالمنحنيأدرس�وضعية.��0عند�النقطة�دات�الفاصلة��( )fC�

)بالنسبة�إلى�المستقيم ]�في�المجال∆( ]1; 1− +. 

 

)�����نلاحظ�أن�المنحني )f
Cنقطة�انعطاف�،�النقطة�هذهتسمى.�0ات�الفاصلة�ذ�يخترق�مماسه�عند�النقطة��

)للمنحني )fC��
 

)بعد�حساب� � )2f )�و�− )2fارسم��( )�و�∆( )fCمحددا�المماسين�عند�النقطتين�( )�و�−3;1( )1; 1−. 

)�النقطة�التي�إحداثياهاΩنسمي � )بين�أن�معادلة.�1;0( )fCنسبة�إلى�المعلم�( ); ;i jΩ
� ��

3:�هي 3Y X X= − 

:3ثم�تحقق�أن�الدالة� 3g X X X−֏مادا�تستنتج؟�.��دالة�فردية��
)ن�المنحنينلاحظ�أ � )fCِيقطع�محور�الفواصل�في�ثلاث�نقط�نرمز�إلى�فواصلها�بـ��:α�،βو��γ. 

(0)لدينا� 1f )�و�= )1 1f = )��و�منه�− ) ( )0 1 0f f× 0:��يحققαنستنتج�أن�أحد�الحلول�و�ليكن.�> 1< α <.��

0,3باتباع�نفس�المنهجية�بين�أن� < α < 0,4.��
,��0و�0,3مادا�تمثل�كل�من� ��؟��αبالنسبة�إلى�4

��.�βبالنقصان�للعدد�0.1عين�قيمة�مقربة�إلى�.��موجب�تماماβنفرض�أن� �

 تطبيق .2

[�المعرفة�على����������������������fنعتير�الدالة [;−∞ + 3:��بـِ∞ 2( ) 3 4f x x x= + −��

)���و�ليكن� )f
Cتمثيلها�البياني�في�معلم�متعامد�و�متجانس��( ); ;O i j

� ��
.��

 .شكل�جدول�تغيراتها�fبعد�دراسة�تغيرات�الدالة� �

):�لديناxتحقق�انه�من�أجل�كل�عدد�حقيقي � ) ( ) ( )
2

2 1f x x x= + عين�فواصل�نقط�تقاطع�.�−

)المنحني )f
Cمع�محور�الفواصل�ثم�ارسمه�. 

)بين�أن�المنحني � )fCيقبل�مركز�تناظر�يطلب�تعيينه�. 

��

3:المنحني�الممثل�للدالة:�ملاحظة 2
x ax bx cx d+ + �0aحيث֏+ ��.�يقبل�دائما�مركز�تناظر≠

��
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��

� �أعمال�موجهة� ���

��

 دراسة�دالة�تناظرية 

 :تعريف .1

ax:�من�الشكل��fنسمي�دالة�تناظرية�كل�دالة b
x

cx d

+

+
���أعداد�حقيقية��dو�a�،b�،cحيث�֏

��0cمع� �0adو�≠ bc− ≠��
��

�0cفي�حالةfما�هي�طبيعة�الدالة � �0dو=  ؟≠

0adرطفسر�لمادا�يفرض�الش � bc− ≠. 

عين �
f

Dمجموعة�تعريف�الدالة�fثم�بين�أنه�من�أجل�كل�xمن�
f

D:( )
( )

2

ad bc
f x

cx d

−
′ =

+
 

 دراسة�مثال .2

2:������المعرفة��بـ��fِنعتير�الدالة������������ 1
( )

1

x
f x

x

−
=

−
����

)و�ليكن� )f
Cتمثيلها�البياني�في�معلم�متعامد�و�متجانس��( ); ;O i j

� ��
.��

عين �
f

Dمجموعة�تعريف�الدالة�f 

�من�xبحيث�من�أجل�كل�bوaن�عددين�حقيقيينعي �
f

D:( )
1

b
f x a

x
= +

−
 

�عند�أطراف�مجموعة�التعريفfعين�نهايات�الدالة �
f

D�.استنتج�أن�المنحني( )f
Cيقبل�مستقيمين��

 .مقاربين�يطلب�تعيين�معادلتيهما

 .�ثم�شكل�جدول�تغيراتهاfأدرس�اتجاه�تغير�الدالة �

)عين�نقط�تقاطع� � )f
Cعين�نقط�المنحني.��مع�محوري�الإحداثيات( )f

Cالتي�يكون�عندها�المماس��

y:موازيا�للمستقيم�دو�المعادلة x= )أرسم�هده�المماسات،�المستقيمات�المقاربة�و�المنحني.− )f
C. 

)تحقق�أن�المستقيمين�المقاربين�يتقاطعان�في�النقطة � )1;2Ω�.بين�أنΩمركز�تناظر�للمنحني�( )f
C. 

 تطبيق .3

3:����المعرفة��بـ�fِنعتير�الدالة����
( )

2 1

x
f x

x

−
=

+
)��و�ليكن� )f

Cتمثيلها�البياني�في�معلم���( ); ;O i j
� ��

.��

 .شكل�جدول�تغيراتها�fبعد�دراسة�تغيرات�الدالة� �

)�للمنحنيعين�بمعادلاتها�المستقيمات�المقلربة � )f
C. 

)عين�نقط�تقاطع� � )f
Cأرسم�المستقيمات�المقاربة�و�المنحني�.�مع�محوري�الإحداثيات( )f

C. 

)بين�أن�نقطة�تقاطع�المستقيمين�المقاربين�مركز�تناظر�للمنحني � )f
C. 

ax:يسمى�المنحني�الممثل�لدالة�تناظرية�من�الشكل:�ملاحظة���������� b
x

cx d

+

+
��0cمع�֏ �0adو�≠ bc− ≠��

d:المقاربين�هما�همستقيمي�معادلتا�قطعا�زائدا�����������
x

c
= �aو�−

y
c

=��
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��مسائل�محلولة

��
)��نعتبر�في�معلم�متعامد�و�متجانس ); ;O i j

� ��
)�النقط )1;2A −،( )1;0B −،( )0;2Cو�( );0M x�1حيثx < −.��

)��المستقيم )AMيقطع�محور�التراتيب�في�النقطة�N.��
 .�ABMو��OMN،CANو�مساحات�المثلثات�Nكل�من�ترتيب�النقطةxأحسب�بدلالة .�1

[ا
�ا
��ا
����������fلتكن .2 [; 1−∞ :���ِـ−
2

( )
1

x
f x

x
= −

+
)ليكن�و� )f

Cالمعلمفيمنحنيها���( ); ;O i j
� ��

. 

• ����
��ا�� !�OMN�� � "
�%�ا$��اد�ا��&'()*�+,-��a،bو�c+4,5ن�*%�أ1+�آ���"��x�%*�] [; 1−∞ − 

( )
1

c
f x ax b

x
= + +

+
��

[���fأدرس�<=��ات�.∞−�و��(�−��1(��fأدرس�78)5!6 • [; 1−∞ ��@,+��1ول�<=��ا<7)−A. 

)" �Bأن�< • )f
C%��%�* )ر��� !�*�+C 5�( )1Dو( )2D(�5ه��">�&�E5��.�%*�Fآ��)أر' )1D،( )2Dو�( )f

C. 

3. ���G�6ه�(*x����
��.�أM=��*)��5,%؟�أH��JK�)��&ه��Iا
��)�OMN�Hا
!�6<,4ن�*%�أ*�(7�1�H(��ا

��
 

)بفرض .�1 )0;N αو�علما�أن�Nتنتمي�على�المستقيم�( )AM� 

AMط�الخطي�للشعاعين�����و�باستعمال�مثلا�شرط�الارتبا
�����

�ANو
�����

��

2:�������������������������������نجد

1

x

x
α =

+
��

��:�بـ�ABMِو���OMN،CANإذا�رمزنا�إلى�مساحات�المثلثات
��:وبتطبيق�قاعدة�حساب�مساحة�مثلث�نجدعلى�الترتيب����3و��1�،2

������
2

1
1

x

x
= −

+
�،2

1

1x
= −

+
�3و� 1x= − −���

)نلاحظ�أن .�2 )1 f x=و�علما�أن��: 

1 2 0 3= + +� � � ��OBACل�هي�مساحة�المستطي��0حيث�

):�������نجد )
1

1
1

f x x
x

= − + −
+

��

[�*%�xمن�أجل�كل [; 1−∞ −:( )
( )

( )
2

2

1

x x
f x

x

+
′ = −

+
��

��1−������������������2−�������������−∞��x��
����������+�������������0���������-��( )f x′��

�����+∞��������������������������������+∞���
���������������������������
�������������������������4������������������

��

( )f x��
��

):���لدينا )1 : 1D x = )���و���− )2 : 1D y x= − +��

��ا�%$#"�تي�تكون�من�أجلها�الxقيمة .�3&�'�OMN()*أ� 

1:���و�لدينا�في�هده�الحالة-�2هي��%�+������� 4=�.��
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� �مسائل�محلولة� ���

��

1. fدالة�معرفة�على] [2;D = ):��بـِ∞+ )
1 2

1
2 2

f x x
x

= + +
−

 

)و�ليكن� )f
Cمنحنيها�البياني�في�معلم�متعامد�و�متجانس�.��

)�ثم�بين�أن�Dعند�حدودfأدرس�نهايات)��ا )f
Cيقبل�مستقيمين�مقاربين���

( )�و∆( ��.�يطلب�تعيين�معادلتيهما∆′(
)شكل�جدول�تغيراتها�ثم�أرسم.fأدرس�اتجاه�تغير)�ب )∆،ٍ( )�و∆′( )f

C.��
)مثلنا�في�الشكل�المقابل�مخروطا .�2 )Γهاع�ارتفhنصف�قطر�قاعدته�،r 

��A،O،I،Hالنقط.��1و�نصف�قطرها�Oو�محيطا�بسطح�الكرة�التي�مركزها
)�تنتمي�إلى�نفس�المستوي�حيث�Jو ) ( )OI AJ⊥و�( ) ( )AH HJ⊥.��

)�نضع ) ( )
1

2
g h V h=حيث�( )V hهو�حجم�المخروط�( )Γ.�2أنتحققh >��

)���������������أحسب )V hبدلالة�hعين�1ثم�باستعمال�نتائج�السؤال�hبحيث�يكون�( )V hأصغر�ما�يمكن�.��
����

1. 
2

1
lim

2x x>
→

= +∞
−

)ه��و�من )
2

lim
x

f x
>

→
= )المستقيم.∞+ �2xذو�المعادلة∆( )��'�0��1203رب��ِـ= )f

C��

�1
lim 0

2x x→+∞
=

−
�1و

lim 1
2x

x
→+∞

 
+ = +∞ 

 
)�و�منه )lim

x
f x

→+∞
= +∞��

�( )
1 2

lim 1 lim 0
2 2x x

f x x
x→+∞ →+∞

  
− + = =   −  

)�و�منه �1ذو�المعادلة�∆′(
1

2
y x= )�ِـ��مستقيم�مقارب+ )fC.��

)،��Dمنxمن�أجل�كل� )
( )

( )
2

4

2 2

x x
f x

x

−
′ =

−
0xبما�أن.� )�و< )

2
2 2 0x − )�فإن�إشارة< )f x′من�نفس���

)����إشارة )4x −.��

+∞�����������������4����������������2��x��
���+������������������0����������-��( )f x′��

+∞������������������������������+∞��
��

���������������������4��

��
( )f x��

��
�2hمن�قطرها�و�منهبما�أن�المخروط�يحيط�بسطح�الكرة�فإن�ارتفاعه�يكون�بالضرورة�أكبر�تماما .�2 >. 

�2نعين�في�البداية
r�.لدينا��tan

OI
OAI

AI
��tanو=

HJ
HAJ

AH
��و�بما�أن�= �OAI HAJ=فإن��OI HJ

AI AH
=��

�و�منه
2

2

2

h
r

AI
)�نجد��AIOو�بعد�تطبيق�مبرهنة�فيثاغورس�في�المثلث.�= )2 2AI h h= �2و�منه−

2

h
r

h
=

−
��

�( ) ( )
( )

( )
2

21 1 1

2 2 3 3 2 2 3

h
g h V h r h f h

h

π π
π= = × = × =

−
)يكون.� )V h�4من�أجل�أصغر�ما�يمكن�h =.��
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��

� �� ��قيةأعمال�تطبي�
� �� ���

 وجود�مستقيم�مقارب�مائل 

ABCD�1مربع�حيث��AB ���على�نصفMتتغير�نقطة.�=
]المستقيم� )Bz.النقط�A،Bو�Mفي�استقامية�.��

)يتقاطع�المستقيمان )DMو�( )BCفي�النقطة��N.��

BMنضع� x=��
��

��BMNحساب�مساحة�المثلث .1
 .xدلالة��بBNعبر�عن� �

)�بالرمزBMNنرمز�إلى�مساحة�المثلث� � )f x�.بين�أن�:( )
( )

2

2 1

x
f x

x
=

+
 

 استعمال�الحاسبة�و�المجدول .2

)����������������ليكن� )Cالتمثيل�البياني�للدالة��fفي�معلم�متعامد�و�متجانس�.��

)مثل� � )Cعلى�شاشة�الحاسبة�البيانية�. 

 .�كما�هو�موضح�في�الجدول�أسفلهfأنجز�باستعمال�مجدول�ورقة�حساب�خاصة�بقيم�للدالة �

 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 �مائلتخمين�حول�وجود�مستقيم�مقارب .3

)�خمن�وجود�مستقيم�مقارب�مائل�2السؤال�جباستعمال�نتائ � )∆ 

)�للمنحني� )Cيطلب�تحديد�معادلة�له�. 

)اثبت�أن�المستقيم� � )�هو�فعلا�مستقيم�مقارب�للمنحني∆( )C. 

)�أدرس�وضعية � )Cبالنسبة�إلى��( )∆. 

)مثل� � )Cو��(   .�على�شاشة�الحاسبة�البيانية∆(

 
��
��
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��أ�
	��أم�����

���أجب�بصحيح�أم�خاطئ    ��5إلى� ���1بالنسبة�للتمارين�من�
���xد�حقيقي�من�أجل�كل�عد�����1

�0xإذا�كان� )�و�< )
2

f x
x

)�فإن�< )lim 0
x

f x
→+∞

=��

���xمن�أجل�كل�عدد�حقيقي�������2

0xإذا�كان� )�و�< )
3 3

1 1f x
x x

− ≤ ≤ ���فإن+

��������( )lim 1
x

f x
→+∞

=��

���xمن�أجل�كل�عدد�حقيقي�������3

0xإذا�كان� )�و�< )
5 5

1 2f x
x x

+ ≤ ≤ ���فإن�+

����( )1 lim 2
x

f x
→+∞

≤ ≤��

)إذا�كان���4 )lim 2
x

f x
→−∞

= ��لبياني�للدالة�فإن�التمثيل�ا−

�����f�2لا�يقطع�المستقيم�ذي�المعادلة�y = −���
�5���fو��gدالتان�معرفتان�على��{ }1−ℝحيث�:��

4
( ) 2

1
f x x

x
= + −

−
�4و�

( ) 2
1

x
g x x

x
= + +

−
��

)�المستقيم� �2yالذي�معادلته�∆( x= �مستقيم�مقارب�مائل�+
)لـ )

f
Cو�لـ��( )

g
C��

 تأسئلة�متعددة�الاختيارا

سبة�إختر�الجواب�الصحيح�من�بين�الأجوبة�المقترحة�بالن
�����9إلى�����6للتمارين�من

�6������fدالة�معرفة�على��ℝحيث��
2

2 1
( )

4

x
f x

x

−
=

+
��

���lim ( ) ...
x

f x
→−∞

=��

1�(1

4
−���������������2�(2��������������3�(0��

�7����fدالة�معرفة�على��{ }2− −ℝحيث��:��

������4 3
( )

2

x
f x

x

−
=

+
���

�( )
f

Cمنحني�الدالة�fيقبل�مستقيم�مقارب�معادلته�:��

1�(4y =������2�(3y = −�������3�(2y = −���
�8����fو��gدالتان�يحققان�الشرطين����
��lim ( )

x
g x

→+∞
= )���و�∞+ ) ( )f x g x≥��

lim:�إذن ( ) ...
x

f x
→+∞

=���

1�(0������������2�(−∞���������3�(+∞��
��

 ��
�9���fدالة�معرفة�على��+

ℝو�تمثيلها�البياني��( )
f

Cيقبل��

3:مستقيما�مقاربا�معادلته

2
y = ��...�معناه�−

1�(3
( )

2
f x x= −��

2�(
3

2

lim ( )
x

f x
→−

= −∞���

3�(3
lim ( )

2x
f x

→+∞
= −���

�����12إلى������10بالنسبة�للتمارين�من
���عين�مجموعة�تعريفها�fباستعمال�جدول�تغيرات�الدالة�

��و�النهايات�عند�حدود�مجموعة�التعريف
�10��
 

+∞�������2�����������1-�������−∞��x��
����������+�������-+���������������'( )f x��

1������������������������0���
������������3-��������������������−∞�����

( )f x

��
 

11��
��

+∞��������������0��������������−∞��
x��

-��-��'( )f x��
�������������+∞��������������������2�����

�2�������������������−∞������������������
( )f x��

��
�12���
��

+∞�������1����������0��������2-��x��
+��+����������+���'( )f x��

2��

��������−∞��
�+∞��

�����������������1-��
( )f x��

�13���f�،�g�،�h�،�kدوال�معرفة�على���

] [ ] [; 1 1;−∞ − ∪ − ��:نعلم�أن��.�∞+

lim ( ) 1
x

f x
→−∞

=،
1

lim ( )
x

f x
→−

>
= +∞،�lim ( ) 1

x
f x

→+∞
=��

lim ( )
x

g x
→+∞

= +∞،�
1

lim ( )
x

g x
→−

= −∞���

lim ( ) 1
x

k x
→−∞

=،�lim ( ) 1
x

k x
→+∞

=،
1

lim ( ) 0
x

k x
→−

<
=��

lim ( ) 0
x

h x
→−∞

=،�
1

lim ( )
x

h x
→−

= −∞،lim ( ) 0
x

h x
→+∞

=��

��

0 0 

0 

 

��ا
!�)ر%5
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��أنسب�لكل�دالة�منحنيها�البياني
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��
��
��

���
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)أثبت�ان�المستقيم�)�1 )D�3الذي�معادلته�y �مستقيم�مقارب�=
)للمنحني )Cالممثل�للدالة��f��

)ادرس�وضعية�)�2 )Cبالنسبة�للمستقيم��( )D��
44�fدالة�معرفة�على��{ }2D = −ℝبالعبارة�:��

����������2 1
( )

2

x
f x

x

−
=

−
��

�بحيث�من�أجل�كل��bو�aأثبت�أنه�يوجد�عددين�حقيقيين�)�1

):��يكون�Dمن�xعدد� )
2

b
f x a

x
= +

−
��

)استنتج�أن�المستقيم�)�2 �2yالذي�معادلته�∆( = �مقارب�−
)لـ )Cمنحني�الدالة��f.��
)ادرس�وضعية�)�3 )Cبالنسبة�للمستقيم��( )∆��

45��fدالة�عددية�معرفة�على��] [ ] [; 1 1;−∞ − ∪ − +∞���

�1:بالعبارة������
( ) 2 1

1
f x x

x
= − +

+
��

)أثبت�أن�المستقيم�)�1 �2الذي�معادلته�∆( 1y x= �مقارب�−
)للمنحني )Cالممثل�للدالة��f.��

)ادرس�الوضع�النسبي�لـ�)�2 )Cو��( )∆.���
46��fدالة�معرفة�على��{ }3D = −ℝعبارة�بال:��

����������
22 1

( )
3

x
f x

x

−
=

−
��

�حيث�من�أجل�كل�عدد��cو�a�،�bأوجد�الأعداد�الحقيقية�)�1

)�:�يكون�Dمن�xحقيقي� )
3

c
f x ax b

x
= + +

−
��

)استنتج�أن�المستقيم�)�2 �2الذي�معادلته�∆( 6y x= +�
)مقارب�مائل�للمنحني )Cالممثل�للدالة��f.��
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)�المنحني�47 )C1ث�مستقيمات�مقاربة���لدالة�يقبل�ثلا( )d��

2( )d�3و�( )dفقط�حيث�:��
 
 
 
 
 
 
��
��
��
��
��
��
��
��
��
�aعدد�حقيقي�غير�معدوم���
��من�بين�الدوال�التالية�ما�هي�التي�توفر�الشروط�السابقة؟)�1

2

2

2
( )

2

x ax
f x

x x

+
=

+ −
��

����������4
( )

( 2)( 1)

x a
g x

x x

+
=

+ −
��

����������1
( ) 1

2 1

a
h x

x x
= + +

+ −
��

)�إذا�كان�aعين�)��2 )C�1يقطع�( )d�1من�أجل�x =��
)�المنحني���48 )Cالممثل�لدالة�يقبل�مستقيمين�مقاربين���

)���فقط� )dو��( ��)انظر�الشكل��(∆(
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��ما�هي�التي�يكون�.�kو�f�،�g�،�hإليك�الدوال�)�1

����( )Cتمثيلها�البياني؟���

���2
( )

2( 1)

x
f x

x

+
=

+
�،�

2

2 1
( )

1

x
g x

x

+
=

−
��

���
2

2

2 1
( )

1

x
h x

x

+
=

−
���،�2 1

( )
1

x
k x

x

+
=

+
��

��
��
)ادرس�تقاطع�)�2 )Cمع��( )dو�مع�محوري�الاحداثيات���

��تقاطع�المنحنيات
49�fو��gدالتان�معرفتان�على��{ }2− −ℝكما�يلي�:��

��
2

( )
2

x
f x

x
=

+
��و�

2

4
( ) 2

( 2)
g x x

x
= − −

+
��

1(( )
f

Cو��( )
g

Cالمنحنيين�الممثلين�للدالتين��fو��g��
)�في�معلم�متعامد�و�متجانسى�الترتيبعل ; , )O i j

� �
���

)أثبت�أن� )
f

Cو��( )
g

Cالمقاربين��لهما�نفس�المستقيمين�
��).المائل�و�العمودي(
)عين�نقط�تقاطع�)�2 )

f
Cو��( )

g
C.���

�50���fدالة�معرفة�على��ℝكما�يلي��:��
�3 2( ) 3 5 4f x x x x= − − +�.��

( )Cمنحني�البياني�للدالة��الfفي�معلم�متعامد���
)��و�متجانس ; , )O i j

� �
.���

���.fادرس�تغيرات�الدالة)�1
;1)أثبت�أن�النقطة�)�2 3)S )�مركز�تناظر�للمنحني�− )C.��
)ارسم�)�3 )C.���
4�(gدالة�معرفة�على��{ }1− −ℝكما�يلي��:��

�����5
( ) 1

1
g x

x
= − +

+
��

)ليكن� )Hالمنحني�البياني�للدالة��gفي�معلم�متعامد���
)�و�متجانس ; , )O i j

� �
.���

 �.gادرس�تغيرات�الدالة� �

)ارسم� � )H.� 

)تحقق�)�5 )Cو�( )H(4;0)�يشملان�النقطة�Aثم�ادرس��،�
)تقاطع� )Cو�( )H.���

)قطتين�من�نقط�تقاطع�أثبت�أن�ن)�6 )Cو�( )Hمتناظرتين��
��.Sبالنسبة�للنقطة

)برهن�أن�)�7 )Cو�( )Hلهما�مماس�مشترك�في�النقطة�A.�
51��fدالة�معرفة�على��ℝ�3:�حيث( ) 3f x x x= +��

}�دالة�معرفة�على�gو� }0−ℝ1:��حيث
( ) 5g x x

x
= −��

)نسمي� )
f

Cو��( )
g

Cالتمثيلين�البيانيين�للدالتين��fو�g��

��على�الترتيب�في�المستوي�المنسوب�إلى�معلم�متعامد
)��و�متجانس� ; , )O i j

� �
.��

)�ثم�ارسم�fادرس�تغيرات�الدالة�)�1 )
f

C���

���.gرس�تغيرات�الدالة�اد)�2
)ليكن�)��3 )dالمستقيم�المقارب�المائل�للمنحني�( )

g
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��
)عين�معادلة�للمستقيم )dثم�ادرس�الوضع�النسبي���

)���لـ )
g

C�( )d.���

)ارسم� � )
g

Cفي�نفس�المعلم� 

)أثبت�أن�)�4 )
f

Cو�( )
g

Cيتقاطعان�في�نقطتين��Aو�B��

 .���يطلب�تعيين�إحداثييهما�

)�برهن�أن�- )
f

Cو�( )
g

Cيقبلان�مماسان�مشتركان�في��

 .�و�أن�هذين�المماسين�متوازيين�BوAالنقطتين�

��حل�المعادلات�و�المتراجحات

52fعلى�دالة�معرفة��∗
ℝكما�يلي�:��

��������������
2 1

( )
x x

f x
x

− + −
=��

( )Cتمثيلها�البياني�في�المستوي�المنسوب�إلى�معلم�متعامد��

)و�متجانس� ; , )O i j
� �

.��
)أثبت�أن���-�)1 )Cيقبل�مستقيما�مقاربا�مائلا��( )∆�

�1yدلتهمعا x= −�.���
)�ادرس�الوضع�النسبي�لـ-� )Cو�( )∆.���

)�ثم�ارسم�fادرس�تغيرات�الدالة�)�2 )�و∆( )C.���

3�(mناقش�بيانيا�و�حسب�قيم�العدد�.�عدد�حقيقي�mعدد��
)حلول�المعادلة� )f x m=.��

yلما�يكون�المستقيم�الذي�معادلته�)�4 m=يقطع��( )Cفي��

�احداثيي��m،�أحسب�بدلالة��NوMنقطتين�متمايزتين�
]�منتصف�القطعة�Iالنقطة� ]MN.���

5(�Aو�Bالنقطتين�من�( )Cاللتين�يكون�فيهما�المماس��

��.موازيا�لمحور�الفواصل
��.�في�استقامية�IوA،�Bأثبت�أن�النقط�

53�fدالة�معرفة�على��] [ ] [;0 0;D = −∞ ∪ +∞��

2:��كما�يلي

2

1
( ) 2f x x

x
= + +��

( )Cتمثيلها�البياني�في�المستوي�المنسوب�إلى�معلم�متعامد��
)و�متجانس� ; , )O i j

� �
�.��

��.�دالة�زوجية�fأثبت�أن)�1

[�على�fادرس�تغيرات�الدالة)�2 [0;+∞��

)استنتج�أن)��3 )Cيقبل�مستقيما�مقاربا�يطلب�تعيين�معادلة��
��.له
4�(( )P�2المنحني�الذي�معادلته� 2y x= +.Mنقطة��

)من )Cفاصلتها��xو��Nنقطة�من�( )Pفاصلتها��x.��

 
 

���.�xبدلالةMNاحسب�المسافة� �
��؟∞−�؟�إلى∞+�إلى�xعندما�يؤول��MNما�هي�نهاية� �
)ادرس�وضعية)�5 )Cو�( )P.��
)ارسم�)�6 )Cو�( )Pفي�نفس�المعلم��.��

)امد�و�متجانس�منسوب�إلى�معلم�متع�المستوي��54 ; , )O i j
� �

�

)نعتبر�القطع�الزائد�. )H�1الذي�معادلته�
y

x
�و�لتكن�=

3النقطة 3
;

2 2
A
 

− 
 

.Mنقطة�كيفية�من�( )Hفاصلتها�x.��

)2:نضع )f x AM=.��
)عبر�عن)�1 )f xبدلالة�x.���
��fادرس�تغيرات�الدالة)�2

�1تنعدم�عندf'لاحظ�أن�الدالة�����(�

2
x =(���

)ارسم�المنحني)�3 )Cالممثل�للدالة�f.���
):�دالة�معرفة�بالعبارةgلتكن�)�4 ) ( )g x f x=���

��.�gادرس�تغيرات�الدالة-���
)�من�القطع�الزائد�2Mو1Mاستنتج�انه�يوجد�نقطتين�)�5 )H�

��AMعلى�الترتيب�بحيث�تكون�المسافة��2xو�1xفاصلتاهما
��.قيمة�صغرى

)أثبت�أن�المماس�لـ)�6 )H�1في�النقطةMيعامد���
)1المستقيم )AM.���

)��أثبت�أن�المماس�لـ- )H�2في�النقطةMيعامد���

)2المستقيم )AM.���

)الشكل�المقابل�يمثل�المنحني�البياني�55 )Cالممثل�لدالة��f�
)في�مستو�منسوب�إلى�معلم�متعامد�و�متجانس ; , )O i j

� �
��

1حيث
(0)

4
f = −��

��
��
��
��
��
��
��
��
��
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)باستعمال�المنحني� )C��
���.fعين�مجموعة�تعريف�الدالة�)�1
��.�عند�حدود�مجموعة�التعريفfعين�نهايات�الدالة)�2
���.fمثل�جدول�تغيرات�الدالة)�3

���المعرفة�بـ�������fلتكن�الدالة56

����������
2

cos
( )

1

x x
f x

x x

+
=

+ +
��

�عين)�1
f

Dمجموعة�تعريف�الدالة��f.���

�منxبين�أنه�من�أجل�كل�عدد�حقيقي�)2
f

D:���

����
2 2

1 1
( )

1 1

x x
f x

x x x x

− +
≤ ≤

+ + + +
.��

limاستنتج�)�3 ( )
x

f x
→+∞

��

��:�المعرفة�بجدول�تغيراتها�التاليfةلتكن�الدال��57
+∞������4��1����������3-�����−∞��x��
3�������������+∞��

����������2��
���1-��

−∞�����������������2-��

( )f x

��

���fأعط�معادلة�لكل�مستقيم�مقارب�لمنحني�الدالة�)�1
)في�معلم�متعامد�و�متجانس�،ارسم�تمثيل�بياني�ممكن�)�2 )C�

)�و�المقاربة�لـ��و�كذا�المستقيماتfللدالة )C.��
��:��بـ�المعرفةfلتكن�الدالة��58

��
3 2

2

3 3 3
( )

( 1)

x x x
f x

x

− + −
=

−
)�و� )Cتمثيلها�البياني���

��.fعين�مجموعة�تعريف�الدالة�)�1
��.�عند�حدود�مجموعة�التعريفfة��احسب�نهايات�الدال-أ)�2

)�استنتج�المستقيمات�المقاربة�للمنحني-�ب )C.��
�حيث�من��cوa�،�bبين�أنه�توجد�ثلاثة�أعداد�حقيقية�)�3

1xل�عدد�حقيقي�أجل�ك ≠:���

�����
2

( )
1 ( 1)

b c
f x x a

x x
= + + +

− −
��

)بين�أن�المنحني�)�4 )Cيقبل�مستقيما�مقاربا�مائلاً�يطلب��
��.تعيين�معادلة�له

�1yالمستقيم�الذي�معادلته�dليكن)�5 x= +��
)ين�نقط�تقاطع�المنحنيع )Cو�المستقيم�d.��

}�على��المعرفةfلتكن�الدالة���59 }1−ℝكما�يلي���:��

�������
3 2 1

( )
1

x x
f x

x

− +
=

−
��

1xبوضع�)�1 h= )�حيثϕين�الدالة�،�ع+ ) ( )h f xϕ =��
استنتج�)2

1
lim ( )
x

f x
→

��

 
��

}�المعرفة�علىfلتكن�الدالة�60 }2− −ℝ=
f

Dكما�يلي�:��

����������
22 3 1

( )
2

x x
f x

x

+ +
=

+
��

���.-�2إلى�xول�عندما�يؤfاحسب�نهاية�الدالة)�1
���حيث�من�أجل�كل�عدد�حقيقي��cوa،�bعين�الأعداد�)2

�من�
f

D:��( )
2

c
f x ax b

x
= + +

+
��

)�للمنحني�∆جد�معادلة�لمستقيم�مقارب�مائل)�3 )Cالممثل��
��.∞+�بجوارfللدالة�

)ي��مقارب�للمنحن∆تحقق�أن)�4 )Cبجوار�−∞.��
)حدد�وضعية�المنحني�)�5 )Cبالنسبة�إلى�المستقيم��∆.���

}�المعرفة�علىfلتكن�الدالة�61 }1;1− −ℝ=
f

Dكما�يلي�:��

����������
3

2

3
( )

1

x
f x

x

+
=

−
��

�حيث�من�أجل�كل�عدد��dو�a،�b،�cعين�الأعداد�)�1

�من�xحقيقي�
f

D:��( )
1 1

c d
f x ax b

x x
= + + +

− +
��

)استنتج�معللا�جميع�المستقيمات�المقاربة�للمنحني�)�2 )C�
���.fالممثل�للدالة�

)�عين�وضعية�المنحني�- )Cبالنسبة�إلى�المستقيم��( )Dالذي��
yمعادلته� x=.���

��:��كما�يلي�ℝالمعرفة�علىfلتكن�الدالة��62

������
2

2

2 3 1
( )

1

x x
f x

x

− +
=

+
.( )Cالممثل�للدالة��المنحني��

fفي�معلم�متعامد�و�متجانس�( ; , )O i j
� �

��
limعين)�1 ( )

x
f x

→−∞
��limو� ( )

x
f x

→+∞
���

��.�أعط�تفسيراً�هندسيا�لهذه�النتيجة-���
�حيث�من�أجل�كل�عدد�a،�b،�cعين�الأعداد�)�أ)�2

:�xحقيقي
2

( )
1

bx c
f x a

x

+
= +

+
��

)ليكن�)�ب )D�2الذي�معادلته�y =��
)�عين�الوضعية�النسبية�للمنحني�- )Cوالمستقيم��( )D.���

[�المعرفة�علىuلتكن�الدالة��63 �حيث�من�أجل�كل�∞+;0]

]�من�المجال�xعدد�حقيقي� [1;+∞�:�0 ( )u x x≤ ≤��

[معرفة�على�الدالة��الfلتكن� ��:�كما�يلي∞+;0]

������
2

( )
( ) 1

u x
f x

x
= +���

�1xبين�أنه�إذا�كان�)1 ≥:�1
( ) 1f x

x
− ≤ 
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��∞+لى��إ�xعندما�يؤلfماذا�تستنتج�بالنسبة�لنهاية�)�2

64�f دالة�معرفة�على�ℝحيث���:��

��������( ) 3 21 1 13
2

3 2 12
f x x x x= − − +����

���.∞+�وبجوار∞−�بجوارfأحسب�نهايتي�الدالة )1

)أحسب�المشتقة� )2 )'f xثم�أدرس�إشارتها�على�ℝ.���

���.fشكل�جدول�تغيرات�الدالة� )3

1أثبت�أن�النقطة� )4
;0

2
I
 
 
 

�مركز�تناظر�للرسم�

)ي�المستوي�المنسوب�إلى�معلم�فfالبياني�للدالة ); ;O i j
� �

 

):�استنتج�حلول�المعادلة� )5 ) 0f x =� 

 �.fمثل�بيانيا�الدالة )6

�عدد�حلول�mناقش�بيانيا�وحسب�قيم�العدد�الحقيقي )7
)المعادلة )f x m=.� 

f دالة�معرفة�على�ℝبـ��( ) sinf x x x= −.���
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( )2f x π+�،�( )4f x π+�،�( )2f x k π+)�kعدد��

��)�.صحيح

]�على�المجالfشكل�جدول�تغيرات�الدالة� )3 ]0 ; 2π 
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2المعادلة� 0x y− )�مقارب�للمنحني= )f
C.� 

)أدرس�الوضع�النسبي�لـ� )5 )f
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=
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)بين�أن )f
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 .الرابعة�
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→
.� 

)أحسب� )4 )'g xعلى�المجال�[ [0;1.� 
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 ���������������������������������������������������.وصف�ظاهرة�بواسطة�متتالية 

 .التعرف�على�اتجاه�تغير�متتالية 

 .)هندسية(�على�متتالية�حسابيةالتعرف� 

 .)هندسية(�تالية�حسابيةحساب�الحد�العام�لمت 

 .�حدا�متعاقباpحساب�مجموع� 

 .حساب�نهاية�متتالية�عددية 
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)�دو�بيزليوناردو�كان��� )Leonard de Piseالملقب�بـ�Fibonacci��
)م�بمدينة�بيز�1170و�قد�ولد�عام��من�أكبر�علماء�الرياضيات�� )Pise��

���حوض�البحر�الأبيض�المتوسط�بهدف�تعلمكثيرا�عبرسافر�.����بايطاليا
�����طرق�الحساب�المستعملة�في�الشرق�و�العلاقات�الرياضياتية

��و�إثر�عودته�إلى.�الجيزة�بمصر���المستخدمة�في�بناء�أهرامات�
���في�تعريف�الغربيرجع�له�الفضلو�.����ايطاليا�أصدر�عدة�كتب
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������Fibonacci�1170�/�1240من�خلال�اهتمامه�بتكاثر�أرانب�قام�بدراسة�المتتالية�التي����

��...،�1،1�،2�،3�،5�،8�،13�،21�،34�،55�،89�،144:�����تعرف�باسمه�و�التي�حدودها�هي
��جمع�الحدين�السابقين�كما�نلاحظم�الحصول�على�حد�ب����نلاحظ�أنه�انطلاقا�من�الحد�الثالث�يت

��:����أن�النسبة�بين�حدين�متتابعين�تؤول�إلى�العدد�الذهبي�بقيم�أصغر�و�بقيم�أكبر�فمثلا
�����55/34 �89/55و�=...1,6167 �144/89و�=...1,6181 1,6179...=�،�...��
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������نشاط�ثان�
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1nمن�أجل�:��فعليه =�����1 0u =�����������������������������������������������������•�A��
��������2nمن�أجل� =�����2 1u =��
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��...............5u��،�6u�،�7u���،8u.��������������������������1B����2B�����3B����4B���5Bأحسب�� )1
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1nللحصول�على�

u �نضيف�إلى�+
n
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���اط�ثالث����نش�
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Aنقط�من�المستوي����.��
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�����نشاط�رابع���

������������������������������������������������������
]�الدالة�المعرفة��على��المجال�gلتكن�� [0, + )2 :�كما�يلي��∞ ) 1g x x= + ��
)و��ليكن�� )gCلى�معلم�متعامد��ومتجانسإالمستوي�المنسوب�����تمثيلها�البياني��في( ); ,O i j

� �
���������.����������������������������
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)النقطة�من �Aلتكن)���3 )gC0التي�فاصلتها��u0  ث�حي
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��4�(u هي�الدالة�التي�ترفق�بكل�عدد�طبيعي�nالعدد��الحقيقي��
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���.تماما     
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  A.مرتب�شهري�بـ��:�اقتصادية�عقدا�للتوظيف�كما�يلي��مؤسسةتقترحDA�10000في�الشهر�الأول�و�زيادة�سنوية�����
0تقدر�بـ�  

نرمز�بـ�.�المرتب�الشهري�في�السنة�الأولى���1uنسمي�010
nuللمرتب�الشهري�خلال�السنة��n�( )1n ≥.��

�����.2u�،�3u���،4u،�5u���،6u،�7uأحسب���،� )1
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� �الدرس� ���

 .المتتاليات�العددية

���������������������������������������.متتالية�عددية.1

)معطى،�العدد0nساوي�عدد�طبيعي�من�أو�ي�،أكبر�nهي�دالة�ترفق�بكل�عدد�طبيعيuمتتالية�عددية�حقيقية:تعريف� )u n���

�بـ��uبالمتتاليةnنرمز�إلى�صورة��:ترميز��
nuبدلا�من�( )u n.يسمى�الترميز�بدليل�هذا�الترميز�الجديد��.��

)�يرمز�لها�������������uالمتتالية� )
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∈ℕ
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����������
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حدو�لحساب�.���فإنها�معرفة�تماما�nإذا�كان�الحد�العام�لمتتالية�عددية�معطى�بدلالة��•��

0nuمن�الحدود�يكفي�تعويض�n����

���.0nبالقيمة�    
�2حيث��ℕالمعرفة�على�uالمتتالية�:مثال�� 3nu n= − ��.ويمكن�حساب�أي�حد�من�الحدود�.م�بحدها�العا�معرفة�+

)�و�نكتب��fيمكن�التعبيرعن�الحد�العام�لهذه�المتتالية�باستعمال�دالة:ملاحظة�� )
n

u f n=�2حيث�: 3f x x− +֏��.���

��:توليد�متتالية�عددية�بعلاقة�تراجعية��
�xوحيث�أن�من�أجل��Dمعرفة�على�مجال�fعددية�لتكن�دالة•�� D∈فإن��( )f x D∈.المتتالية���uالمعرفة�بحدها��

الأول
0nu�1العلاقة��و ( )

n n
u f u+ 1nتسمح�هذه�العلاقة�بحساب.��تسمى�متتالية�تراجعية=

u إذا�علم+
n

u����0أ���آ�n n≥��

��.uيةالدالة�المرفقة�بالمتتال  �تسمى����fالدالة�العددية�

)المتتالية�نعتبر�:مثال� )nu0المعرفة�بحدها�الأول 1u �n:�1و�من�أجل�كل�عدد�طبيعي= 3
n n

u u+ =�.��
�0لدينا 1u �1و�منه�= 03 3u u= =،�2 13 9u u= =،3 23 27u u= ��...�و�هكذا�=
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 ��

��طرائق

��
� ���

�����1تمرين�محلول�
���

)المتتالية������لتكن )nuالمعرفة�على�ℕ23:��كما�يلي� 1nu n= − +.���
���.�134uو�0u�،�1u،�2u�ٍ،�3u،�20uأحسب )1
�1nالحدود�nأكتب�بدلالة� )2

u +،�2n
u،�3 2n

u + 

)�المتتالية:ملاحظة�� )n
uالمعرفة�على�ℕمن�الشكل��( )nu f n=حيث��fوحيث�من�أجل���.��هي�الدالة�المرفقة�بها�

)�x�:�2حقيقي�كل�عدد    ) 3 1f x x= − +.���
����الهدف�من�التمرين�التحكم�في�حساب�حدود�متتالية�معرفة�بهذا�الشكل��واستخدام�الدليل�الإستخدام�الجيد

��:حــل
����1(�2

0 3(0) 1 1u = − + =�،�2
1 3(1) 1 2u = − + = −،��2

2 3(2) 1 11u = − + = −�،�2
3 3(3) 1 26u = − + = −���

�������2
20 3(20) 1 1199u = − + = −�،��2

134 3(134) 1 53867u = − + = −.���
����2�(2 2

1 3( 1) 1 3 6 2nu n n n+ = − + + = − − −���،���2 2
2 3(2 ) 1 12 1nu n n= − + = − +��

��������2 2
3 2 3(3 2) 1 27 36 11nu n n n+ = − + + = − − −.��

��

�����2تمرين�محلول�
)المتتالية������لتكن )n

uالمعرفة�على�ℕ0:��كما�يلي� 2u �n�1من�أجل�كل�عدد�طبيعي=

3

2
n

n

u
u

+ =
+

.���

���.���1u،�2u�ٍ،�3uأحسب )1
��ثم�ضع�تخمينا��.��12uو10u�،�11uأحسب� )2

)�المتتالية:ملاحظة�� )n
uالمعرفة�على�ℕ�1من�الشكل� ( )n nu f u+ كل������ و�من�أجل.��هي�الدالة�المرفقة�بها��fحيث�=

x�:�3عدد�حقيقي�موجب�               
( )

2
f x

x
=

+
]هذه�الدالة�معرفة�على��.� [0,+ �0وبما�أن∞ 0u ����فإن�المتتالية<

���������( )nuمعرفة�على��ℕ��
����

�����:حــل�

����1(��1

0

3 3

2 4
u

u
= =

+
،��2

1

3 3 12

32 112
4

u
u

= = =
+ +

�،�3

2

3 3 33

122 342
11

u
u

= = =
+ +

.��

10تبين�أن���الحاسبات������)�����2 1u ≈�،��11 1u ��12و��≈ 1u ≈.��
)�������نلاحظ�أن� )nu�10إنطلاقا�من��1تستقر�على�القيمة�n =.���

��
��
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 .لمتتالية�عدديةلتمثيل�البياني�ا��

���������������������������������������.متتالية�معرفة�بالحد�العام.1
���متتالية�عددية�معرفة�بحدها�العام�على�محور�حدود�يمكن�تمثيل•���

)�لتكن�المتتالية�:مثال������ )nuالمعرفة�على��ℕكما�يلي���:( 2)n

nu = −.��
����������������������������������2u��������������0u���������������1u��������������������������

������������������������������������� 

�����������������������������������4�����������������1����0���������2�-������
��.�)fترفق�هذه�المتتالية�بدالة(��العام��يمكن�تمثيل�متتالية�عددية�معرفة�بحدها•���

)�لتكن�المتتالية�:مثال������ )n
uالمعرفة�على��ℕ2:��كما�يلي� 4 1nu n n= − −.��

�����( )nuمعرفة�كذالك( )nu f n=2:�حيث: 4 1f x x x− ��على�المجالfنعرف֏−
�����[ [0,+ )في�الرسم�المقابل�النقط�الممثلة�إحداثياها .عدد�طبيعي�nبما�أن∞ ), ( )n f n��

������0nمن�أجل =،�1n =،�2n =�،3n =،�4n �5nو= ���في�المستوي�المنسوب=
)������إلى�معلم�� ), ,O i j

� �
)�مجموعة�النقط��. , ( ))M n f nهي�التمثيل�البياني����

)�������للمتتالية� )nu.���

���.متتالية�معرفة�بعلاقة�تراجعية.�2
)لتكن�المتتالية�� )nu�0المعرفة�بحدها�الأولu1ية�و�العلاقة�التراجع ( )

n n
u f u+ ��.���ℝدالة�معرفة�علىfحيث�=

)���مجموعة�النقط� , ( ))
n n

M u f uكيفية�الإنشاء�في�الصفحة����(�هي�التمثيل�البياني�في�المستوي�المنسوب�إلى�معلم�للمتتالية�
����������������������������������.�)المقابلة�   

 .إتجاه�تغير�متتالية�عددية����

��تكون�متتالية�:متتالية�متزايدة.��1
0

( )n n nu �إذا�وفقط���������0nمن�الرتبة�  إبتداءا�)�متزايدة�تماما�على�الترتيب(�متزايدة�≤

1nكان إذا     n
u u+ ≥)�1n n

u u+ ��.�0nأكبر�من�أو�يساوي�nمن�أجل�كل�عدد�طبيعي��)على�الترتيب�<

�تكون�متتالية�:متتالية�متناقصة.��2
0

( )n n nu �إذا�وفقط���������0nإبتداءا�من�الرتبة�)متناقصة�تماما�على�الترتيب(�متناقصة�≤

�1nإذا�كان�      n
u u+ ≤)�1n n

u u+ ��.�0nأكبر�من�أو�يساوي�nمن�أجل�كل�عدد�طبيعي�)على�الترتيب�>

�تكون�متتالية�:متتالية�ثابتة.��3
0

( )n n nu 1n �إذا�و�فقط�إذا�كان�0nثابتة��إبتداءا�من�الرتبة�≤ nu u+ من�أجل�كل��.=

��.�0nأكبر�من�أو�يساوي�nعدد�طبيعي

  هي�متتالية�متزايدة������)�رتيبة�تماما�على�الترتيب����(�ℕمن�Iعلى�مجال����المتتالية�الرتيبة:متتالية�رتيبة�.��4

�من�����������Iعلى�المجال��)ى�الترتيبمتناقصة�تماما�عل(متناقصة�  ��أو�ℕمن�Iعلى�المجال�)�متزايدة�تماما�على�الترتيب(    
  ��ℕ �)رتيبة�تماما�على�الترتيب��������������������.�(  .  � ��
��
��
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� �طرائق� ���

�����3تمرين�محلول�
)�لتكن�المتتالية )

n
u�0المعرفة�بحدها�الأول� 1u �1و�العلاقة�التراجعية�=

2 n
n

n

u
u

u
+

+
���عدد�طبيعي�������nحيث�=

)�مثل�بيانيا�المتتالية�•� )
n

uفي�المستوي�المنسوب�إلى�معلم�متعامد�و�متجانس��( ), ,O I J.���

)المتتالية��لتمثيل:طريقة� )nuبيانيا�ننشئ�الرسم�البياني�للدالةfبالمتتالية�المرفقة( )nuثم�ننشئ�المستقيم�ذا�المعادلة��
�y x=.1لأن�المتتالية�من�الشكل� ( )n nu f u+ )�1والتمثيل�البياني�هو�مجموعة�النقط= , )n nM u u +�����.�    ����������

):حــل )fCالبياني�للدالة�هوالرسمfبالمتتالية�المرفقة( )
n

u.أي
2

( )
x

f x
x

+
=��

[على�المجال��fنعرف�الدالة [0,+ ∞.�( �yالمستقيم�ذو�المعادلة∆( x=�.النقطة������������( )∆�����������( )fC��

0 0 1( , )M u uأي�( )1,3
0

M0نسقط.�هي�أول�نقطة�نحصل�عليهاMعلى( ���وفق∆(

)�Ox(ثم��نسقط�النقطة�المحصل�عليها�على( )fCوفق�)Oy�(وبهذا�نحصل�على���

1النقطة 1 2( , )M u u1أي

5
3,

3
M

 
 
 

���.��إلى�آخره�3Mثم2Mنكرر�العملية�للحصول�على.

�����4تمرين�محلول�

)1لتكن�المتتالية�� )n nu 1ول��المعرفة�بحدها�الأ≤ 1u =��

��2و�العلاقة�التراجعية�
1

1

2
n n nu u u+ = +���������������������������.�( )∆���������������( )fC��

)�مثل�بيانيا�المتتالية�•� )
n

uفي�المستوي�المنسوب���
)�إلى�معلم�متعامد�و�متجانس� ), ,O I J.���

):حــل� )fCالبياني�للدالة�الرسم�هوfبالمتتالية�المرفقة( )
n

u.أي��� �� ���
21

( )
2

f x x x= [�المعرفة�على+ [0,+ ∞.( ��المستقيم�ذو�المعادلة∆( ���

y x=.3فس�الطريقة�المستعملة�في�التمرين�السابق�نستعمل�ن��

�����5تمرين�محلول�
)كل�من�المتتاليتين�تجاه�تغير�أدرس�ا )n

uو�( )nvالمعرفتين�على��ℕ�1كما�يلي�

3
n n

n
u

+
��2و�= 1

3
n

n
v

n

−
=

+
��

)تجاه�تغير�متتالية�لدراسة�ا:طريقة� )
n

uيمكن�أن�:��
1nندرس�إشارة )1 n

u u+ ���أو−

1n بين  نقارن )2

n

u

u

 �.��1و�+

)�:�nحيث�من�أجل�كل�عدد�طبيعيfإذا�وجدت�دالة )3 )nu f n=  ندرس�تغيرات�الدالةf . 

)تجاه�تغير�المتتاليةا•:حــل� )nu.1

2 1
13

n n

n

n
u u+

− −
+

− 1نإذ�= 0
n n

u u+ − )�و�منه> )nuعلىمتناقصة��ℕ��

����������•( )nvمتزايدة�تماما�على�ℕلدالة�لأن�اfحيث�( )
2 1

3

x
f x

x

−
=

+
]على��متزايدة�تماما [0,+ ∞��

1M 

2
M��

0M 

3M 
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 .المتتاليات�الحسابية��

 :��تعريف�متتالية�حسابية�.�1
)نقول�أن�المتتالية:تعريف� )nu0متتالية�حسابية�حدها�الأولuإذا�و�فقط�إذا��وجد�عدد�حقيقي�rث�أن�من�أجل�كل�يحب�

n��������������������������������������:1nعدد�طبيعي n
u u r+ = +.���

)ية�أساس�المتتال���������rيسمى )nu.��

�0rإذا�كان�:ملاحظة� )�فإن�المتتالية= )
n

u0الأول��ثابتة�و�كل�حدودها�تساوي�الحدu�.���

(المتتالية�•�:أمثلة�
n

u(�3حيث�أن� 5
n

u n= �0متتالية�حسابية�حدها�الأول�+ 5u �3rأساسها= =.��
��.�2أساسها1حدها�الأول�مجموعة�الأعداد�الطبيعية�الفردية�متتالية�حسابية�•�����

 �:الحد�العام�لمتتالية�حسابية�.�2
))�تقبل�بدون�برهان(:1مبرهنة�������� )nu0حدها�الأول�حسابية�متتالية�uأساسها�r.��

)حسابيةللمتتالية�ال��������������������الحد�العام )
n

u0هو�n
u u nr= ���:�nمن�أجل�كل�عدد�طبيعي+

�1الحد�الأول�فإن�عبارة�الحد�العام�هي�1uإذا�كان•�:ملاحظات�� ( 1)nu u n r= + −.��
�بصفة�عامة��إذا�كان•�����������������

puالحد�الأول��)pمن���عدد�طبيعي�أصغرn�(فإن�عبارة�الحد�العام�هي�الحد��������������������
 �������������������( )n pu u n p r= + −�.��

�تعيين�الحد�العام�يعود�إلى�كتابة•�����������������
n

uبدلالة�n�������.��������������������������������������������

 �:�متتالية�حسابية�مجموع��حدود�متتابعة�من.����3
)�: 2مبرهنة� )nu0حدها�الأول�حسابية�متتالية�uو�أساسها�r.0:�ليكن�المجموع� 1 1........ n nS u u u u−= + + + +����������������������

)���������������n��:�0من�أجل�كل�عدد�طبيعي 1)
2

nu u
S n

+ 
= +  

 
��

��������������Sيساوي�عدد�الحدود�مضروب�في�نصف�مجموع�الحد�الأول�و�الحد�الأخير��.��
0puلدينا�،�nعدد�طبيعي�أصغر�من�pليكن��:برهان� u pr= �0و+ ( )n pu u n p r− = + −�.���

����������0و�منه� 0 0p n p nu u u u nr u u−+ = + + = +.����
��.�������������������������������������������������بطريقتين�ثم�نجمع�المساوتين�طرف�بطرف�������������Sنكتب�

����������0 1 1........ n nS u u u u−= + + + +��
����������1 1 0........

n n
S u u u u−= + + + +�����������������������������������������������

�0و�منه��� 1 1 1 1 02 ......n n n nS u u u u u u u u− −= + + + + + + + +���
�0أي��������� 0 0 02 ......

n n n n
S u u u u u u u u= + + + + + + + �0pبتطبيق+ n p nu u u u−+ = +��

�02و�منه� ( 1)( )
n

S n u u= + )��0إذن�+ 1)
2

nu u
S n

+ 
= +  

 
���������.���
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����5تمرين�محلول��

)المتتالية������لتكن )nuالمعرفة�على�ℕ7:��كما�يلي� 12
n

u n= − +.���

)أثبت�أن�المتتالية•���� )nuحسابية�يطلب�تعيين�أساسها�و�حدها�الأول�متتالية�. 

)�للبرهان�على�أن�متتالية:طريقة� )n
uمتتالية�حسابية�يمكن�البرهان�على�أن�الفرق�بين�حدين�متتابعين�كيفيين�عدد��������

����������    .�ثابت�،�هذا�العدد�الثابت�هو�أساس�المتتالية�  

)المتتالية:حــل )nuمعرفة�علىℕ�0إذا�حدها�الأول�u�،�0 12u 1nلنحسب�.�= n
u u+ −.���

���������1 7( 1) 12 ( 7 12) 7n nu u n n+ − = − + + − − + = 1إذن.��− 7n nu u+ − = ��.����nمن�أجل�كل�عدد�طبيعي−
)������و�منه�المتتالية��� )nu7متتالية�حسابية��أساسها�r = �0و�حدها�الأول�− 12u =.�������������������������

����6تمرين�محلول��

)المتتالية������لتكن )n
u�0المعرفة�بحدها�الأول 2u = 1:بالعلاقة��و− 3 1n nu u n+ = − ���.�nمن�أجل�كل�عدد�طبيعي+

)المتتالية������لتكن )nvالمعرفة�من�أجل�كل�عدد�طبيعي�n1:�بالعلاقةn n n
v u u+= −.��

)أثبت�أن�المتتالية•���� )nvمتتالية�حسابية�يطلب�تعيين�أساسها�و�حدها�الأول�. 

)بما�أن�المتتالية:حــل )nuمعرفة�علىℕفإن�المتتالية( )nvمعرفة�علىℕ�0إذا�حدها�الأول�هوv�،�0 1 0v u u= −�.��
���������1 0 3(0) 1 1u u= − + = ��0و�منه− 1 0 1 ( 2) 1v u u= − = − − − �1nلنحسب.�= nv v+ −.���
��1لدينا�������� 3 1

n n
u u n+ − = − 3:�إذن��.+ 1

n
v n= − +��

����������1 3( 1) 1 ( 3 1) 3n nv v n n+ − = − + + − − + = �n�:�1من�أجل�كل�عدد�طبيعيإذن.��− 3n nv v+ − = −���.���
)������و�منه�المتتالية��� )nv3أساسها�متتالية�حسابية��r = �0و�حدها�الأول�− 1v =.�������������������������

.��

����7تمرين�محلول��

)المتتالية�الحسابية������لتكن )nuالمعرفة�على�ℕ2،�أساسها�r = 0حدها�الأول�،�و�− 204u =.��
�10أحسب�•���� 11 216 217........S u u u u= + + + +.��

�aعددان�طبيعيان�حيث�bو�a:�إيجاد�عدد�حدود�لمتتالية�طريقة� b<عدد�الحدود�
a

u،�1a
u + �،2a

u +�،�.�.�.،
b

u 

)�لمتتالية� )nu������1:���هوb a− +��

217عدد�الحدود�هو�:حــل� 10 1 208− + =.��
������������10 0 10 204 20 184u u r= + = − =.��
������������217 0 217( 2) 230u u= + − = −.��

������������

( )10 217

208

2

104(184 230)

4784

S u u= +

= −

= −

��

����������

6 
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 .المتتاليات�الهندسية��

 :��تعريف�متتالية�هندسية�.�1
)نقول�أن�المتتالية:تعريف� )nu0الأولمتتالية�هندسية�حدها�uإذا�و�فقط�إذا�وجد�عدد�حقيقي�qحيث�أن�من�أجل�كل�عدد��

n���������������������������:1nطبيعي n
u u q+ = ×.���

)�أساس�المتتالية���������qيسمى )nu.��

�1qإذا�كان�•��:ملاحظة� ��.�0uفإن�المتتالية�ثابتة�جميع�حدودها�تساوي�=
0qإذا�كان��•�������������� ��.�لمتتالية�معدومة�إبتداءَا�من�الحد�الثاني�فإن�حدود�ا=

(المتتالية�•�:مثال�
nu�(2حيث�أن�n

nu �0متتالية�هندسية�حدها�الأول�= 1u �2qأساسها= =.��

 ��:لمتتالية�هندسيةالحد�العام�.�2
)�)تقبل�بدون�برهان(:1مبرهنة�������� )nu0حدها�الأول�هندسيةمتتالية�uأساسها�q.��

)�هندسيةللمتتالية�ال��������������������عبارة�الحد�العام )
n

u�0
n

nu u q= ���.��nمن�أجل�كل�عدد�طبيعي×

�1عبارة�الحد�العام�1uإذا�كان�الحد�الأول�•:ملاحظات�
1

n

nu u q
−= ×.��

إذا�كان�بصفة�عامة��•���������������
pu)pعدد�طبيعي�أصغرمنn(الحد�الأول�فإن�عبارة�الحد�العام�n p

n pu u q
−= ×�.��

�تعيين�الحد�العام�يعود�إلى�كتابة•���������������
nuبدلالة�n�������.��������������������������������������������

 ��:مجموع��حدود�متتابعة�من�متتالية�هندسية.����3
)�: 2مبرهنة� )

n
u0حدها�الأول�هندسيةمتتالية�uأساسها�q.0:�ليكن�المجموع� 1 1........

n n
S u u u u−= + + + +��

�1qإذا�كان�•�������������� )�0فإن= 1)S n u= ���.�nمن�أجل�كل�عدد�طبيعي+
�����������������������������������������

�1qإذا�كان�•�������������� �فإن≠
1 1

0 0

1 1

1 1

n nq q
S u u

q q

+ +   − −
= =   

− −   
���.�nمن�أجل�كل�عدد�طبيعي

����������������Sيساوي��الحد�الأول�مضروب�في�النسبة�
11

1

n
q

q

+ −
 

− 
1nحيث��. ��.�هو�عدد�الحدود�+

1qفي�الحالة��•�:البرهان =،�S�1هو�مجموع�n )�0و�منه�0uمرة�الحد�+ 1)S n u= +.���
1qفي�الحالة��•����������� ≠.��
0ليكن�المجموع������������ 1 1........

n n
S u u u u−= + + + +��

����������1
0 0 0 0........ n n

S u u q u q u q
−= + × + + × + ×��

��1و�منه��
0 (1 ........ )n n

S u q q q
−= + + + ��:��نحصل�على�qنضرب�الطرفين�في��.�+

����������2 2 1 1
0(1 ) (1 ........ )n n n n

q S u q q q q q q q q
− +− = − + − + − + − + 1:�أي�−

0(1 ) (1 )n
q S u q

+− = −��

�و�بالتالي�
1 1

0 0

1 1

1 1

n n
q q

S u u
q q

+ +   − −
= =   

− −   
��������.���
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����8تمرين�محلول��

)المتتالية������لتكن )nuالمعرفة�على�ℕ1:��كما�يلي�

2
n n

u =.���

)أثبت�أن�المتتالية•���� )nuمتتالية�هندسية�يطلب�تعيين�أساسها�و�حدها�الأول�. 

)�للبرهان�على�أن�متتالية:طريقة� )nu�1كتابة�هندسية�نحاولn
u �1nعلى�الشكل�+ n

u u q+ =   ���عدد�حقيقيqحيث�×

أو��أن�كل�الحدودnمستقل�عن 
n

u1غير�معدومة�و�النسبةn

n

u

u

�� .��المتتالية�ثابت�،�هذا�العدد�الثابت�هو�أساس �عدد+

)المتتالية�:حــل )nuمعرفة�علىℕ�0حدها�الأول�هون�إذu�،�0 1u =�.���

�����������1 1

1 1 1 1

2 2 2 2
n nn n

u u+ +
= = × = ×��

)و�منه�المتتالية���������� )nu��1أساسها�متتالية�هندسية

2
q �0و�حدها�الأول�= 1u =.�������������������������

���9تمرين�محلول��

)المتتالية������لتكن )nu�0المعرفة�بحدها�الأول� 3u 1:بالعلاقة��و= 4 6
n n

u u+ = ���.�nمن�أجل�كل�عدد�طبيعي+

)المتتالية������لتكن )nvالمعرفة�من�أجل�كل�عدد�طبيعي�n2:�بالعلاقة
n n

v u= +.��
)أثبت�أن�المتتالية•���� )nvمتتالية�هندسية�يطلب�تعيين�أساسها�و�حدها�الأول�. 

)بما�أن�المتتالية�:حــل )n
uمعرفة�علىℕفإن�المتتالية( )n

vمعرفة�علىℕ�0حدها�الأول�هو��إذن 0 2 5v u= + =�.��
���1nvنكتب�������� بدلالة��+

nv.��

����������1 1 2 4 8

4( 2) 4

n n n

n n

v u u

u v

+ += + = +

= + =
�.��

�n�:�1من�أجل�كل�عدد�طبيعي���������إذن 4
n n

v v+ =���.��
)�المتتالية������و�منه��� )nv�4أساسها�متتالية�هندسيةq �0و�حدها�الأول�= 5v =.�������������������������

����10تمرين�محلول�

�����( )n
uمعرفة�على�متتالية�هندسية��ℕ1،�أساسها�

2
q �5،�و=

1

32
u =.��

���.�2007uأحسب•����
�0أحسب�•���� 1 28 29........S u u u u= + + + +. 

n:�nمن��أصغرpطبيعينعلم�أن�من�أجل�كل�عدد�•�:حــل p

n pu u q
−= ×.��

إذا�������������
2002

2007 5
2007 5 2007

1 1 1

32 2 2
u u q

−  
= × = × = 

 
.���

1qكان���نعلم�أنه�إذا•���������� �لدينا��≠
1

0

1

1

n
q

S u
q

+ −
=  

− 
��و�و�منه

30

1
2 1

2
S

 
= − 

 
������

���������� ���
��
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 .نهاية�متتالية�عددية 

���������������������������������������.متتالية�عددية�متقاربة.��1

)�:تعريف� )n
uو�عددية�متتالية��lعدد�حقيقي�.��

)أن�المتتالية����نقول� )n
uتقبل�lكنهاية�إذا�وفقط�إذا�كان�كل�مجال�مفتوح�يشمل��lالمتتالية������������������فهو�يشمل�أيضا�كل�حدود

   ( )nu اَنكتبو.�ة��من�رتبة��معينبتداء��:lim n
n

u l
→+∞

��limأو��= nu l=)حيث�أن�النهاية�لا�تحسب�إلا�عند�+∞(���

)����في�هذه�الحالة�نقول�أن��المتتالية� )nuمتقاربة�.��

)�إذا�كانت•�:اتملاحظ�� )nuمتتالية�متقاربة�فإن�نهايتها�وحيدة��.� ����
)�إذا�كانت•��������������� )nuنهايتها�غير�منتهية�أو�غيرموجودة�(��متتالية�غير�متقاربة�فهي�متباعدة�.(��

��.نهاية�متتالية�عددية�مرفقة�بدالة.���2
)�المتتاليةلتكن�:1مبرهنة��� )nuالمعرفة�كما�يلي( )

n
u f n=�.حيث�fدالة�معرفة�على�مجال�من�الشكل�[ [,α + ∞���

limإذا�كانت�.��عدد�حقيقي����αحيث� ( )
x

f x l
→+∞

limن�فإ= n
n

u l
→+∞

=.��

��.نهاية�غير�منتهية�لمتتالية�عددية.��3
)�:ريفاتع��� )nuعددية�متتالية�.���
)�المتتالية•�� )nuتوح�كنهاية�إذا�وفقط�إذا�كان�كل�مجال�مف∞+�تقبل] [,α + ∞( )α ∈ℝالمتتالية�يشمل�كل�حدود ( )nu 

lim:��و�نرمز .إبتدءا�من�رتبة��معينة�  �     n
n

u
→+∞

= +∞�.���

)�المتتالية•�� )n
uكنهاية�إذا�وفقط�إذا�كان�كل�مجال�مفتوح∞−�تقبل�] [,α−∞( )α ∈ℝالمتتالية�يشمل�كل�حدود ( )n

u 

lim:��و�نرمز .إبتدءا�من�رتبة��معينة�  �     n
n

u
→+∞

= −∞.���

��
)ة�لتكن�المتتالي:1مثال� )nuالمعرفة�على��ℕ�2كما�يلي�

nu n=�.ليكن�αعدد�حقيقي��.��
���������0nتماما�من���عدد�طبيعي�أكبرαلدينا��] [2 ,n α∈ + �0nإبتداءا�من�∞ n≥و�منه�lim n

n
u

→+∞
= +∞.���

)�لتكن�المتتالية:2مثال )n
uالمعرفة�على��ℕ�2كما�يلي� 1nu n= − ��.قيقي��عدد�حαليكن�.�−

���������0nتماما�من���عدد�طبيعي�أكبرαلدينا��] [2( 1) ,n α− − ∈ �0nإبتداءا�من�∞− n≥و�منه�lim n
n

u
→+∞

= −∞.���

)لتكن�المتتالية�:2مبرهنة��� )n
uالمعرفة�كما�يلي( )nu f n=�.حيث�fدالة�معرفة�على�مجال�من�الشكل�[ [,α + ∞���

��.��عدد�حقيقي����αحيث�
�limإذا�كانت�•��� ( )

x
f x

→+∞
= �limفإن∞+ n

n
u

→+∞
= +∞.��

�limإذا�كانت�•��� ( )
x

f x
→+∞

= �limفإن∞− n
n

u
→+∞

= −∞.��

��
��.�النتائج�و�النظريات�حول�نهايات�الدوال�تبقى�صحيحة�في�المتتاليات�:ملاحظة�
���
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��

����12تمرين�محلول�

)ةالمتتالي������لتكن )
1n n

u
≥

1:��المعرفة�كما�يلي�
nu

n
=.���

)�باستعمال�التعريف�،�أثبت�أن�نهاية�•���� )n
u�0هي�.� 

��:حــل�
[ليكن�مجال.�لنبرهن�على�هذا� [,α βبيعيليكن�عدد�ط�.�0يشمل�pحيث��:��

�1
p

β
��1و<

p
α

> n)�n،�من�أجل�كل�عدد�طبيعي− p≥�(���

��1لدينا 1

p n
α < − �1و> 1

n p
β< �1إذا��>

n
α β< ��pومنه�إبتداءا�من�الرتبة>

nuα β< ��.و�بالتالي��.�>

��lim 0n
n

u
→+∞

=����

���13تمرين�محلول��

)المتتالية������لتكن )nuالمعرفة�على��ℕ3:��كما�يلي� 1

2
n

n
u

n

+
=

+
.���

)�عين�نهاية�المتتالية•���� )nu. 

)المتتالية:حــل� )nuعلى�الشكل�معرفة�( )nu f n=حيث��fهي�الدالة�المعرفة�على��[ [0,+ ��:�كما�يلي�∞

������������3 1
( )

2

x
f x

x

+
=

+
limلدينا�.� ( ) 3

x
f x

→+∞
�limإذا�= 3n

n
u

→+∞
)إذن�المتتالية�.= )n

uمتقاربة�.���

���14تمرين�محلول�

)المتتالية������لتكن )nuالمعرفة�على��ℕكما�يلي���:
2 3 1

2 3
n

n n
u

n

+ +
=

+
.���

)�عين�نهاية�المتتالية•���� )nu. 

��:حــل�

�����نحول�العبارة�����
2 3 1

2 3
n

n n
u

n

+ +
=

+
.��

����
2

2 2

3 1 3 11 1

33
22

n

n
n n n nu n

n
nn

 
+ + + + 

 = = ×
  ++ 
 

��

�����
2

3 1
lim 1 1

n n n→+∞
+ + ���3و�=

lim 2 2
n n→+∞

+ =���

�����
2

3 1
1

1
lim

3 22
n

n n

n

→+∞

+ +
=

+

limإذن���.� n
n

u
→+∞

= )�و�المتتالية����∞+ )n
uمتباعدة�.���
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���������������������������������������.نهاية�متتالية�عددية�باستعمال�الحصر 
):1مبرهنة�� )nu��،�( )nvو���( )nwو�عددية���ثلاث�متتاليات���lعدد�حقيقي��.��

��limإذا�كانت� n
n

v l
→+∞

�limو= n
n

w l
→+∞

�،0nعدد�طبيعي��من�إذا�كان�ابتداء�َو=
n n nv u w≤ �limفإن�≥ n

n
u l

→+∞
=��

(��يشمل�كل�حدود�المتتالية��l،�Dمجالا�يشملDليكن:برهان�
nv��(1انطلاقا�من�nو�Dيشمل�كل�حدود�المتتالية����    

 �)
nw��(2انطلاقا�من�n�.3ليكن��n�1أكبر�العددين�n�2و�n،�Dيشمل�كل�حدود��)

nv�(و�)
nw��(3انطلاقا�منn���

���و�بما�أن
n n n

v u w≤ (��يشمل�كل�حدود�المتتالية��Dفإن≥
n

u��(3انطلاقا�من�n�.و�بالتالي��lim n
n

u l
→+∞

=��.����

)�:2مبرهنة�� )nuو�( )nvإذا�كان.�تان�عدديمتتاليتان��َ0يعدد�طبيع��منابتداءn�،�
n n

u v≥و���lim n
n

v
→+∞

= +∞���

��limفإن��� n
n

u
→+∞

= +∞��

[ليكن:برهان� [,α [�.�مجالا�∞+ [,α )تتالية��كل�حدود�الم�0nيشمل�إنطلاقا�من∞+ )nvو�بما�أن��
0 0n nu v≥فإن������ 

[المجال�  [,α )�كل�حدود�المتتالية��0nيشمل�إنطلاقا�من∞+ )nuمعينةp�0،�من�أجلn n≥،�
n n

u v≥ليكن�qالأكبر��
nإذا�كان��.�0nو�pمن�بين q≥فإن�] [,nv α∈ �limو�منه�∞+ n

n
u

→+∞
= +∞.���

)�:3مبرهنة�� )nuو�( )nvإذا�كان.�تان�عدديمتتاليتان��َ0عدد�طبيعي��منابتداءn�،�
n n

u v≤و���lim n
n

v
→+∞

= −∞���

��limفإن��� n
n

u
→+∞

= −∞��

�بوضع�2هان�مع�المبرهنة�نفس�البر:برهان�
n n

u U= �و�−
n n

v V= −.��

 �������������������������������������.نهاية�متتالية�هندسية��

)�:مبرهنة���� )n
u0متتالية�هندسية�حدها�الأول�uوأساسها�q�.��

��1qإذا�كان��•��� ��0و�< 0u ��limفإن�< n
n

u
→+∞

= )��و�المتتالية�∞+ )nuمتباعدة��.��

��1qإذا�كان��•��� ��0و�< 0u ��limفإن�> n
n

u
→+∞

= )��و�المتتالية�∞− )n
uمتباعدة��.��

��1إذا�كان��•��� 1q− < ����limفإن�> 0n
n

u
→+∞

)��و�المتتالية�= )n
uمتقاربة���.��

��1qإذا�كان��•������������ ≤ )����فإن�المتتالية�− )n
uالنهاية�غير�موجودة�(��متباعدة�������������������������������.(��

)المتتالية)���1:أمثلة��� )nuعلى�المعرفة��ℕ1:��بـ�
3

2

n

nu
 

=  
 

)�لأن��0متقاربة�نحو�متتالية� )nuمتتالية�هندسية����  

0حدها�الأول�     3u ��1وأساسها=

2
q 1و�= 1q− < �limمنهو�> 0n

n
u

→∞
=.��

)المتتالية )2 )nvعلى�المعرفة��ℕ3:��بـ�n

n
v )�متباعدة��لأنمتتالية��= )nvمتتالية�هندسية�حدها�الأول��

0 1v '�أساسها�و= 3q '�و= 1q �limو�منه�< n
n

v
→+∞

= +∞�.� 

)المتتالية��)����������3 )n
wعلى�المعرفة��ℕبـ���:( 3)n

nw = )�متباعدة��لأنمتتالية��− )n
wمتتالية�هندسية�حدها����� 

0الأول�    1v ''��وأساسها= 3q = '�و− 1q < ���.النهاية�غير�موجودة��و�منه�−
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�����( )
1n n

u
≥

�2:�متتالية�تحقق�ما�يلي� 1 4

2 3
n

n n
u

n n

+
≤ ≤

+
.���

)�عين�نهاية�المتتالية•���� )
1n n

u
≥

. 

2:حــل� 1 1
lim lim 2 2

n n

n

n n→+∞ →+∞

+  
= + = 

 
�4و 4

lim lim 2
32 3
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n n
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n

→+∞ →+∞
= =

+  
+ 

 

��limو�منه 2n
n

u
→+∞

=.���

���16تمرين�محلول��

)المتتالية������لتكن )nuالمعرفة�على��ℕكما�يلي���:sin( )
n

u n n= +.���
)�عين�نهاية�المتتالية•���� )nu. 

n�:�1نعلم��من�أجل�كل�عدد�طبيعي�:حــل� sin( ) 1n− ≤ )n�:�sinمن�أجل�كل�عدد�طبيعي���ومنه≥ ) 1n ≥ −.���
�1nuإذا�� n≥ �limو− 1

n
n

→+∞
− = limليا�وبالت∞+ n

n
u

→+∞
= +∞��

���17تمرين�محلول�

)المتتالية������لتكن )nu0المعرفة�بحدها�الأول 2u 1:��و�العلاقة�=

2
1

5
n nu u+ = +.��

)المتتالية������لتكن )nv5:المعرفة�كما�يلي�

3
n nv u= −��

)أثبت�أن�المتتالية)������1 )nvطلب�تعيين�أساسها�و�حدها�الأول��متتالية�هندسية�ي.��
)عين�نهاية�المتتالية)������2 )nu. 

�1nvلنحسب)�1:حــل� +.��

�����������

1 1

5

3

2 5
1

5 3

2 2 2 5

5 3 5 3

2

5

n n

n

n n

n

v u

u

u u

v

+ += −

= + −

 
= − = − 

 

=

��

)إذا�أن�المتتالية� )n
v�2أساسها��متتالية�هندسية

5
q ��0و�حدها�الأول�= 0

5 5 1
2

3 3 3
v u= − = − =.��

2أساس�المتتالية�هو)����������2

5
q =.���

�������������2
1 1

5
− < )�المتتاليةن�إذ> )nvمتقاربة�و��lim 0n

n

v
→+∞

��5و�بالتالي�=
lim

3
n

n
u

→+∞
�5لأن=

3
n nu v= +��
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��أعمال�موجهة
 

 .الوسط�الحسابي 

�����( )
1n n

u
≥

��).�عدد�حقيقي��r)rو�أساسها��1uمتتالية�حسابية�حدها�الأول�
1بين�أن�)����������������1 1 2n n nu u u+ −+ =.����
�2aثلاث�حدود�متتابعة�من�متتالية�حسابية��أثبت�أن�a�،�b�،�cإذا�كانت�)������2 c b+ =.���

���.دين�طرفين�يساوي�ضعف�الحد�الوسط�حسابية�مجموع�ح�في�متتالية�:نتيجة�
��:�حدود�متتابعة�من�متتالية�حسابية�علما�أن�a�،�b�،�cثلاث�أعداد�حقيقية�أوجد:تطبيق�

������������������15

80

a b c

a b c

+ + =


× × =
���

 .الوسط�الهندسي 

���( )
1n n

u
≥

)�متتالية�هندسية )
1n n

u
≥

��).�عدد�حقيقي�غير�معدوم��q)�qو�أساسها�1uحدها�الأول�
2بين�أن�)����������������1

1 1n n nu u u+ −× =.����
�2aثلاث�حدود�متتابعة�من�متتالية�حسابية��أثبت�أن�a�،�b�،�cإذا�كانت�)������2 c b× =�������������.���

���.هندسية�جداء�حدين�طرفين�يساوي�مربع�الحد�الوسط��في�متتالية�:نتيجة�
��:�حدود�متتابعة�من�متتالية�هندسية�علما�أن�a�،�b�،�cثلاث�أعداد�حقيقية�أوجد:تطبيق�

������������������26

216

a b c

a b c

+ + =


× × =
���

 .نهاية�مجموع�حدود�متتالية�هندسية� 

����( )n
u�0متتالية�هندسية�حدها�الأول�uو�أساسها�q)�qعدد�حقيقي��.(��

������0نضع�� 1 ....n nS u u u= + + +.���
0qإذا�كان� )1 �أحسب�=

nS��0بدلالة�uثم�استنتج��lim n
n

S
→+∞

.���

1qإذا�كان� )2 �أحسب�=
n

Sبدلالة���n�0و�uثم�استنتج��lim n
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S
→+∞

.���

0qفرض�ن )3 �1qو≠ ≠.���
��1qإذا�كان��•��� �0و< 0u �limبين�أن�> n

n
S

→+∞
= −∞.����

��1qإذا�كان��•��� �0و< 0u �limبين�أن�< n
n

S
→+∞

= +∞.����

��1إذا�كان��•������������ 1q− < ��0limبين�أن�>
1

n
n

u
S

q→+∞
=

−
�.����

��1qإذا�كان��•������������ ≤ �بين�أن−
n

Sنهايةليس�له�.����

).�عدد�حقيقي�غير�معدوم�α:تطبيق� )n
u�0متتالية�هندسية�حدها�الأول� 3u �2وأساسها��=

q
α

=.���

نهاية��αقش�تبعا�لقيم�العدد�نا��������
nS�0حيث� 1 1........n n nS u u u u−= + + + +.��
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� �أعمال�موجهة� ���
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��:�متتالية�غير�رتيبة� 
)�:دراسة�مثال�� )nuمتتالية�معرفة�من�أجل�كل�عدد�طبيعي�nا�يلي��كم��:( )2

n

nu = −.���
�1nالفرق�nأحسب�بدلالة� )�1 n

u u+ −.���
�1nإشارة�nناقش�حسب�قيم� )�2 n

u u+ −.� 

)هل� )�3 )n
uرتيبة�.��

)لهندسية���لتكن�المتتالية�ا:تطبيق�� )n
u�1المعرفة�بحدها�الأول� 3u �3و�أساسها�=

2
q = −.���

)������������أثبت�أن�المتتالية� )n
uغير�رتيبة��.��

��

��:��دراسة�متتالية�تراجعية 
21:�حيث�أن�xللمتغير�الحقيقي��fلتكن�الدالة�:�تمرين

( )
2

f x x=.���

)�ليكن )fCرسمها�البياني�في�المستوي�المنسوب�إلى�معلم�متعامد�ومتجانس��( ); ,O i j
� �

)لتكن�المتتالية��.� )nu��

0uالمعرفة�بحدها�الأول� a=)a ∈ℝ(و�من�أجل�كل�عدد�طبيعي�،n:���

����������������������2
1

1

2
n nu u+ =.���

�7نفرض�:الجزء�الأول��

4
a =.���

21أدرس�إشارة�)�����1

2
x x−.��

[�من�المجال�xأثبت�أن�من�أجل�كل�عدد�حقيقي�)�����2 [0, 2�،�21
0 2

2
x x≤ ≤ ≤.��

���.�fأدرس�تغيرات�الدالة�)�����3
)ياني�للمتتالية�باستعمال�الرسم�المقابل�عين�التمثيل�الب)�����4 )nu.��
)هل�هذا�التمثيل�البياني�يوحي�باتجاه�تغير�المتتالية�)�����5 )

n
u؟��

)أثبت�أن�المتتالية)�����6 )
n

uمتناقصة��.��
)�و�اتجاه�تغير�المتتالية������fقارن�بين�تغيرات�الدالة )nu�.���

�4aنفرض�:الجزء�الثاني�   =.���
2xبين�أنه�إذا�كان� )�1 )�فإن�< ) 2f x �2nuاستنتج�أن�< >.���
)بين�أن� )�2 )nuمتزايدة��. 

�2aنفرض�:الجزء�الثالث��� =.���
����.f(2)أحسب� )�3
)بين�أن� )�4 )nuمتتالية�ثابتة��.��
��
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��مسائل�محلولة

��
)��المستوي�منسوب�إلى�معلم�متعامد�و�متجانس� ); ,O i j

� �
]�المعرفة�على��xللمتغير�الحقيقيfلتكن�الدالة�. ��:بـ0,1[

�2( ) 2 2f x x= )تمثيلها�البياني�في�المعلم)�fC(�ليكن�− ); ,O i j
� �

��مساحة�السطح�Aنريد�حساب�المساحة.��

(��المحدود�بالمنحنى�����
fC�(0،�محور�الفواصل�و�المستقيمين�المعرفينبالمعادلتين�����x �1xو�= ]نقسم�المجـال���.�= ]0,1������

�1جزءَا�متساوية�حيث�أن�كل�جزع�يساوي�nإلى  

n
��.�كما�هو�مبين�في�الرسم�المقابل.

(�جزء�المستوي�المحدود�بالمنحنى�Eليكن�
f

C�(نسمي�.�و�المحورين�
nuمجموع����

�ونسميEطيلات�المحتواة�في�مساحات�المست
n

vمجموع�مساحات�المستطيلات�التي������������( )fC��

و�عليه�لدينا��.���Eتحوي
n nu A v≤ ��.�من�أجل�كل�عدد�طبيعي�غير�معدوم�≥

ن�عي )�1
n

uو��
n

vبدلالة��nثم�عين�lim n
n

u
→+∞

�limو n
n

v
→+∞

.��

��������������2يعطى�المجموع�Aإستنتج�قيمة� )�2

1
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6

n

p

n n n
p

=

+ +
=∑ 
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2
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 
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 
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2 4
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 
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 
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 
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 
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       
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��.��الهدف�من�المسألة�هو�أيجاد�نهاية�متتاليتين�باستعمال�متتالية�هندسية�و�متتالية�ثابتة�
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 تعيين�حدود�متتالية�بواسطة�المجدول� 

( )nuمتتالية�عددية�معرفة�على�ℕبحدها�العام�كما�يلي�:��

�1
1

2

n

n
u

 
= − +  

 
��

( )nvمتتالية�عددية�معرفة�على�ℕ�0بحدها�الأول 3v =��

1:���و�بالعلاقة

2
1

n

n

v
v

+ = +��

 .أنجز�ورقة�الحساب�المقابلة .1

 �55vو55uعين� .2

 .ضع�تخمينا�حول�تقارب�المتتاليتين .3

��

 تعيين�حدود�متتالية�و�تمثيلها�بواسطة�الحاسبة�البيانية� 

 �plus83Tiتعيين�الحدود�بواسطة�الآلة�الحاسبة� .1

( )nuمتتالية�عددية�معرفة�على�∗
ℕ1ها�الأول�بحد 2u 1:��و�بالعلاقة= 2 1n nu u+ = +��
��نحجز�عبارة�المتتالية.�Seqنضغط�على�اللمسة����������ثم�نختار�

�����و�لإظهار����في���������مع�تحديد�الوسائط�بالضغط�على�اللمسة��������
��شاشة�نضغط�على�اللمسة�����������ثم�اللمسة�����������حدود�المتتالية�على�ال

��نضغط�على�اللمسة�uمن�أجل�حجز ��ثم�اللمسة������������
��.�نضغط�على�اللمسة�����������nو�من�أجل�حجز

�نرمز�إلى:ملاحظة
nu�ِبـ�( )u nو�نعبر�عن�( )u nبدلالة�( )1u n −.��

 .�46uو13u،�29uعين�الحدود� •

��.ضع�تخمينا�حول�اتجاه�تغير�المتتالية •
 plus83Tiسبة�تمثيل�متتالية�بواسطة�الآلة�الحا .2

( )nuمتتالية�عددية�معرفة�على�ℕ�0بحدها�الأول 2u ��:�و�بالعلاقة�التراجعية=

��������������������������1

5 3

2
n

n

n

u
u

u
+

+
=

+
��

���و�تحديد�الوسائط1Yها�في�لتمثيل�المتتالية�على�شاشة�الحاسبة�بعد�حجز�عبارت
����أو�اللمسة�����نضغط�على�اللمسة���������� ������.��

 .�46uو13u،�29uعين�قيم�مقربة�للحدود� •

 .ضع�تخمينا�حول�تقارب�المتتالية�و�نهايتها •
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6 
��

� �� �مال�تطبيقيةأع� �� ���
��

 �متتالية�بواسطة�المجدول�طبيعة�خمينت 
��
��

( )n
u0:��ِـ�هي�المتتالية�المعرفة� 5=u�1والعلاقة�التراجعية� 5 7+ = −

n n
u u nوهذا�من�أجل�كل�عدد�طبيعي�n.��

( )nv7:��ِـ�هي�المتتالية�المعرفة� 7

4 16
= − −n nv u nوهذا�من�أجل�كل�عدد�طبيعي�n.��

)�باستعمال�مجدول�إكسل�نريد�برمجة�حساب�الحدود�العشرة�الأولى�للمتتاليتين.1 )nuو�( )nv.��

��.��9إلى��0من�nالأول�أحجز�قيم��في�السطر�أ�ـ

��.�ثم�اسحب�نحو�اليمين�1Cو1B،�حدد�الخليتين�1Cفي�1ثم�1Bفي�الخلية�0و�1Aفي�الخليةnسجل

�برمج�حساب�ب�ـ
n

uفي�السطر�الثاني�.��

سجل�
n

u�2في�الخليةA�0ثم�أحجز�قيمةu�2في�الخلية�5أي�العدد�B�2في�الخلية�؛�أحجز�القاعدة�Cثم��
��.حددها�واسحب�نحو�اليمين

�برمج�حساب��ـ�ـ
nvالثالث�في�السطر�.��

سجل�
n

v�3في�الخليةA�3في�الخلية�القاعدة���وأحجزBدهاواسحب�نحو�اليمين��ثم�حد. ��

��

��

��

��

)�لاحظ�السطر�الثالث،�أعط�تخمينا�حول�طبيعة�المتتالية.2 )n
v)1ة�سطرا�أخرا�لحساب�يمكن�إضاف�n

n

v

v

+(���

��.�برهن�التخمين�الموضوع�في�السؤال�السابق.3

�عبر�عن�.4
n

vثم��
n

uبدلالة�n.��

�كلا�من�المجموعين��nاحسب�بدلالة.5
n

Sو�
n

T�0:�حيث 1 ...
n n

S v v v= + + �0و+ 1 ...
n n

T u u u= + + +.��

��.�باستعمال�جدول�إكسل�السابق�9Tو�9Sتحقق�من�النتيجتين�.6
��
��
��
��
��



 164

6 
��

� �� �أعمال�تطبيقية� �� ���
��

��plus83Tiقارب�متتالية�بواسطة�الحاسبة�مشاهدة�ت 
��:��لمشاهدة�تقارب�المتتالية�أو�تباعدها�على�شاشة�الحاسبة

 .نحجز�عبارة�المتتالية�في������������ثم�نحدد�الوسائط .1

��
 .�و�نصادقwebثم�اللمسة�����������ونختارنضغط�على�اللمسة������� .2

 

 ��������ثم�عدة�مرات�على�اللمسة��������لرسمنضغط�على�اللمسة���� .3

��.النسيج
��:مثال

)في�الحالة�الأولى�نشاهد�تقارب�المتتالية� • )nuالمعرفة�بحدها�الأول� 

0 2.5u �1و�العلاقة�التراجعية�=

3

2 1
n

n

n

u
u

u
+

+
=

+
��

)الية�في�الحالة�الثانية�نشاهد�تباعد�المتت • )nvالمعرفة�بحدها�الأول� 

0 0.5v �1و�العلاقة�التراجعية�=

1
1

2
n n

v v+ = +��

)ضع�تخمينا�حول�تقارب�المتتالية��باستعمال�الحاسبة�البيانية:�تطبيق )nu�0المعرفة�بحدها�الأول 3u �و�العلاقة�=

1التراجعية�

4

2 1
n

n

n

u
u

u
+

+
=

+
.��

 plus83Tiبرنامج�لتعيين�حدود�متتالية�تراجعية�بواسطة�الحاسبة� 

( )nu0متتالية�عددية�معرفة�بحدها�الأول� 3u ��:�و�بالعلاقة�التراجعية=

����������������������������1

2 1

2
n

n

n

u
u

u
+

+
=

+
��

��.�ثم�نعطي�اسما�للبرنامجNewفي�البداية�نختار�اللمسة����������ثم�نختار
��.�ثم�ندخل�البرنامج�المقابلsuite:نسميه�مثلا

���4ثمCTLارو�نخت�نضغط�على�اللمسة����������Forللحصول�على •
��

���نطبق�2uو1uللحصول�مثلا�على
��EXECالبرنامج�بواسطة�اللمسة�

1nثم�نأخذ� ��2nثم�= =��

1نحصل�على

7

5
u �2و=

19

17
u =��
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6 

��

� �أعمال�تطبيقية� ���

��

 مقارنة�تزايد�متتالية�هندسية�و�متتالية�حسابية 

)يقترح�العقد�الأول.��زبنائه�عقدين�للتوفير�بنك�علىيعرض ا�يقترح��سنويا�بينم%�7الاستفادة�من�فوائد�بسيطة�نسبتها1(
)للعقد�الثاني ��.�سنويا%�5الاستفادة�من�فوائد�مركبة�نسبتها2(

الفوائد�البسيطة�هي�التي�تحسب�كل�سنة�انطلاقا�من�المبلغ�الأول�المودع�بينما�تحسب�الفوائد�المركبة�كل�سنة�انطلاقا�من�
��.رصيد�الموفر�للسنة�التي�تسبقها

)�في�البنك�بحيث�اختارت�أسماء�العقد�1000DAوضعت�كل�من�أسماء�و�بشرى�مبلغ��2006جانفي�01في� �بينما�1(
)اختارت�بشرى�العقد نرمز�بـِ�.�2(

na�ِإلى�رصيد�أسماء��و�بـ��
nb�2006إلى�رصيد�بشرى�في�السنة� n+.��

 .�3bو�1b،2bثم�3aو�1a،2a؟�أحسب��0bو0aما�هي�قيمة�كل�من .1

)بين�أن .2 )naمتتالية�حسابية�و�أن�( )nbمتتالية�هندسية�محددا�الحد�الأول�وأساس�كل�منهما�. 

�أحسب�كلا�من .3
naو��

nbبدلالة��n. 

19nباستعمال�الدساتير�المناسبة�أتمم�ملئ�ورقة�الحساب�الموالية�إلى�غاية� .4 =.��
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)�الأولى�للمتتاليتين�20مثل�بيانيا�في�نفس�المعلم�الحدود� .�5 )naو�( )nb. 

  .�فائدةر�،�العقد�الأكثnناقش،�حسب�قيم�العدد�الطبيعي� .�6

��
��
��
��
��
��
��
��
��
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��المتتاليات�الحقيقية
��أ
�ـ�ـ
�أم��ـ�ـ�

���.�13إلى�1أجب�بصحيح�أم�خطأ�عن�التمارين�من�
)الحد�الخامس�للمتتالية )nuالمعرفة�من�أجل�كل��

�بالعلاقةnيعيعدد�طب
2

2

1

1
n

n
u

n

−
=

+
12:��،�هو�

13
−.���

)المتتالية )n
uالمعرفة�من�أجل�كل�عدد�طبيعي�n�

2nبالعلاقة

nu n= ��.�هي�متتالية�متزايدة��،×
)المتتالية )n

uالمعرفة�على�ℕ�ِ�2:�بـ 2nu n= −��
��.هي�متتالية�رتيبة�

( )nuمتتالية�معرفة�من�أجل�كل�عدد�طبيعي�n�
1بالعلاقة 4n nu u+ )تكون�المتتالية.��= )n

uمتزايدة�إذا��
��.�موجب�تماما�0uكان�حدها�الأول

)المتتالية )nu�ِ1:��المعرفة�بـ 3
n n

u u+ = �هي�−
��.متتالية�متناقصة�

( )nuوهندسية�،�إذن�حسابية��متتالية( )nuمتتالية��
��.ثابتة�

)المتتالية )nuالمعرفة�على�ℕبالعلاقة��
( )1

n

nu = ���.�1و�−1:��،�تقبل�نهايتين�−
ABCقائم�في�مثلث�A�.إذا�كان�الأطوال�AB�،�

ACو�BCحدود�متتابعة�من�متتالية�حسابية�أساسها�r�
��.ع���هو�ثلث�طول�أحد�الأضلاrفإن

( )nu 0متتالية�هندسية�حدها�الأول 0u �و�أساسها�≠
0q 2إذا�تحقق�.�≠ 14 3

n n n
u u u+ += ��من�أجل�كل�−

�3qفإنnعدد�طبيعي =.���
)المتتالية )n

u�1حيثn nu au b+ = +،�aو�b�
��.عددان�حقيقيان�،�هي�متتالية�حسابية�

)المتتالية )nuالمعرفة�من�أجل�كل�عدد�طبيعي��n��
1:�بـِ� (1 )n nu n u+ = ��.�هي�متتالية�هندسية�−

1يعطى�الحدان 2v =�،�2 1v )�من�متتالية= )
n

v�

)المتتالية�.�ℕالمعرفة�على )nv�2هندسية�أساسها

2
.���

• 3 7 11 15 . . . 203 5160+ + + + + =��
• 1 2 4 8 . . . 128 263+ + + + + = 

��

��

��ا����ر������ـ�ـ�د
اختر�الجواب�الصحيح�من�بين�الأجوبة�المقترحة�في�

���.�19إلى�14التمارين�من�
( )nuمتتالية�معرفة�من�أجل�كل�عدد�طبيعي�n�

)علاقةبال )nu f n=حيث�fدالة�معرفة�على�[ [0 ; + ∞�

23:�بـِ�
( )

4
f x x= ��:��لدينا�−

1��(3
lim

4
n

n
u

→+∞
= )المتتالية)��2.�����− )n

uمتقاربة�.��

)�المتتالية)3 )n
uالمتتالية)�4.��حسابية�( )n

uمتناقصة��.��
)المتتالية )nuالمعرفة�من�أجل�كل�عدد�طبيعي�غير��

1:��بالعلاقة�nمعدوم 4

5

n

nu
n

 
= +  

 
��:لدينا��.�

)المتتالية)�1 )nuالمتتالية)�2.�����هندسية�( )nuحسابية��.��
)المتتالية)�3 )nu4.����متناقصة��(lim 1n

n
u

→+∞
=.���

)المتتالية )nuمعرفة�من�أجل�كل�عدد�طبيعي�غير��

2:�وتحقق�nمعدوم 2
4 4nu

n n
− ≤ ≤ ��:لدينا��.�+

1(( )nu2)�2.��������متتالية�ثابتة�
nu

n
=�.���

3(( )n
u4.������متتالية�موجبة�(( )n

uمتتالية�متقاربة��.��
�5لبضاعة�يزيد�بنسبةPإذا�كان�السعر �في�كل�%

��:�بعد�2Pعام�فإن�سعرها�يفوق
��.�السنة�15)��2.�����������سنوات�10)��1
��.�السنة�14)��4.���أشهر��5سنوات�و4)��3

)المتتالية )n
uدد�طبيعي�معرفة�من�أجل�كل�عn�

:�بالعلاقة�
2

2

3

4

n

n n
u

+

−
��:لدينا��.�=

1(( )nu2.����متتالية�هندسية(( )nuمتتالية�متزايدة�تماما�.��

3(( )nu0الحد�الأول)�4.����متتالية�متقاربةu�9هو

16
.���

( )nu�0متتالية�هندسية�حدها�الأولuو�أساسها�q�
���:nلدينا�من�أجل�كل�عدد�طبيعي.�غير�معدومين�

1�(0
n

nu u q=������������.�2�(0
n

nu u q= +�.���
3�(1

0
n

nu u q
+=����������.�4(0 ( 1)n

nu u q= + −.���
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��تمارين�تطبيقـية
��ا��ـ�ـ��ـ��ت

في�كل�حالة�من�الحالات�المقترحة�أدناه�،�جد�الدالة�
fل�عدد�طبيعي�بحيث�من�أجل�كn�،�( )nu f n=�،�

��.ثم�أحسب�الحدود�الأربعة�الأولى�

1°���3 4nu n= −����.�2°�2

2
n

n
u

n

−
=

+
.���

3°���2
nu n n= −.���4°�cos 3

4
n

u n
π

π
 

= − 
 

.��

��fالحالات�المقترحة�أدناه،�جد�الدالةفي�كل�حالة�من
n،�1بحيث�من�أجل�كل�عدد�طبيعي ( )

n n
u f u+ �،�ثم�=

���.�1u،��2u،��3uأحسب�الحدود

1°�
( )

0

2

1

2

1n n

u

u u+

= −


= −
�����2°�0

1

1

2

1n n

u

u u+


=


 = +

��

3°��
0

1

4

2

1
n

n

n

u

u
u

u
+

=



= +

�������4°�0

2
1

5

2n n n

u

u u u+

= −


= −
��

�أحسب�في�كل�حالة�من�الحالات�المقترحة�أدناه�،
)الحدود�الأربعة�الأولى�من�المتتالية )nuالمعرفة�على��

ℕثم�مثل�هذه�الحدود�بيانيا��،.��
1°�1

n
u n= +����������.�2°��2

nu n n= −.���

3°�nu n=�������������4°��0

1

1

2 3n n

u

u u+

=


= −
.���

�إليك�في�معلم�في�كل�حالة�من�الحالات�المقترحة�أدناه،
امد�ومتجانس�،�التمثيل�البياني�للحدود�الأولى�لمتتالية�متع

( )nu�0:�معرفة�بِـuوعلاقة�تراجعية�يطلب�تعيينهما����. 
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��
��
��
��
��

( )n
uمتتالية�معرفة�على�ℕبحدها�

nu.���
1n:��عن�الحدود�nعبر�بدلالة

u ��1؛�+
n

u ��2n؛�+
u؛���

2n
u���2؛� 1n

u ���2؛+ 1n
u �؛�في�كل�حالة�من�الحالات�−

��:التالية�
1°�4 1nu n= −��������.�2°��2 3nu n n= + −.���

3°��
1

n

n
u

n
=

+
��������.�4°��1nu n= +.���

)لتكن�المتتالية )n
u�32:�المعرفة�بالعلاقة n

n
u =��

�1n:تعرف�على�الحدود�
u �2n؛�+

u�2؛� 1n
u �2؛�−

n
u�

��:من�بين�العبارات�التالية�
1°��2

8 n�������������2°��18 n +��

3°���64

8

n

�����������4°�64 n.���

( )n
uمتتالية�معرفة�من�أجل�كل�عدد�طبيعي�n�
�3:بالعلاقة� 25 6 3nu n n n= − + +.���

)هل�.���2u؛����1u؛��0uأحسب�الحدود )1 )n
uثابتة�؟� 

3nuحلل� )2  .�إلى�جداء�عوامل�−

)عين�حدود�المتتالية )3 )n
u�3التي�تساوي�.� 
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y x= 2 1y x= +��
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��المتتاليات�العددية
( )Cهو�منحني�دالة�f�،في�مستو�منسوب�إلى�معلم��

)و )Dالمستقيم�الذي�معادلته�y x=.���
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��

( )n
u�ِ0:�متتالية�معرفة�بـ

1 ( )
n n

u a

u f u+

=


=
.���

��:�إذا�كان��3u؛��2u؛�1uعين�بيانيا
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��:التالية�

• a،�b،�cفي�هذا�الترتيب�هي�حدود�متتابعة���
��.من�متتالية�حسابة�

• b،�c،��aذا�الترتيب�هي�حدود�متتابعة���في�ه
��.من�متتالية�هندسية�

• 18a b c+ + =.� 

���.a،�b،�cأحسب�قيمة�الأعداد�� )1
��.عين�قيمة�أساس�المتتالية�الهندسية� )2

)لتكن� )nuالية�هندسية�متزايدة�وحدودها�سالبة��متت.��
 .ما�يمكن�القول�عن�أساسها� )1

1:إذا�علمنا�أن )2 3

1

4
u u× �1و= 2 3

19

12
u u u+ + = −�

 �.1u�،�2u�،�3uأحسب

��
 

عبر�عن�الحد�العام )3
nuبدلالة�n.� 

 �:�حيث�Sأحسب�المجموع )4

1 2 3 . . . nS u u u u= + + + +��
��:�التالية��xالمعادلة�ذات�المجهولℝحل�في

2 3
1 1 1

1 0
1 1 1

x x x

x x x

+ + +   
+ + + =   

− − −   
.���

1ة�يمكن�وضع�ملاحظ

1

x
y

x

+
=

−
.���

)نعتبر�المتتالية )nuالمعرفة�على�ℕحيث��:��

0 1u = ��1و�−

4
2

3
n

n

u
u

+ = −
+

.���

)ولتكن�المتتالية )nvالمعرفة�على�ℕحيث��:���
1

2
n

n

n

u
v

u

−
=

+
��

 �.1u�،�2u�،�3uأحسب )1

)أثبت�أن�المتتالية )2 )nuلا�حسابية�و�لا�هندسية�. 

)برهن�أن�المتتالية )3 )nvهندسية��. 

 �.�nبدلالةnvعبر�عن�الحد�العام )4

)ما�هي�نهاية�المتتالية )5 )nu.� 

)لتكن )nuمتتالية�معرفة�على�∗
ℕحيث��:��

1

3

4
u 1و���=

3( 1)

4
n n

n
u u

n
+

+
=.���

)ونعتبر�المتتالية )nvالمعرفة�على�∗
ℕحيث��:n

n

u
v

n
=��

)أثبت�أن�المتتالية )1 )nvهندسية�،�ثم�عين�حدها�الأول��
��.وأساسها�

أكتب )2
nvبدلالة�n.���

)أدرس�اتجاه�تغير�المتتالية )3 )nv.���
)�،0nأثبت�أنه�ابتداء�من�رتبة )4 )nuتكون�رتيبة��.��

)لتكن�المتتالية )nuالمعرفة�على�ℕكما�يلي��:��

0 5u ��1و�=

1
2

2
n nu u+ = −�.���

)نعتبر�في�المستوي�المستقيمين )Dو�( )'Dالمعرفين��

y:بمعادلتيهما� x=��1و
2

2
y x= ��.�الترتيب��على−
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��المتتاليات�العددية
)�فاصلة�نقطة�تقاطع�αعين )1 )Dو�( )'D.� 

 :نضع)��1المحصل�عليها�في�السؤال�αمن�أجل�قيمة )2

n nv u α= −��
)أثبت�أن • )nvمتتالية�هندسية��.��
عبر�عن •

nvبدلالة�nثم�استنتج�عبارة�
nuبدلالة�n. 

���:أحسب�المجموعين� )3

1 0 1 2 . . . nS v v v v= + + + +��

2 0 1 2 . . . nS u u u u= + + + +��
ABCD�2مربع�طول�ضلعه�.�( )1Cربع�الدائرة��
���.�Cو�Aوتشمل�النقطتينBالتي�مركزها

1Bمنتصف�[ ]BC�،1C�1وE�1نقطتان�حيث 1 1CB C E�
)مربع�و )2C�1ربع�الدائرة�التي�مركزهاBوتحدها��
���.�1CوCالنقطتين

2Bمنتصف�[ ]1 1B Cونرسم�( )3Cبنفس�الطريقة��.�.�.��
��)�.أنظر�الشكل(
��
��
��
��
��
��

��
نضع )1

nuطول�ربع�الدائرة�( )nC�1حيثn ≥.� 

���.1u�،�2u،��3uأحسب •
 �.�nبدلالةnuعبر�عن�الحد •

 .�مربع�nأحسب�طول�الخط�الحلزوني�المكون�بـِ )2

سب�الترتيب�نكتب�الأعداد�الطبيعية�في�جدول�ح
��:التالي�
��
��
��
��

��.يعرف�كل�عدد�بالسطر�والعمود�الذي�يكون�موجود�فيه�

��
��.�موجود�في�السطر�الثالث�والعمود�الثاني�11مثال�العدد�

���؟�وفي�أي�عمود�؟2007في�أي�سطر�يوجد�العدد�
�تكون��1،�الصفحة��nإلى1نرقم�صفحات�كتاب�من�

�ولكن�2007أرقام�كل�الصفحات�نجد�بجمع�.�على�اليمين�
��.صفحتين�بقيت�ملتصقتين�ولم�يحسب�رقماهما�

��ما�هو�عدد�صفحات�هذا�الكتاب�؟ )1
��وما�هو�رقم�كل�من�الصفحتين�الملتصقتين�؟ )2

���).2003أولمبياد�(

 مـسـائـل

( )nuمتتالية�معرفة�على�ℕ0:��حيث� 1u �ومن�=

1nأجل ≥،��1

1

2
n

n

u
u +

−
=.���

 �.1u�،�2u،��3uأحسب )1

2( αمن�أجل�كل�عدد�.��عدد�حقيقي�غير�معدوم�
�n:�نضع�nطبيعي nv u α= +.� 

)�التي�تكون�من�أجلها�المتتاليةαعين�قيمة�العدد • )nv�
��.هندسية�

عبر�عن •
nvبدلالة�n.���

 �.�nبدلالةnuاستنتج�عبارة •

)أدرس�اتجاه�تغير�المتتالية )3 )nu.� 

:��بحيث�nعين�أصغر�قيمة�للعدد )4
4| 1 | 10nu

−+ <.� 

:��المجموع�nبدلالةأحسب )5

0 1 2 . . .n nS u u u u= + + + +.� 

limاستنتج� )6 n

n

S

n→+∞
.� 

 une épidémie de(في�بداية�ظهور�وباء�الإفوانزة�

grippe�(لاحظ�عمال�المصالح�الطبية�أن�عدد�المصابين�
��.الجدد�في�يوم�متناسب�مع�عدد�المرضى�في�اليوم�السابق�

�و�في�اليوم�100إذا�كان�عدد�المرضى�في�اليوم�الأول
��:�،�فما�هو�120الثاني�
��عدد�المرضى�الجدد�في�اليوم�الرابع�؟ )1
���أيام�؟7عدد�كل�المرضى�بعد� )2
 �اليوم�؟15عدد�كل�المرضى�بعد� )3
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��تمارين�تطبيقـية
نعتبر�في�المستوي�المنسوب�إلى�معلم�متعامد�

)ومتجانس ); ;O i j
� �

)�،�النقط )0 1 ; 1A،�( )1 2 ; 2A�
�.�.�.( );n n nA x y1:�،�حيث�nx n= +�

و
2 3 4

4
n

n n
y

+ +
=.���

:��الخط�المنكسر�nنعتبر�من�أجل�كل�عدد�طبيعي

0 1 2 . . . nA A A Aحيث�معاملات�توجيه�المستقيمات��
( )0 1A A�،�( )1 2A A�،��.�.�.�،( )1n nA A �تشكل�حدود�+

1متتابعة�من�متتالية�حسابية�أساسها

2
.���

 �.0A،�1A،��2A،�3A،��4Aمثل�النقط )1

�nبين�أنه�من�أجل�كل�عدد�طبيعي�غير�معدوم )2

1:�يكون�

1

2
n n

n
y y −

+
− =.� 

)�تنتمي�إلى�قطع�مكافئnAبرهن�أن�النقط )3 )Ρ.� 

)أنشئ� )4 )Ρ�0في�نفس�الشكل�مع�النقطA،�1A،��

2A،�3A،��4A.� 

��.�ا�تلميذ�1500تضم�ثانوية

��.�تلميذا20يزداد�عدد�التلاميذ�سنويا�بـ

��ما�هو�عدد�التلاميذ�في�السنة�الخامسة؟)�1

��ما�هو�عدد�التلاميذ�في�السنة�العاشرة؟)�2

في�أي�سنة�يفوق�عدد�التلاميذ�في�هذه�الثانوية�،�)�3
���تلميذ�؟2000

1,75نسبة�تزايد�سكان�العالم�حاليا�تقدر�بـِ� �في�%
��.كل�عام�

��5,3هو1990العالم�في�عام��إذا�كان�عدد�السكان�
��:مليار�نسمة�،�فما�هو�عدد�سكانه�في�

���؟��2030؟�������سنة��2007؟�����سنة�2000سنة�
��)Robert Recorde 1510 – 1558(مسألة�ريكورد�
"مخترع�العلامة "=.���

���6صفائح�وفي�كل�صفيحة�يوجد4أبيع�لك�حصانا�له�
��.مسامير�

��
للمسمار�الأول�أدفع�دينارا�واحدا�،�للمسمار�الثاني�

وهكذا�حتى�.�.�.�دينارين�وللمسمار�الثالث�أربع�دنانير�
��ما�هو�ثمن�الحصان�؟.�نصل�إلى�المسمار�الأخير�

�،�30cmعلى�ورقة�مربعة�الشكل�طول�ضلعها
كل�قطعة�تزد�.�ابتداء�من�وسط�الورقة�"�يونانية"نرسم�

��.�عن�سابقتها�1cmبـِ
��
��
��
��
��
��
��
��

 �؟10في�الصف�"�اليونانية"ما�هو�طول� )1

 �؟nفي�الصف"�اليونانية"ما�هو�طول� )2

"�اليونانية"�تخرج�nابتداء�من�أي�قيمة�للعدد�الطبيعي )3
 .من�الورقة�

�نقطتين�متمايزتين�من�المستوي��0ΩوAلتكن
0حيث 10AΩ =�.�( )0C�0الدائرة�التي�مركزهاΩ�

�1ونسبته�Aالتحاكي�الذي�مركزه�h.5ونصف�قطرها�

3
.��

( )1Cصورة�( )0Cبواسطة�hو�( )2Cصورة�( )1C�
)�الدائرة�nكل�عدد�طبيعي�ومنه�أجلhبواسطة )1nC +�

)هي�صورة� )nCبالتحاكي�h.���
نسمي

nΩمركز�الدائرة�( )nCو�
nRطرها�نصف�ق.��

���
��
��
��
��
عبر�عن�المسافة )1

n nl AΩ=و�عن��
nRبدلالة�n.���

)�الدائرتينnبرهن�أنه�من�أجل�كل�عدد�طبيعي )2 )nC�
)و )1nC  .ارجيا��متماستين�خ+
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��المتتاليات�العددية
)�مساحة�القرص�المحدود�بالدائرةnuنضع )3 )nC.���

أكتب •
nuبدلالة�n.���

)أثبت�أن�المتتالية • )nuهندسية�يطلب�تعيين�أساسها�.��
)��nuمجموع�المساحاتnSلتكن )4 )0n ≥.���

 �.�nبدلالةnSعبر�عن •

limأحسب� • n
n

S
→+∞

.���

)المتتالية )nuالشكل�التالي�بحيث�قطع��معرفة�في�
��.الخط�المنكسر�موازية�لمحوري�الإحداثيتين�

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��

�0uمعلوم�،0uنفرض�أن α>��1و�α >.���

 �.�bو�aبدلالةαعبر�عن )1

:�نضع�nمن�أجل�كل�عدد�طبيعي )2
n nv u α= −�

)أثبت�أن�المتتالية )nvهندسية�. 

عبر�عن )3
nuبدلالة�nو�αدلالة�ثم�بn،�aو�b.� 

)نعتبر�المتتالية )4 )nhارتفاع�أدراج�سلم�حيث��: 

1 1 1h A B=�،�2 2 2h A B=�،��.�.�.�،
n n nh A B=.��

عبر�عن •
nhبدلالة�

nu�1وnu −.���

)أثبت�أن�المتتالية • )nhهندسية�يطلب�أساسها�.��

1:�برهن�المساواة� • 2 0... n nh h h u u+ + + = −.� 

��
��

��في�الشكل�الموالي�المثلثات��متقايسة�الأضلاع
��
��
��
��
��
��
��
��

��.بين�أن�متتالية�مساحات�المثلثات�هي�هندسية� .1
��.بين�أن�متتالية�مساحات�الأقراص�هي�هندسية� .2

��.�كل�المضلعات�منتظمة���المواليفي�الشكل
��
��
��
��
��
��
��
��
��

��.Erreur ! Liaison incorrecteبين�أن�المتتالية .1
)لمساحات�المثلثات�هي�هندسية�وكذلك�المتتالية )nh�

 لمساحات�السداسيات�هي�هندسية

�،�0t�،�0h�،�1tأثبت�أن�المتتالية�المعرفة�بالحدود� .2

1h�،�2t�،�2h�.�.�.هي�كذلك�هندسية�. 
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��المستهدفة�الكفاءات   

��

 

 .إنشاء�مرجح�نقطتين�� 

 .إنشاء�مرجح�ثلاث�نقط 

 .حساب�إحداثيات�المرجح 

 استعمال�المرجح�لإثبات�استقامية�نقط 

 .أو�تلاقي�مستقيمات

��

��

��

��الشباب��قبل�الميلاد�في�جزيرة�صقلية،�وكان�والده�فلكياً�شهيراً،�وكمعظم���ولد�أرخميدس�عام����
��مؤرخي�الرياضيات�والعلوم�اك�سافر�إلى�الإسكندرية�ثم�إلى�اليونان�طلباً�للدراسة،�ويعد�الكثير�منآنذ���
��أشهر�اكتشافاته،�طرق�حساب�من���أن�أرخميدس�من�أعظم�علماء�الرياضيات�في�العصور�القديمة��
��ور�التربيعية�حساب�تقريبي�دقيق�للجذ�القدرة�على�للأجسام،�وأثبت��المساحات�والأحجام�والجانبية���
���πوهو�نفسه�الذي�حدد�قيمة��الأرقام�الكبيرة�وأخترع�طريقة�لكتابة���
���الدائرة�ونصف�قطرها�بدقة�عالية�وهي�العلاقة�بين�محيط���

��النظريات�الأساسية�لمركز��فأرخميدس�هو�مكتشفما�في�مجال�الميكانيكأ���
��ومخترع�لأجسام�الصلبة�واستخدام�الروافعالمستوية�وا��الثقل�للأسطح��
�ومن�أبرز�القوانين�التي�اكتشفها�قانون�طفو�الأجسام���قلاووظ�أرخميدس���

��.�"قانون�أرخميدس"�بـِ�داخل�المياه�والذي�صار�يعرف���
���أرخميدس������������������������.الميلاد�على�يد�الرومان��قبل���وقد�قتل�أرخميدس�عام����

����ق�م���/��ق�م����������������������������������������������������������������������������������
��

7��
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7 

A BGA BGA BGA BG

�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

��أنشطة

��

������������������������������������������B������������G�����������������������������Aنشاط�أول��

��:�إذا�كانقانون�أرخميدس�يكون�التوازن�في�الشكل�المقابل��حسبٍ
�

A Bm GA m GB× = �حيث×
Amعدد�حقيقي�موجب�يمثل����
Bو����Aكتلة�جسم�معلق�في�التقطة��

mعدد�حقيقي�موجب����
B

m��������������������������������������������
A

m��
��هي��B.�GAكتلة�جسم�معلق�في�النقطة���يمثل�

��.GوBهي�المسافة�بين��G،GBو�Aالمسافة�بين
�GAفي�الرياضيات

����
�GBو

����
:�شعاعين�متوازيان��و�لهما�إتجاهان�متعاكسان�و�القانون�يكتب�

A Bm GA m GB= −
���� ����

.���
�0Aأي� Bm GA m GB+ =

���� ���� �
�المزودتين�بالكتلتين��BوAهي�نقطة�توازن�النقطتين��Gوهكذا�النقطة��

Amو��
Bm�.��

)�وحدة�الكتل�هي�الكيلوغرام� )kgو�وحدة�الأطوال�هي�السنتيمتر�( )cm.���
�6أجل�التوازن�محقق�من )1

A
m kg=أحسب�قيمة�،�

B
mبدلالة�GAو�GB.����

�7نضع )2
A

m kg=�3و��
B

m kg=�. 

GAأكتب�•
����

��GBبدلالة�
����
.��

3أثبت�أن��•�������

10
AG AB=
���� ����

��).يمكن�الإستعانة�بعلاقة�شال��(�

20ABعلما�أن�Gأنشئ�•������� cm=��.��
عين�كتلتين� )3

A
mو�

B
m  في�الوضعيتين�الآتيتين�لـG��

(a�� ���������������������������������(b��
� ����������������������������������������������������������������������
� ������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

�����نشاط�ثان�
��.�وي�مثلث�من�المست�ABCنك�لي

�2من�المستوي�المعرفة�كما�يلي��Iلتكن�النقطة� 0IA IB+ =
��� ��� �

.���
�2من�المستوي�المعرفة�كما�يلي��Jلتكن�النقطة� 0JB JC− =

��� ���� �
�.�����

�2المعرفة�كما�يلي��من�المستوي�Gلتكن�النقطة� 2 0GA GB GC+ − =
���� ���� ���� �

.���
���.�Jو��Iثم��النقطتين�ABCأنشئ�مثلثا� )1
3أثبت�أن� )2 2GI GC=

��� ����
���؟C�،�I�،�Gماذا�يمكن�القول�عن�النقط��.

2أثبت�أن� )3 0GJ GA− + =
���� ���� �

���؟A�،�J�،�Gماذا�يمكن�القول�عن�النقط��.
)سبة�للمستقيمين��بالنGماذا�تمثل�النقطة� )4 )AJو�( )CI؟� 

 Gأنشئ�النقطة� )5

2BGأثبت�أن� )6 CA=
���� ����
. 

)إستنتج�أن�المستقيمين� )7 )BGو��( )ACمتوازيان��. 
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��

� �� ���أنشطة�

��

�������نشاط�ثالث��

����������������������������������������������������������������������B�������G����������������A������������������
]ميزان�يحتوي�على�كفتين�متصلتين�بطرفي���المقابلل�الشكل��يمث ]ABكفة��،��

���نضع�في�وضعية�mلوزن�بضاعة.���Mتحتوي�على��كتلة�ثابتة���Aثابتة�في�
��.�له�ميزة�وهي�عدم�استعمال�كتل�عديدة�هذا�الميزان.���Gمضبوطة�النقطة�

)��وحدة�الكتل�و�الأوزان�هي�الكيلوغرام )kg.�� �� ���
���2Mنفرض� kg=�.��

]�على�القطعة�Gأين�يجب�وضع�النقطة� )1 ]AB�4للحصول�على�التوازن�إذا�كان�m kg=؟���

]�على�القطعة�Gأين�يجب�وضع�النقطة� )2 ]AB�3للحصول�على�التوازن�إذا�كان�m kg=؟���

]قطعة��على�الGأين�يجب�وضع�النقطة� )3 ]AB�2للحصول�على�التوازن�إذا�كان�m kg=؟���

2:�معرفة�كما�يلي�Gالنقطة� )4

3
AG AB=
���� ����

.� 

�����������������������������������������������������������������������������������؟mما�هو�وزن�البضاعة�

���نشاط�رابع��
����.�الموالي�يعطي�معدل�النقط�المحصل�عليها�من�طرف�تلميذ�خلال�فصل�دراسي���الجدول

��النقط��المعاملات��المواد��
����4��12اللغة�العربية

����2��13.5التربية�الإسلامية
����2��09.5الإجتماعيات
����3��10ةاللغة�الفرنسي

��المواد�الأدبية

����2��10اللغة�الإنجليزية
����5��11رياضيات
����4��08.5علوم�فيزيائية ��المواد�العلمية
����4��09.5علوم�طبيعية
����1��12الموسيقى
����1��13.5الرسم ��المواد�الأخرى
����1��16الرياضة

��.أحسب�المعدل�الفصلي�للتلميذ� )1
 .�معدل�المواد�الأخرى3mالمعدل��معدل�المواد�الأدبية�و2mمعدلال��معدل�المواد�العلمية�و1mأحسب�المعدل )2

1أحسب�العدد� )3 2 313 13 3

29

m m m× + × + ����ماذا�تستنتج�؟�.×

��

M 

m 
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��

 .�الأشعةتذكير�حول

���������������������������������������.الأشعة�المرتبطة�خطيا.1

uنقول�أن�شعاعين�:1تعريف�
�

�vو�
�

�uحيث�أن�kمرتبطان�خطيا�إذا�و�فقط�إذا�وجد�عدد�حقيقي� kv=
� �

.����
��
ABيكون�الشعاعان�:2تعريف�

����
�CDو�

����
)�مرتبطين�خطيا�إذا�و�فقط�إذا�كان�المستقيمين )ABو( )CDمتوازيين��.��

�0الشعاع�المعدوم�الذي�نرمز�له:ملاحظة�
�

��.����مرتبط�خطيا�مع�كل�شعاع�من�المستوي

���������������������������������������.طويلة�شعاع.�2

uطويلة�شعاع�:تعريف�
�

�uحيث� AB=
� ����

]�هي�طول�القطعة� ]ABو�نرمز�لها��AB
����

�uونكتب AB AB= =
� ����

.���

���:ملاحظات�
���������������uيكون�الشعاع�
�

�1uشعاع�وحدة�إذا�و�فقط�إذا�كان� =
�

��).وحدة�أطوال�في�المستوي�(

��������������0AB =
����

��.�Bمنطبقة�على�النقطة�Aمعناه�النقطة�

uجل�كل�شعاع����������������من�أ
�

�kuلدينا��kو�من�أجل�كل�عدد�حقيقي� k u= ×
� �

.��

��������������( )M AB∈معناه��AM k AB=
����� ����

)�kعدد�حقيقي(��

���������������������������������������.تقامةالتوازي�و�الإس.�3

)القول�أن�المستقيمين�:1مبرهنة� )ABو( )CDمتوازيان�معناه�أنه�يوجد�عدد�حقيقي��kحيث�أن�AB kCD=
���� ����

.���
��
�ABحيث�أن�kاستقامة�واحدة�معناه�أنه�يوجد�عدد�حقيقي�A،B،Cالقول�أن�النقط��:2مبرهنة� k AC=

���� ����
���.���

���������������������������������������.الأشعة�المرتبطة�خطيا�في�الهندسة�التحليلية.�4

)في�المستوي�المنسوب�إلى�معلم:1مبرهنة� ), ,O I Jليكن�الشعاعان�x
u

y

 
 
 

�
'�و

'

x
v

y

 
 
 

�
.��

�uأن�الشعاعين������������القول
�

�vو�
�

':ه��مرتبطان�خطيا�معنا ' 0xy x y− =.���
��
)�في�المستوي�المنسوب�إلى�معلم:2مبرهنة� ), ,O I Jلتكن�القطتان�( , )A x yو�( )' , 'B x y.��

�������������ABمركبتا�الشعاع�
����

'�:�هي

'

x x

y y

− 
 

− 
.��

��

)�متعامد�ومتجانس�في�المستوي�المنسوب�إلى�معلم:3مبرهنة ), ,O I Jليكن�الشعاع�x
u

y

 
 
 

�
.���

������������uطويلة�الشعاع�
�

2:���هي� 2
u x y= +
�

.���
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A C

B D

E

A C

B D

E

A B

D C

E

FG

H

I

A B

D C

E

FG

H

I

��

��طرائق

� ���

�����1تمرين�محلول�
���

�5BDحيث��Dمثلث�من�المستوي،�لتكن�النقطة�ABCليكن�� AC=
���� ����

6BEحيث���Eو�لتكن�النقطة� BC=
���� ����

��
��

��.�على�استقامة�واحدة��A�،�E�،�Dأثبت�أن�النقط�
���

��EAنثبت�أن��على�استقامة�واحدة��A�،�E�،�Dلإثبات�أن�النقط:طريقة�� k DE=
���� ����

�)kعدد�حقيقي����.�(   ����

EAبتطبيق�علاقة�شال�:حــل EC CA= +
���� ���� ����

�.��
��������5BDنعلم�أن AC=

���� ����
�5DBومنه CA=

���� ����
6BEونعلم�أن. BC=

���� ����
.��

��������6BEلدينا� EC BE+ =
���� ���� ����

5ECومنه)�الرسم�المقابل��(� BE=
���� ����
.��

�������EA EC CA= +
���� ���� ����
5ومنه�� 5EA BE DB= +

���� ���� ����
����أي

�������5 5EA DB BE= +
���� ���� ����

)�ومنه )5EA DB BE= +
���� ���� ����

��

��������5EAأي DE=
���� ����
���

�� �.�في�استقامية���������A�،�E�،�Dإذن�النقط��
� �� ���

�����2تمرين�محلول�
���النقطة�حيث�E،�1عدد�حقيقي�غير�معدوم�ويختلف�عن��αمستطيلا�من�المستوي،��ABCDليكن�

�AE ABα=
���� ����

1)النقطة�حيث�Fلتكن. )BF BCα= −
���� ����

)المستقيم�الموازي�للمستقيم. )ADو�يشملEيقطع�المستقيم��

��( )CDفيH.موازي�للمستقيمالمستقيم�ال( )ABو�يشملFيقطع�المستقيم( )ADفيG.المستقيمان( )EHو( )FG��

)أثبت�أن�المستقيمات�.��Iيتقاطعان�في�النقطة� )AC�،�( )EFو��( )GHمتوازية���������������.��

��

)أن�المستقيمات�لإثبات�:طريقة� )AC،( )EFو( )GHثبت�أن�الأشعة�نمتوازيةAC
����

،EF
����

GHوٍ
�����

مرتبطة�خطيا�مثنى�

 .��مثنى��

EF:حــل  EI EB= +
���� ��� ����

�����)محصلة�شعاعين�(�

������������
(1 )

EF EI EB BF AB AE

EF BC AB ABα α

= + = + −

= − + −

���� ��� ���� ���� ���� ����

���� ���� ���� ������

������������(1 ) (1 )EF BC ABα α= − + −
���� ���� ����

��
��( )(1 )EF BC ABα= − +

���� ���� ����
���
1)��و��� )EF ACα= −

���� ����
����

)�إذن )ACو( )EFمتوازيين��.GH GD GI= +
����� ���� ���

��GHومنه)�محصلة�شعاعين�(� FC AE BC BF AE= + = − +
����� ���� ���� ���� ���� ����

���
���(1 )GH BC BC ABα α= − − +

����� ���� ���� ����
�
�GHو�� BC ABα α= +

����� ���� ����
GHأي� ACα=

����� ����
��

)ومنه���� )EFو��( )GHو�بالتالي�المستقيمات�.��ينمتوازي��( )AC�،�( )EFو��( )GHمتوازية���.�����

)�يمكن�اختيار�الطريقة�التحليلية�باعتبار�المعلم�:ملاحظة� ); ,A AB AD
���� ����

��
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��

 .مرجح�نقطتين��

���.تعريف�مرجح�نقطتين��
�0αعددين�حقيقيين�حيث��βو�αمتمايزتين�و�ليكن���نقطتين�Bو�Aلتكن�:تعريف���� β+ ≠.���

�0GA:حيث���Gعلى�الترتيب�النقطة�βو��αالمرفقتين�بالمعاملين��Bو�����Aنسمي�مرجح�النقطتين GBα β+ =
���� ���� �

�������������������
)�الثنائية��αمرفقة�بالعدد�الحقيقي��Aإذا�كانت�نقطة�:ملاحظات ),A αتسمى�نقطة�مثقلة��.��

)�������الجملة�� ) ( ){ }, ; ,A Bα βيمكن�تعريف�وبنفس�الطريقة�جملة(تسمى�جملة�نقطتين�مثقلتينnنقطة�مثقلة.(��
)الجملة�المثقلة��هي�مرجح���������Gالنقطة ) ( ){ }, ; ,A Bα β.��

)نحصل�علىBمنطبقة�على���������Aإذا�كانت ) 0GAα β+ =
���� �

0αوبما�أن β+ 0GAفإن≠ =
���� �

����Aينطبق�على�Gأي
0αن���������إذا�كا β+ αأي= β= )العلاقة�تصبح− ) 0GA GBα − =

���� ���� �
0αوهذا�غير�ممكن�إذا�كان Aو≠ B≠��

2αمثلا�إذا�كان.�غير�موجودة��Gو�النقطة �2βو= = Aوإذا�كان− B≠الجملة( ) ( ){ }, 2 ; , 2A B ��.ليس�لها�مرجح−

αإذا�كان�:نتيجة�� β=نحصل�GA GB= −
���� ����

]�منتصف�القطعة��Gو�النقطة ]ABدئذ�تسمى�عنGمركز�المسافتين���   

1αوفي�هذه�الحالة�نأخذ�.�BوAالمتساويتين�للنقطتين�  β= =��.���
��.�وحيدة�Gفإن�النقطة�على�الترتيب�βو�αالمرفقتين�بالمعاملين�BوAالنقطتين�مرجحGإذا�كانت�النقطة�:1مبرهنة��

�0GA:برهان� GBα β+ =
���� ���� �

�0GAمعناه� GA ABα β β+ + =
���� ���� ���� �

)ه�ومن )GA ABα β β+ = −
���� ����

�0αبما�أن β+ ≠��

���AGفإن�� AB
β

α β
=

+

���� ����
��.Aو��Bنقطتان�ثابتتان�إذا��Gوحيد�����������������������������������������.��

)الجملة�المثقلة���مرجحGإذا�كانت�النقطة�1i:اصخو� ) ( ){ }, ; ,A Bα β.فإن�Gمرجح�الجملة�المثقلة���
�����������( ) ( ){ }, ; ,A k B kα β.حيث���kي�غير�معدوم��عدد�حقيق.��
����������2iإذا�كانت�النقطة�Gالجملة�المثقلة��مرجح( ) ( ){ }, ; ,A Bα β.فإن�النقط��A،Bو�Gعلى�استقامة�واحدة.���

���:برهان��
�����������1i0GA GBα β+ =

���� ���� �
��:�نحصل�على�kبضرب�الطرفين�في�العدد�الحقيقي�الغيرالمعدوم

��0k GA k GBα β+ =
���� ���� �

�0αونعلم�أن β+ 0kو�بما�أن≠ �0kفإن�≠ kα β+ ��.الثانية�وهذا�يعني�صحة�الخاصة��≠

����������2iالسابقة�نعلم�أن�1من�المبرهنة��GA AB
β

α β
= −

+

���� ����
���.��على�استقامة�واحدة�GوA،Bالنقط���معناه�أن

 ����فإن�من�أجل�كل���على�الترتيب�βو�αالمرفقتين�بالمعاملين�BوAالنقطتين�مرجحGإذا�كانت�النقطة�:2مبرهنة��

)���Mنقطة�   )MA MB MGα β α β+ = +
���� ���� �����

.���

���:برهان�
M:MAنقطة  من�أجل�كل���������� MB MG GA MG GBα β α α β β+ = + + +

���� ���� ����� ���� ����� ����
�0GAوبما�أن� GBα β+ =

���� ���� �
��

)������������فإن )MA MB MGα β α β+ = +
���� ���� �����

.���

]�منتصف�القطعةGكان�المرجحإذا��:ملاحظة�� ]ABنقطة  �فإن�من�أجل�كلM���2MA MB MG+ =
���� ���� �����

.���
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A C
D

B

G

A C
D

B

G

H A BH A B

��

� �طرائق� ���

�����3تمرين�محلول�
�����Aو�Bن��متمايزتان�نقطتا�.��

��.�على�الترتيب��1و��3المرفقتين�بالمعاملين��Bو�Aمرجح�النقطتين��Gأنشئ�النقطةِ�)1
��.�على�الترتيب��3و�-�4المرفقتين�بالمعاملين��Bو�Aمرجح�النقطتين�Hأنشئ�النقطة�)����2
��

)الجملة�مرجحGنعلم�أنه�إذا�كانت�النقطة��:طريقة� ) ( ){ }, ; ,A Bα βفإن��AG AB
β

α β
=

+

���� ����
]نقسم�القطعة�. ]AB��

�αإلى β+جزء�متقايسة�ثم�إنطلاقا�من�Aنضع�Gعلى�بعد�β

α β+
����)حلالفي��ن�الإستعانة�مبرهنة�طاليس�كما�هويمك(.

��4و��3+��1=��4)�1:حــل 3و�هي�تحقق�ما�يلي�.��موجودة�و�وحيدة��Gإذا�النقطة�≠0 0GA GB+ =
���� ���� �

���و�منه

��1

4
AG AB=
���� ����

���تنتمي�إلى�المستقيم��Gإذا�النقطة�

( )ABولإنشاء�النقطة�Gطعة�نختار�ق[ ]AC���
���أجزاء�متقايسة�ثم�نضع�النقطة���4نقسمها�إلى�

�Dعلى( )AC1بحيث

4
AD AC=
���� ����

��ننشئ�Dثم�من

)المستقيم )الموازي�للمستقيم∆( )BC.( ��يقطع∆(
( )ABفي�النقطة��G���.�������������������������������������������������������������������������������������

����������2(3 4 1− = �1و− 0− 4و�هي�تحقق�ما�يلي�.��موجودة�و�وحيدة��Hإذا�النقطة�≠ 3 0HA HB− + =
���� ���� �

���و�منه
��3AH AB= −

����� ����
)�تنتمي�إلى�المستقيم�Hإذا�النقطة� )ABقطة��وننشئ�النHبنفس�الطريقة�السابقة�.��

���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������
��

�����4تمرين�محلول�
���Aو�Bن��متمايزتان�نقطتا�.��

8:حيث�أنKلتكن�النقط)�1

3
AK AB= −
���� ����

��مرفقتين�بمعاملين�صحيحين�يطلب�تعيينهماBوAمرجح�النقطتينKأثبت�أن.

�2�(���
��أن�آ���
������ا������)أ )AB����

����,�)&� ���+� *�()���'�&�BوAه$��#"!�� �-#��.�� ���

�8)1:حــل�

3
AK AB= −
���� ����

)�و�منه� )3 8AK AK KB= − +
���� ���� ����

�11و�بالتالي� 8 0AK KB+ =
���� ���� �

��:�و�نستنتج�أن

�11 8 0KA KB− =
���� ���� �

��.��على�الترتيب-��8و��11مرفقتين�بمعاملينBو�Aمرجح�النقطتين��Kإذا�
)ستقيمنقطة�من�المMلتكن)�����������2 )ABإذن�الشعاعينMA

����
�ABو

����
��حيث�αعدد�حقيقيمرتبطان�خطيا�و�منه�يوجد

��AM ABα=
����� ����

)�و�منه )AM AM MBα= +
����� ����� ����

)�وبالتالي )1 AM MBα α− =
����� ����

��:و�نستنتج�أن.�

��( )1 0AM MBα α− − =
����� ���� �

)�بعبارة�أخرى )1 0MA MBα α− + =
���� ���� �

.��
��(1 ) 1α α− + �1و�= �1المرفقتين�بالمعاملين�Bو�Aمرجح�النقطتين�Mإذا�النقطة�≠0 α−و�αعلى�الترتيب�.��

)المستقيم��و�في�الخلاصة�نستنتج�أن� )ABهو�مجموعة�مراجح�الجملة( ) ( ){ },1 ; ,A Bα α−.حيثαيمسح�ℝ.����
��
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7 
��الدرس

��

 .مرجح�ثلاث�نقط��

���.تعريف�مرجح�ثلاث�نقط��
0αثلاث�أعداد�حقيقية�حيث�γو��α،βثلاث�نقط��و�C،�و��A،B:تعريف�� β γ+ + ≠.���
0GA:حيثGلى�الترتيب�النقطةعγوα،βلمعاملاتالمرفقة�باC،�وA،Bنسمي�مرجح�النقط� GB GCα β γ+ + =

���� ���� ���� �
��

���������������������������������������
��.�وحيدة�Gفإن�النقطةعلى�الترتيبγوα،βمعاملاتالمرفقة�بالC،�وA،Bلنقطا�لمرجحGإذا�كانت�النقطة:1مبرهنة�

�GBبكتابة��:برهان� GA AB= +
���� ���� ����

�GCو GA AC= +
���� ���� ����

)�نحصل�على ) 0GA AB ACα β γ β γ+ + + + =
���� ���� ���� �

��

�AGو�منه AB AC
β γ

α β γ α β γ
= +

+ + + +

���� ���� ����
)�أي� )1

AG AB ACβ γ
α β γ

= +
+ +

���� ���� ����
��

��1بوضع�
λ

α β γ
=

+ +
�ABو� AC uβ γ+ =

���� ���� �
�AGنحصل�على uλ=

���� �
��.�وحيدة��Gومنه

��ونأخذ�في.C،�و�A،Bمركز�المسافات�المتساوية�للنقط�Gة�و�غير�معدومة�يسمى�إذا�كانت�المعاملات�متساوي:ملاحظة
�هي�مركزثقل�المثلث�Gقطة��و�إذا�كانت�النقط�ليست�على�استقامة�واحدة�الن�،عندئذ1لات�مساوية�لـ��هذه�الحالة�المعام

ABCبالفعل�،G�0تحققGA GB GC+ + =
���� ���� ���� �

�3AGو�منه� AB AC= +
���� ���� ����

�2و�بالتالي�
'

3
AG AA=
���� �����

�A'حيث�.�

]الضلعمنتصف� ]BC�.النقطةإذن�Gعلى�ثلثي�البعد�من�Aو�ثلث�البعد�من�'Aو�بالتالي��Gمركز�ثقل�المثلث��ABC�.��

)�مرجح�الجملة�المثقلة�Gانت�النقطة�إذا�ك�:خاصية� ) ( ) ( ){ }, ; , ; ,A B Cα β γ.فإن�Gمرجح�الجملة�المثقلة���
�����������( ) ( ) ( ){ }, ; , ; ,A k B k C kα β γ�.حيث��kعدد�حقيقي�غير�معدوم��.��

 ����فإن�من�أجل�كل�على�الترتيبγوα،βمعاملاتالمرفقة�بالC،�و�A،Bمرجح�النقطGقطة�إذا�كانت�الن:2ةمبرهن�
)�،�Mنقطة                )MA MB MC MGα β γ α β γ+ + = + +

���� ���� ����� �����
.��

�MAبكتابة��:برهان� MG GA= +
���� ����� ����

،�MB MG GB= +
���� ����� ����

MC �و MG GC= +
����� ����� ����

���نحصل�على
��( )MA MB MC MGα β γ α β γ+ + = + +

���� ���� ����� �����
��

��������.خاصية�التجميع�
��.على�الترتيبγوα،βمعاملات�المرفقة�بالC،�و�A،Bمرجح�النقطG:مبرهنة��

��0αإذا�كان� β+ ��.�على�الترتيب�βو��αالمرفقتين�بالمعاملين��Bو��Aمرجح�النقطتين��Dو�كانت≠
�αالمرفقتين�بالمعاملين��Cو�Dمرجح�النقطتين��Gالنقطة��فإن β+و��γعلى�الترتيب��.��

�0GAلدينا�:برهان� GB GCα β γ+ + =
���� ���� ���� �

)�لديينا��Mو�نعلم�أن�من�أجل�كل�نقطة )MA MB MDα β α β+ = +
���� ���� �����

��
)،��Gمنطبقة�على�Mو�إذا�كانت )GA GB GDα β α β+ = +

���� ���� ����
)�ومنه� ) 0GD GCα β γ+ + =

���� ���� �
 ��Gو�بالتالي�

�αالمرفقتين�بالمعاملين��Cو�Dمرجح�النقطتين  β+و��γعلى�الترتيب�.��
���.بمرجحيهما�مرفق�بمجموع�المعاملين��ونستنتج��أنه�يمكن�تعويض�نقطتين��
��
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B C

A

I

G

B C

A

I

G

C

A B
I K

J G

C

A B
I K

J G

��

� �طرائق� ���

��

��5تمرين�محلول����
��A،Bو�،Cثلاث�نقط�من�المستوي��

����������    على�الترتيب5و2،1المرفقة�بالعواملC،�و�A،Bمرجح�النقط�Gالنقطة���أنشئ
2:حــل 1 5 8+ + �8و�= ���موجود�Gإذن≠0

��C،�و�A،Bمرجح�النقطGالنقطة��.��و�وحيد�
����معناهعلى�الترتيب5و2،1المرفقة�بالعوامل��
�2 5 0GA GB GC+ + =

���� ���� ���� �
����������������������بكتابة���و

GB GA AB= +
���� ���� ����

�GCو GA AC= +
���� ���� ����

���نحصل�على

8 5GA AB AC= − −
���� ���� ����

�1ومنه 5

8 8
AG AB AC= +
���� ���� ����

��

1 5

8 8
AG AB AC= +
���� ���� ����

]نأخذ�على��Gلإنشاء� ]ABالنقطتين�Iو�K�1حيث

8
AI AB=
��� ����

�5وٍ

8
AK AB=
���� ����
�.������������

)ننشئ�المستقيم�الموازي�للمستقيم�Kمن )BCالذي�يقطع�المستقيم�( )ACفيJ�5إذا�حسب�مبرهنة�طاليس

8
AJ AC=
���� ����

�.��

�AGومنه AI AJ= +
���� ��� ����

�AGأي�
����

�AIهي�محصلة�الشعاعين
���

�AJو
����

.���
��

����6تمرين�محلول��
����A،Bو�،Cثلاث�نقط�من�المستوي.���

����������    على�الترتيب2و1،−1معاملاتالمرفقة�بالC،�و�A،Bمرجح�النقط�Gالنقطة�أنشئ )1
uليكن�الشعاع )2

�
�2uالمعرف�بـ MA MB MC= − + +

� ���� ���� �����
�uأكتب
�

�MGبدلالة
�����

 ��Mثم�استنتج�مجموعة�النقط�

2uالتي�تحقق� =
��

��

��

2)�1:حــل 1 1 2+ − �2و�= ��Gالنقطة��.�موجود�و�وحيد��Gإذا≠0
����معناهعلى�الترتيب2و1،−1معاملاتالمرفقة�بالC،�و�A،Bمرجح�النقط

�2 0GA GB GC− + + =
���� ���� ���� �

.�1 2 1− + �1و�= ��Iرجح��إذن�يوجد�م≠0
�2أي��2و�−1مرفقتين�بالمعاملين�Cو�Aللنقطتين� 0IA IC− + =

��� ��� �
���أي

�2IA IC=
��� ���

�2AIو�منه AC=
��� ����
]�منتصف�القطعةCأي� ]AI.���
�2بتطبيق�خاصية�التجميع�العلاقة 0GA GB GC− + + =

���� ���� ���� �
��

�0GIتصبح GB+ =
��� ���� �

]�منتصف�القطعة��Gأي� ]IB��
2uفي�العلاقة�)��������2 MA MB MC= − + +

� ���� ���� �����
�MAفي�الأشعة�Gندخل��

����
�،�MB

����
�MCو

�����
��:�و�نحصل�على�

�2 2u MG GA MG GB MG GC= − − + + + +
� ����� ���� ����� ���� ����� ����

�2و�بما�أن� 0GA GB GC− + + =
���� ���� ���� �

2u:�نستنتج� MG=
� �����
.��

�2u =
��

�2يعني� 2MG =
�����

1MGأي� ���.�1و�نصف�قطرها��Gهي�الدائرة�التي�مركزها�Mإذن�مجموعة�النقط�=

7 
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7 

��

��الدرس

.��

 .إحداثيات�مرجح�ثلاث�نقط��

)المستوي�منسوب�إلى�معلم�:مبرهنة�� ); ,O i j
� �

 �المرفقة�بالمعاملات����������Cو�A،Bالنقط��مرجحGلتكن�النقطة�.

α ،βوγنضع�.�على�الترتيب( );A AA x y،( );B BB x yو��( );C CC x yإحداثيا�النقطة��Gهي�( );G Gx yحيث��:��

���������������������A B C
G

x x x
x

α β γ

α β γ

+ +
=

+ +
���Aو B C

G

y y y
y

α β γ

α β γ

+ +
=

+ +
��

 �����Mومنه�من�أجل�كل�نقطة�.��على�الترتيبγوα ،β �و�المرفقة�بالمعاملاتA،B�،�Cالنقط��مرجحG:برهان�

)من�المستوي�لدينا  )MA MB MC MGα β γ α β γ+ + = + +
���� ���� ����� �����

��:�نحصل�على��Oعلى��Mإذا�أخذنا

�( )OA OB OC OGα β γ α β γ+ + = + +
���� ���� ���� ����

�OGو�منه OA OB OC
α β γ

α β γ α β γ α β γ
= + +

+ + + + + +

���� ���� ���� ����
��

:�ومن�هذه�العلاقة�نستنتج�
G A B C

x x x x
α β γ

α β λ α β λ α β λ
= + +

+ + + + + +
��

��������������������������
G A B C

y y x y
α β γ

α β λ α β λ α β λ
= + +

+ + + + + +
��

�A:�و�بالتالي� B C
G

x x x
x

α β γ

α β γ

+ +
=

+ +
���Aو B C

G

y y y
y

α β γ

α β γ

+ +
=

+ +
.���

��:و�كان�.�على�الترتيب�βو�αالمرفقتين�بالمعاملين�BوAالنقطتين�مرجح�Gإذا�كانت�النقطة�:ملاحظة�

�( );A AA x y،( );B BB x yو�( );G GG x yفإن�A B
G

x x
x

α β

α β

+
=

+
��Aو� B

G

y y
y

α β

α β

+
=

+
��

)المستوي�منسوب�إلى�معلم��:مثال� ); ,O i j
� �

)�لتكن�النقط� )1;2A�،�( )3;5B )�و�− )0;2C.���

��:�على�الترتيب�إحداثياها�4و−1، −1 �المرفقة�بالمعاملات�Cو��A،Bمرجح�النقط���������Gالنقطة�

����������1 3 0
1

2
A B C

G

x x x
x

α β γ

α β γ

+ + − + +
= = =

+ +
�2و� 5 8 1

2 2
A B C

G

y y y
y

α β γ

α β γ

+ + − − +
= = =

+ +
��

]�منتصف�القطعة�Gإذا�كانت�النقطة�)��1:حالات�خاصة� ]AB.��

�������������������
2

A B
G

x x
x

+
������و=

2
A B

G

y y
y

+
=.���

��.�ABCمركز�ثقل�المثلث�Gكانت�النقطة�إذا�)������������������2

������������������
3

A B C
G

x x x
x

+ +
���و����=

3
A B C

G

y y y
y

+ +
=��.���

�3nنقطة�حيث�nمرجح�(�.نقطمرجح�عدة��� >(�� 

،�....،�1A،2A�،3Aلتكن�:تعريف��
n

A�n�1ة�مرفقة�بالمعاملات�نقطα،2α،3α،.....،
n

αحيث�على�الترتيب�.��������
  1 2 3 .... 0nα α α α+ + + + ،�....،�1A،2A�،3Aنسمي�مرجح�النقط   ≠

nAت��مرفقة�بالمعاملا�

1α،2α،3α،.....،
n

αالنقطة �على�الترتيبG�1:حيث 1 2 2 3 3 .... 0n nGA GA GA GAα α α α+ + + + =
���� ����� ����� ����� ���

�����������������.����الخواص�المعروفة�في�مرجح�ثلاث�نقط�تبقى�صحيحة:ملاحظة��
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7 

A

D

B

CD

I

H

A

D

B

CD

I

H

A B

CD

I

J

G

A B

CD

I

J

G

��

� �طرائق� ���

��

����9تمرين�محلول��
)المستوي�منسوب�إلى�معلم�� ); ,O i j

� �
)لتكن�النقط�. )1;2A��،( )1;4B )�و�− )3;3C −.���

��.�ليست�على�استقامة�واحدة��Cو�A�،�Bأثبت�أن�النقط� )1
 �.ABCعين�إحداثيات�مركز�ثقل�المثلث� )2

)�مرجح�الجملة�Hعين�إحداثيات�النقطة� )3 ) ( ) ( ){ }, 1 ; , 3 ; , 2A B C− −�.� ��

)ليست�على�استقامة�واحدة�يمكن�أن�نبرهن�أن�المستقيمينCوA،Bللبرهان�على�أن�النقط�)1:حــل )ABو�( )AC���

2الشعاعان��.غير�متوازيين�  

2
AB

− 
 
 

����
�4و��

1
AC

− 
 
 

����
)�هما�شعاعا�توجيه�للمستقيمين� )ABو�( )ACعلى�الترتيب����. 

( ) ( ) ( ) ( )2 1 4 2 6− × − − × �6و= )�إذن�المستقيمان�≠0 )ABو�( )ACو�بالتالي�النقط��.�ين�غير�متوازي���
��A�،�Bو��Cليست�على�استقامة�واحدة�و�ABCمثلث�من�المستوي��.��

)نضع��.��ABCمركز�ثقل�المثلث�Gليكن�)�����������2 );
G G

G x y.���

��������������1 1 3

3
Gx

− −
��2و��= 4 3

3
Gy

+ +
1و�منه��.�=

G
x = ��3و��−

G
y =�.��

)���������������إذن� )1;3G −.���
����������3�(1 3 2 2− − + = ��2و�− 0− )�موجود�و�وحيد�نضع���Hإذن�المرجح�≠ );H HH x y.���

��������������( ) ( ) ( ) ( )1 1 3 1 2 3

2
Hx

− × + − × − + × −
=

−
)��و�� ) ( )1 2 3 4 2 3

2
Hy

− × + − × + ×
=

−
��

2Hx:�������������و�منه� ��4Hyو��= ):���و�بالتالي�= )2;4H���

���10تمرين�محلول��

�ABCDمستطيل�من�المستوي��.��
)�مرجح�الجملة�Gعين�النقطة )1 ) ( ) ( ) ( ){ }, 2 ; , 2 ; ,1 ; ,1A B C D.���

)�مرجح�الجملة�Hعين�النقطة )2 ) ( ) ( ) ( ){ },1 ; ,1 ; ,1 ; ,3A B C D�.� 

1)1:حــل� 2 1 2 6+ + + 6و= 2.�موجود�و�وحيد��Gإذن�المرجح≠0 2 0GA GB GC GD+ + + =
���� ���� ���� ���� �

نلاحظ�أن�.
��إذن�.1مرفقتان�بنفس�المعامل�Dو�Cوأن�النقطتين�2مرفقتان�بنفس�المعامل�BوAالنقطتين

��Iومنه �على�الترتيب2�،�2ين�بالمعاملين�مرجحيهما�مرفقتIبالنقطةBو�Aيمكن�تعويض
]�منتصف�القطعة ]ABو�يمكن�تعويض�CوDبالنقطةJ�1،1مرجحيهما�مرفقتين�بالمعاملين���

]�منتصف�القطعةJهعلى�الترتيب�و�من ]CD4و�بالتالي 2 0GI GJ+ =
��� ���� �

�1ومنه

3
IG IJ=
��� ���

����

�2(1 1 1 3 6+ + + 6و= ��.موجود�و�وحيدHإذن�المرجح≠0

3 0HA HB HC HD+ + + =
���� ���� ���� ���� �
���مرفقة��CوA،�Bنلاحظ�أن�النقط�.

���Iـ����CوA،�Bيمكن�تعويض��.�1بنفس�المعامل�
�3و�بالتالي.ABCمركزثقل�المثلث� 3 0GI GD+ =

��� ���� �
]�منتصف�Gإذن� ]ID��
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7 

��

��أعمال�موجهة
 

 .تعيين�مجموعة�نقط�باستعمال�المرجح 

 
�����ABCلمستويمثلث�من�ا.�α�،�βو��γ�0ثلاثة�أعداد�حقيقية�حيث�α β γ+ + ≠.��

��.��على�الترتيب��γو��α�،�βالمرفقة�بالمعاملات��Cو���A�،Bمرجح�النقط�Gليكن�
)�المجموعة�kالهدف�هو�تعيين�حسب�قيم�العدد�الحقيقي )kΓنقط��مجموعة�الMمن�المستوي�التي�تحقق��:��

����������������������MA MB MC kα β γ+ + =
���� ���� �����

���

MAأكتب�الشعاع� .1 MB MCα β γ+ +
���� ���� �����

�MGبدلالة�الشعاع�
�����

��kثم�بين�أن�
MG

α β γ
=

+ +
.��

)�طبيعة�المجموعة�kناقش�تبعا�لقيم�العدد�الحقيقي .2 )kΓمحددا�عناصرها�الهندسية��. 

 

��
��:اتتطبيق
1. ABCبين�أن�مجموعة�النقط.�مثلثM2:��من�المستوي�التي�تحقق� 3 6MA MB MC− + =

����� ����� �����
 �دائرة�

����.مركزها�و�نصف�قطرها�يطلب�تعيين�
���
2. ABC1حيث�.�مثلث�قائم�ومتساوي�الساقين�من�المستويCA CB= =.���

2:���من�المستوي�حيث��������Mعين�و�أنشئ�مجموعة�النقط� 3 5MA MB MC− + − =
���� ���� �����

.��

��
3. �ABC1حيث��مثلث��متقايس�الأضلاع�من�المستويAB AC BC= = =.��

2:�من�المستوي�حيث��������Mعين�و�أنشئ�مجموعة�النقط� 3MA MB MC− + =
���� ���� �����

���.��

��
4. ABCعين�مجموعة�النقط.�مثلثM2:��المستوي�حيث��من� 2MA MB MC MA MC+ + = +

����� ����� ����� ����� �����
. 

 

5. ABCحيث��مثلث��متقايس�الأضلاع�من�المستويAB AC BC α= = )لتكن.�= )Γمجموعة�النقط��M�

4:�من�المستوي�التي�تحقق� 2MA MB MC MA MB MC− + = − +
����� ����� ����� ����� ����� �����

 

)�تنتمي�إلى�المجموعةBتحقق�أن�النقطة � )Γ. 

2MAبين�أن�الشعاع � MB MC− +
����� ����� �����

 .�Mمستقل�عن�النقطة

)�مرجح�الجملة�المثقلة�Gليكن � ) ( ) ( ){ },1 , , 4 , ,1A B C−. 

���3بين�أن�

2
GM α=ثم�استنتج�طبيعة�المجموعة��( )Γمحددا�عناصرها�المميزة�.��

)أنشئ�المجموعة � )Γ.��



 189

7 

C

A B
I

J

K

C

A B
I

J

K

� �أعمال�موجهة� ����
��
��

��:استعمال�المرجح�لإثبات�تلاقي�مستقيمات� 
��

��المعرفة����Kو�I�،�Jث�من�المستوي�لتكن�النقط��مثل�ABCليكن
��:�كما�يلي�

�Iنظيرة�منتصف�القطعة��[ ]ABبالنسبة�إلى��B.���
�2تحقق�العلاقة�Jقطة���الن 3 0JA JC− =

��� ���� �
.���

�1تحقق�العلاقة���Kالنقطة�

3
BK BC=
���� ����

.���

��مع�إعطاء�تبرير���Kو�I�،�Jأرسم�شكلا�توضع�فيه�النقط�)���1
)ماذا�يمكن�تخمينه�بخصوص�المستقيمات�.������ا�لهذا�الإنشاء� )CI،���

�����( )BJو��( )AK.���
���هي�مرجح�لنقطتين��Kو�I�،�Jأثبت�أن�كل�نقطة�من�النقط�)���2

��.�يطلب�تحديد�المعاملين�في�كل�حالة��Cو�����A�،Bمن�النقط�
)أثبت�أن��المستقيمات��)��3 )CI،�( )BJو��( )AKمتقاطعة��.��
��

���):Euler(�مستقيم�اولار� 
��

���.�ABCمركز�الدائرة�المحيطة�بالمثلثOو.�مركز�ثقله���Gمثلث�من�المستوي�و�النقطة��ABCليكن
]�منتصف�القطعةA'��لتكن� ]BC،�'Bمنتصف��القطعة�[ ]AC،�'Cمنتصف�القطعة�[ ]AB.��

BOH:حيث�أن���Hلتكن�النقطة OA O OC= + +
����� ���� ���� ����
.��

��.Hأنجز�رسما�بدون�إنشاء�النقطة )�1
AHأثبت�أن�الشعاعين� )�2

�����
OA'�و

�����
��.�مرتبطان�خطيا�

)إستنتج�أن�المستقيمين� )AHو��( )BCمتعامدين��.��
���؟Hماذا�تمثل�النقطة� )�3
 .�على�الترتيب�3و�−�1مرفقتين�بالمعاملين��Gو��Hمرجح�النقطتينOأثبت�أن� )�4

 .حدد�وضعية�النقط�الثلاثة�.��على�استقامة�واحدة���Hو�O�،�Gأن�النقط�أثبت� )�5

 �منطبقة�على�بعضها���Hو��O�،�Gمتقايس�الأضلاع�فإن�النقط�الثلاثة��ABCإذا�كان�المثلث:حالة�خاصة

���للمثلث�)'Euler�Droite d(�مستقيم�اولار��يسمى���Hو��O�،�Gالمستقيم�الذي�يشمل�النقط�:نتيجة��
�ABC�.��

 

�������
��
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A
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QR
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A
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QR
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��مسائل�محلولة

��
��.�الهدف�من�هذه�المسألة�هو�إثبات�تقاطع�مستقيمات�باستعمال�المرجح�

ABCمثلث�من�المستوي�و�النقط��P�،Qو�Rكما�يلي��معرفة�:��
��•�2 0PB PC+ =

���� ���� �
.���

��•
1

3
AQ AC=
���� ����

.���

��•Rمنتصف�القطعة��[ ]AB.���

)���أثبت�أن�المستقيمات� )AP�،�( )BQو��( )CRمتقاطعة�في�نقطة��يطلب�تعيينها��.��

��
 ��

�2معرفة�بالعلاقة��Pالنقطة� 0PB PC+ =
���� ���� �

���هي��Pو�منه�النقطة�
���على�الترتيب�1و��2مرفقتين�بالمعاملين��Cو�Bتين��مرجح�النقط

�1و�نستنتج�أن�

3
BP BC=
���� ����

.���

�1معرفة�بالعلاقة��Qالنقطة�

3
AQ AC=
���� ����

���و�نستنتج�أن�

�2 0QA QC+ =
���� ���� �

����Cو��Aهي�مرجح�النقطتين�Qو�منه�النقطة�.
��.�على�الترتيب�1و��2مرفقتين�بالمعاملين�

]�منتصف�القطعة��Rالنقطة� ]ABإذا�النقطة��Rهي�مرجح�النقطتين��Aو��Bعلى�الترتيب�1و��1مرفقتين�بالمعاملين��.��
2و�منه.�على�الترتيب���1و�2�،�2المرفقة�بالمعاملات��Cو�A�،�Bمرجح��Gلتكن�النقطة� 2 0GA GB GC+ + =

���� ���� ���� �
.��

�2 2 1 5+ + 5و= ��.�موجود�و�وحيد��Gإذا�المرجح≠0
��:�حسب�خاصية�التجميع

)رجح�الجملة��م�Gالنقطة� ) ( ){ },3 ; , 2P A�.ومنه�النقطة��Gتنتمي�إلى�المستقيم��( )AP��.��
)�مرجح�الجملة��Gالنقطة� ) ( ){ },3 ; , 2Q B�.ومنه�النقطة��Gلى�المستقيم��تنتمي�إ( )BQ.��
]�منتصف�القطعة�Rالنقطة ]AB�0إذا�RA RB+ =

���� ���� �
�2نحصل�على�2و�منه�و�بضرب�الطرفين�في��. 2 0RA RB+ =

���� ���� �
.��

�2في�العلاقة 2 0GA GB GC+ + =
���� ���� ���� �

�GAفي�الشعاعين��Rالنقطة��ندخل
����

�GBو�
����

��:��و�نحصل�على�
��( ) ( )2 2 0GR RA GR RB GC+ + + + =

���� ���� ���� ���� ���� �
����

��4 2 2 0GR RA RB GC+ + + =
���� ���� ���� ���� �

��
��2و�نعلم�أن� 2 0RA RB+ =

���� ���� �
.���

��4إذا�� 0GR GC+ =
���� ���� �

)�مرجح�الجملة��Gو�بالتالي�النقطة� ) ( ){ }, 4 ; ,1R C.���
)�تنتمي�إلى�المستقيم���Gومنه�النقطة� )CR��.��
)�تنتمي�إلى�المستقيمات���Gإذا�النقطة� )AP،�( )BQو�( )CR.��

)المستقيمات����و�منه )AP،�( )BQو�( )CRمتقاطعة�في�نقطة�واحدة��هي�النقطة�Gمرجح��A�،�Bو�C��
��.��على�الترتيب���1و��2�،�2المرفقة�بالمعاملات�

��
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��

� ��مسائل�محلولة�

� ���

��.الهدف�من�هذه�المسألة�هو�إيجاد�نهاية�متتالية�باستعمال�المرجح����

�ABCفي�النقطة�مثلث�متساوي�الساقين�Aليكن�[ ]AHالارتفاع�المتعلق�بالضلع�[ ]BC4حيث�AH cm=.��

��.�على�الترتيب���1و��2��،1المرفقة�بالمعاملات�Cو�A�،�Bمرجح�Gعين�وأنشئ�النقطة )�1
2�( Mعين�طويلة�الشعاع�.�نقطة�من�المستوي�u

�
2u:�حيث� MA MB MC= − −

� ���� ���� �����
.� 

2MA:المستوي�حيث��من�Mعين�و�أنشئ�مجموعة�النقط� )�3 MB MC u+ + =
���� ���� ����� �

.� 

لتكن )�4
nGمرجح�الجملة�A�،�Bو�C�( ) ( ) ( ){ }, 2 ; , ; ,A B n C n��.حيث�nعدد�طبيعي���

�أن�النقطةبت�أث��������
nGقيمة�لـ���موجودة�من�أجل�كل��n.���

���������أثبت�أن�
n

Gينتمي�إلى�القطعة�[ ]AH.���

2MA:�من�المستوي�حيث�Mمجموعة�النقط��بين�أن )�5 nMB nMC n u+ + =
���� ���� ����� �

)�دائرة )nΓ 

نسمي.���يطلب�تعيين�مركزها�و�نصف�قطرها������Aتشمل�النقطة
n

Γهذه�الدائرة��.��

�����أحسب�المسافة�
n

AGبدلالة��n.��

4:��حيث��xللمتغير�الحقيقي�fلتكن�الدالة� )�6
( )

1

x
f x

x
=

+
]�على�المجالfأدرس�تغيرات�الدالة��.� [0,+ ∞.���

عين�نهاية )�7
nAG�.يمكن�القول�عنماذا��

nΓ���.���

��

�1�(2 1 1 4+ + �4و�= �2.�موجود�و�وحيد��Gإذن�≠0 0GA GB GC+ + =
���� ���� ���� �

���Gمنتصف�القطعة�[ ]AH�.��
����2��(( )u AB AC= − +

� ���� ����
���8uو�منه =

�
.��

�MAفي�الأشعة�Gندخل�)������3
����
،MB

����
MCو

�����
4:�و�نحصل�على� 8MG =

�����
��

�2MGو�منه ��.����2و�نصف�قطرهاGهي�الدائرة�التي�مركزها�Mمجموعة�النقط���إذا=
����4�(2 2 2n n n+ + = ��.جود�و�وحيد��مو�n��nGو�من�أجل�كل�عدد�طبيعي�+
����2 0n n nG A nG B nG C+ + =

����� ����� ����� �
)�و�بالتالي� ) ( )2 2 0nn G A n AB AC+ + + =

����� ���� ���� �
���

��و�منه�
1

n

n
G A AH

n
=

+

����� �����
�و�بالتالي

1
n

n
G A AH

n
=

+

����� �����
���و�نلاحظ�أن

�0 1
1

n

n
< <

+
]�تنتمي�إلى�القطعة�Gو�منه�.��nمن�أجل�كل�قيمة�لـ ]AH.��

MAفي�الأشعة�Gندخل)��5
����

،�MB
����

MCو
�����

):�و�نحصل�على� )2 2 8nn MG n+ =
�����

��

�8و�منه

2 2
n

n
MG

n
=

+
�4أي

1
n

n
MG

n
=

+
�هي�الدائرة�التي�مركزهاMمجموعة�النقط��إذن

n
G4نصف�قطرهاو�

1

n

n+
��

�2MAفي�العلاقة nMB nMC n u+ + =
���� ���� ����� �

عنصرمن�Aنجد�أنAبـMإذا�عوضنا
n

Γ.
n

AGهو�نصف�قطر�
n

Γ.��

���6�(
( )

2

4
'( )

1
f x

x
=

+
)��و� )' 0f x ]�متزايدة�على�fإذن�الدالة�< [0,+ )�و∞ )lim 4

n
f x

→+∞
=.���

)من)����7 )lim 4
x

f x
→+∞

limنستنتج�أن= 4n
n

AG
→+∞

والدائرة.=
n

Γتؤول�إلى�الدائرة�التي�مركزهاH4و�نصف�قطرها�.���

��
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��

� �� �أعمال�تطبيقية� �� ���
��

��إنشاء�مرجح�نقطتين 
 :اكتشاف�طريقة�لإنشاء�مرجح�نقطتين�باستعمال�برمجية�هندسية�ديناميكية �

 
)خطوات�الانجاز�باستعمال�برمجية�ديكليك )Declic 

���Bو������Aأنشئ�نقطتين �����و �����، باستعمال�الأزرة
)على�مستقيم�مدرج ��������أنشئباستعمال�الزر�.�∆(

)محورين� )�و∆1( )�عموديين�على�المستقيم∆2( )∆��
��.�على�الترتيب�BوAو�متعاكسين�مبدءاهما�

)أنشئ�مستقيما )Dيقطع��( �Bفي�النقطة∆1( ���و�يقطع′
( �Aفي�النقطة∆2( Aيتم�إنشاء�(�′ �Bو′ ���باستعمال′

)�نقطة�تقاطع�المستقيمينGنسمي).�الزر������� )D��
)�و ���إلى�فاصلة�النقطةaنرمز�بـِ.�في�حالة�وجودها∆(
�A )�على′ �Bإلى�فاصلة�النقطة�bو�بـِ∆2( )�على′ )1∆.��
��

Aقم�بتحريك�النقطتين• .�1 �Bو′ ]�إلى�القطعة�المستقيمةGتنتمي�النقطة��بحيث�′ ]ABو�يكون�: 

���������������1AB ′ �2BAو= ′ = 

1:�بين�أن•�����

2

GA

GB
= 

 .�1و��2المرفقتين�على�الترتيب�بالمعاملين��Bو�Aهي�مرجح�النقطتين��Gبين�أن�النقطة�•�����

Aقم�بتحريك�النقطتين�• .2 �Bو′ ]�إلى�القطعة�المستقيمة�Gبحيث�لا�تنتمي�النقطة�′ ]ABو�يكون�: 

���������������3AB ′ �1BAو= ′ =��

3:�بين�أن•������
GA

GB
= 

 .-�3و��1المرفقتين�على�الترتيب�بالمعاملين��Bو�Aهي�مرجح�النقطتينGبين�أن�النقطة�•������

 .استنتج�مما�سبق�طريقة�لإنشاء�مرجح�نقطتين�مثقلتين .�3

 :�حتى�bوaط�التي�يجب�أن�تحققهاما�هي�الشرو .�4

]�إلىGلا�تنتمي�النقطة • ]ABو�تكون�أقرب�إلى�Aمنها�إلى�B. 

]�إلىGلا�تنتمي�النقطة • ]ABو�تكون�أقرب�إلى�Bمنها�إلى�A. 

]�إلى�Gتنتمي�النقطة • ]ABو�تكون�أقرب�إلى�Aى�منها�إلB. 

]�إلىGتنتمي�النقطة • ]ABو�تكون�أقرب�إلى�Bمنها�إلى�A. 

)�مرجح�الجملة��Gأنشئ��النقطة�:تطبيق ) ( ){ }, 2 , ,3A B−.��
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 أصحيح�أم�خاطئ

���أجب�بصحيح�أم�خاطئ ��10إلى� ���1بالنسبة�للتمارين�من
}�مرجح�للجملة�Gإذا�كان������1 }( , 2); ( ,1)A Bفإن�:��

����������1

3
AG AB=
���� ����

��

]�تإذا�كان������2 ]ABقطعة�مستقيمة�و��Cنقطة�بحيث��
3AC AB=

���� ����
��Cو�Bهي�مرجح�النقطتين���Aفإن�

��.�على�الترتيب-��3و�1المرفقتين�بالمعاملين�
��Iو�كانت��Gمثلثا�مركز�ثقله����ABCإذا�كان����3

]منتصف�القطعة� ]ABفإن��Aهي�مرجح�للجملة���
���{ }( ,3);( , 2)G I��
�مرجح��Aمتوازي�أضلاع�فإن��ABCDإذا�كان���4

}الجملة }( ,1); ( ,1);( , 1)B D C −��
�5��A،�Bو��Cثلاث�نقط�من�المستوي�ليست�في��

��:المستوي�معرفة�بالعلاقةمن��Gتوجد�نقطة��.استقامية
������4 7 3 7 3AG BG GC AB AC− − = +

���� ���� ���� ���� ����
� 

:�معرفة�بالعلاقة����Gإذا�كانت�النقطة��6
3AG AB AC= +

���� ���� ����
��هي�مرجح�للجملة��Gفإن

{ }( , 1); ( ,1);( , 3)A B C− −.��
�7���ABCDرباعي�محدب�و�Oنقطة�تقاطع�قطريه�.����

Oهي�مركز�المسافات�المتساوية�للنقط��A،�B،�C���
��.�متوازي�أضلاع��ABCDيكافئ��Dو��
�8���[ ]ABقطعة�مستقيمة�و�Iمجموعة�النقط�.�منتصفها

M�2من�المستوي�بحيث� MA MB AB+ =
���� ����

�هي�
��.�ABو�نصف�قطرها�Iالدائرة�التي�مركزها�

�9����A،�Bو��Cثلاثة�نقط�في�استقامية�كما�هو�مبين��
��في�الشكل

�B�1هي�مرجح�للجملة�
( ,1); ,

2
A C

  
  

  
��

10 �A،�B،�Gو��'Gأربع�نقط�في�استقامية�كما����
���هو�مبين�في�الشكل

������
�����Gهي�مرجح�للجملة��{ }( , 7); ( , 2)A B−��
}هي�مرجح�للجملة��G'���و� }( , 2);( ,3)A B��

��
��
��

���متعددة�الاختياراتةأسئل
اختر�الجواب�الصحيح�من�بين�الأجوبة�المقترحة�بالنسبة�

�����17إلى�����11للتمارين�من
11�mمرجح.�عدد�حقيقي�( ,3 )A m،�( ,5 2)B m −�

��:يكون�موجودا�إذا�كان

�1�(1m ≠����2�(0m ≠�����3�(1

4
m ≠���

}�مرجح�الجملة�12 }( , 2);( ,3)A Bهو�النقطة�Gحيث�:��

1�(3

2
AG AB=
���� ����
�2�(2 3GA AB=

���� ����
�3�(5 3AG AB=

���� ����
��

13Gمرجح�للجملة�{ }( ,1); ( ,3)A Bإذن�،�Aهو�مرجح����
��:�للجملة
����1�({ }( , 4);( ,3)B G��،�2(�{ }( ,3);( , 4)B G −��

������������������3�({ }( ,3);( , 4)B G��
14��
�����

���الجملة��هي�مرجحBفي�هذا�الشكل�،�النقطة�
1�({ }( , 1); ( ,1)A D−��،��2�({ }( , 1); ( , 4)A C−��

�����������������3�({ }( , 2);( ,1)A D��
}مرجح�الجملة��15 }( , 2); ( ,3);( , 1)A B C− �هو�أيضا�−

��:مرجح�للجملة�

1(�3 1
( ,1); , ; ,

2 2
A B C

    
    

    
��

2(�{ }( , 4); ( , 6); ( ,1)A B C−��

3�(1 1 1
, ; , ; ,
3 2 6

A B C
      

−      
      

��

16��3 2

5 5
AG AB AC= − +
���� ���� ����

�هي�مرجح��G،إذن�

3)��1:الجملة 2
( ,1); , ; ,

5 5
A B C

    
−    

    
���

��������2(�{ }( ,6); ( , 3); ( , 2)A B C−��
          3�({ }( ,5); ( , 3);( , 2)A B C−��

17�ABCمجموعة�النقط��مثلث�Mمن�المستوي�بحيث���
�����3 MA MB+MC BC+ = −

���� ���� ����� ����
���

 مجموعة�خالية�����)�3دائرة����)�2مستقيم�������)������1
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��مرجح�نقطتين
18�[ ]AB�8قطعة�مستقيمة�حيث�AB cm=���

)أنشئ��مرجح� , )A αو��( , )B βفي�كل�حالة�من��
��:الحالات�التالية

1�(4α ��6βو= =����2�(1

6
α ��1و=

3
β =��

3�(3α ��2βو= = −��4�(3009α ��2006βو= =��
19�Aو�Bنقطتان�متمايزتان�من�المستوي�.��

��:�أنشئ�مرجح�الجمل�المثقلة�التالية
1�({ }( , 4); ( ,5)A B���
2(�{ }( ,8);( , 5)A B −��
3�({ }( , 6); ( , 2)A B−��

4�(1 1
, ; ,

2 3
A B

    
− −    

    
��

5�(( ) ( ){ }, 12 ; , 3A B���

���في�كل�حالة�من�الحالات�التالية�عين�عددين�حقيقيين20
�aو��bحيث�تكون�النقطة��Gمرجحا�للجملة�المثقلة���

����{ }( , );( , )A a B b���
1(���
��
2(���
��
3�(��
��
4(���
���
5�(��
��

21�Aو�Bاذكر�إن�.��نقطتان�متمايزتان�من�المستوي
�مرجحا�لجملة�مثقلة�في�كل�حالة�من�Gكانت�النقطة�
��:الحالات�التالية

1�(2 2 0GA GB+ =
���� ���� �

������2�(5 3 0GA GB− =
���� ���� �

��

3�(3 4 2GA GB AB− =
���� ���� ����

��4�(3

4
AG AB= −
���� ����
���

��
��
��

5�(1

5
BG AB=
���� ����

����������6�(2 3 3GA GB BA− =
���� ���� ����

��

22�Aو�Bنقطتان�متمايزتان�من�المستوي���.Gنقطة��
�حيث��βو�αنجد�عددين�حقيقيي.�بالعلاقة�المعطاة�معرفة
)�مرجح�Gتكون�� , )A αو�( , )B β���

1�(3 2 0GB AB− =
���� ���� �

��
2�(2 3 5 0AB GA GB− + − =

���� ���� ���� �
��

3�(2
2

3
AB GB=
���� ����

��

4�(Bنظيرة��Gبالنسبة�إلى��A���
}�هي�مرجح�للجملة��Cعلما�أن23 }( , 2); ( , 3)A B −��

���مرجحا؟�Bمرجحا�؟�Aمن�أجل�أي�جملة�مثقلة��يكون�
}�هي�مرجح�للجملة�Bعلما�أن��24 }( ,3);( ,1)A C��

���مرجحا؟�Cمرجحا�؟�Aمن�أجل�أي�جملة�مثقلة�يكون�

�1هي�مرجح�للجملة�Aعلما�أن25 1
, ; ,
5 10

B C
    

−    
    

��

���مرجحا؟�Cمرجحا�؟�Bمن�أجل�أي�جملة�مثقلة�يكون�
����25و��23�،�24هذا�التمرين�هو�تعميم�للتمارين�26

}�للجملة��هي�مرجح��Cعلما�أن� }( , ); ( , )A Bα β،���
}��مرجح�الجملة�A:�بين�أن }( , ); ( , )B Cβ α β− +��
}مرجح�الجملة���������Bو }( , );( , )A Cα α β− +��

27��A،�Bو�Cثلاثة�نقط�من�المستوي�ليست�في��

)�مرجح�1Gمثل�النقطة�.استقامية� ,1)A�1و
,

2
B
 

− 
 

����

)��مرجح����2Gو�النقطة� , 1)B )�و− , 2)C.��

)�مرجح�Gأنشئ�النقطة�)�28���1 ,1)A�3و
,

2
B
 

− 
 
���

)�مرجح�'��Gو�النقطة� , 1)A �1و−
,

2
B
 

− 
 

��

'GGاحسب��)��2
�����

�ABبدلالة�
����
���

)�مرجح��'B.�مثلثا���ABCليكن�29 , 2)A )�و− ,1)C��
�A'مرجح���( , 2)Aو�( , 3)B −���
�C'مرجح���( , 1)C )�و− ,3)B���
��.أنشئ�الشكل)�1
��
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��
��

��:��من�المستويMبين�انه�مهما�كانت�النقطة�)�2

��������2 0MA' MB' MC'− − + =
����� ����� ����� �

��
��.�في�استقامية'�Cو'A'،��Bاستنتج�أن�النقط�)�3

)�مرجح�1G.�مثلثا�ABCليكن��30 , 2)Bو��( , 3)C −���
)�مرجح���2Gو� ,1)Aو��( , 3)C −��
��.أنشئ�الشكل)�1
1AGعبر�عن�)�2

�����
�2BGو�

�����
�ABبدلالة�

����
�ACو�

����
��

)2استنتج�أن�)�3 )BG�1و( )AGمتوازيان���
)�مرجح�L.�مثلثا�ABCليكن���31 , 2)Aو�( ,1)C� ��
�Mمرجح��( ,1)Aو�( , 2)B��
�Nمرجح��( ,1)Cو�( , 4)B − ��
)��مرجحBأثبت�أن�)�1 ,1)Cو�( ,3)N��
]�منتصف�القطعةMبين�أن�)�2 ]LN��
]�القطعتين�منتصفي�Jو�Iلتكن�النقطتين�)�3 ]CL�
]و ]CNعلى�الترتيب�.��

�Oو�أن�مركزه��متوازي�أضلاع�LMJIبين�أن�الرباعي�
��.�Cو�A�،�Bهو�مركز�المسافات�المتساوية�للنقط�

32�ABCمثلث�.Jو�Lان�كما�يلي�نقطتان�معرفت:��
2

5
AJ AB=
���� ����

�3ALو AC=
���� ����
)الموازي�لـ. )ACوالمار���

)�يقطع�Jبـ )BCفي��K.��
��.�Cو�Aكمرجح�للنقطتين�Lعبر�عن�)�1
��.�Cو�Bكمرجح�للنقطتين�Kعبر�عن�)�2

33�ABCمثلث��.M�،�Nو�Pنقاط�من��[ ]BC�،�
[ ]ABو��[ ]ACعلى�الترتيب�كما�هو�مبين�في�الشكل����

��
��
��
��
��
��
����Cو�Bكمرجح�للنقطتين�Mعبر�عن�)�1

���Bو�Aكمرجح�للنقطتين���Nو�عن�

����
��
��

��.�Cو�Aكمرجح�للنقطتين���Pوعن
)بين�أن�المستقيمات��)�2 )AM�،�( )NCو�( )BP�

��.متقاطعة�في�نقطة�واحدة
��Iنعتبر�النقطتين�.�متوازي�أضلاع�ABCDليكن����34

�1مرجح���Iحيث��Jو
,

2
A

 
− 

 
�3و�

,
2

B
 
 
 
���

)مرجح��Jو , 2)Aو��( , 3)D −��
��.أنشئ�الشكل)�1

1:�بين�أن)�2

2
CI AB BC= −
��� ���� ����

�2CJو� AD DC= −
���� ���� ����
���

��.�في�استقامية�Jو�C،�Iبين�أن�النقط�)�3
]�منتصف�القطعة�Kلتكن�)�4 ]DJو��Lحيث�نقطة�:��

AB BL=
���� ����

��
]�منتصف��Cبين�أن�-أ ]KL.��
)�بين�أن�-�ب )KLو��( )BDمتوازيان���

35��ABCمثلث�.��
)�مرجح�Cحيث�تكونDأنشئ�النقطة)�1 ,1)D�

2و
,

3
B
 

− 
 

��

)��مرجح�Aحيث�تكونEأنشئ�النقطة)�2 ,1)E�

1و
,

3
C
 

− 
 

��

��3حيث�Fنقطةأنشئ�ال)�3 0AF BC− =
���� ���� �

��
��.�في�استقامية�FوD�،�Eبرهن�أن�النقط�)�4

36A،�Bان�من�المستوي�و�نقطتان�متمايزتmعدد��
��.حقيقي
���مرجح�الجملة�Gناقش�وجود�النقطة�)�1

�������{ }2 2( , 2) ;( , 3)A  m  B  m m+ + −���
�0mفي�الحالة�Gأنشئ�)�2 �1mو�في�الحالة�= =��

37�[ ]ABقطعة�مستقيمة�.Cمرجح��( , 1)−Aو�( , 4)B.��

P1مرجح��
,
3

 
 
 

Aو�( , )B β�1حيث�

3
β ≠ −.��

��:�في�كل�حالة�من�الحالتين�التاليتنβعين�
1�(Pو��C�2منطبقتان����(

���� ����
PC = 2AB.����
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��
��مرجح�ثلاث�نقط

38A،�Bو�Cثلاث�نقط�ليست�في�استقامية����
)مرجح�)�إن�وجد(أنشئ� , )A α�،�( , )B βو�( , )C γفي��

��:كل�حالة�من�الحالات�التالية
1�(4α =��،��6β =�،��1γ =��

2�(1

6
α =�،��1

3
β =�،��1

2
γ =��

3�(1= −α�،�2β = −،��4γ = −��
4�(1= −α�،��0=β�،��3γ =��

39ABCاذكر�إن�كانت�النقطة�.�مثلثGمرجحا�لجملة����
��:مثقلة�في�كل�حالة�من�الحالات�التالية

�1�(2 2 2 0GA GB GC+ + =
���� ���� ���� �

������
��2�(5 3 0GA GB GC− − =

���� ���� ���� �
��

3�(3 4 2GA GB AB AC− = +
���� ���� ���� ����

���

�4�(3 1

4 2
AG AB AC= − +
���� ���� ����
���

5�(1

2
BG AB AC= −
���� ���� ����

�����������

�6�(2 3 4 3GA GB GC BA− − =
���� ���� ���� ����

��
40��A�،Bو��Cيست�في�ثلاث�نقط�من�المستوي�ل�
�،�أنشئ��مرجحلباستعمال�خاصية�التجميع�ل.ستقامية�ا

��:المرجحات�التالية
1�(Eح�مرج�{ }( , 1); ( ,1); ( , 2)A B C−��
2�(Fمرجح�{ }( ,1); ( , 1);( , 1)A B C− −��
3�(Gمرجح��{ }( ,0);( , 2);( ,1)A B C��

4�(Hمرجح��{ }( ,1); ( , 2);( , 4)A B C��

5�(I��1مرجح� 1 1
, ; , ; ,
2 3 6

      
−      

      
A B C��

6�(Jمرجح���{ }( ,0); ( ,0); ( ,8)A B C��
41ABCمثلث�و��Gنقطة�معرفة�بالعلاقة�المعطاة�.��

�مرجح��Gحيث�يكون��γو��α،�βجد�ثلاثة�أعداد�حقيقية
( , )A α�،�( , )B βو�( , )C γفي�كل�حالة�من�الحالات��
��:التالية
1�(3 2BG BA GC= − +

���� ���� ����
��

��
��
��
2�(2 3 5 0BA BG GC+ − =

���� ���� ���� �
��

3�(2BG BA BC= −
���� ���� ����

��
4�(2AG AB AC= +

���� ���� ����
��

5�(1 2

3 3
CG CA CB= −
���� ���� ����

��

42A�،�Bو��Cثلاث�نقط�ليست�في�استقامية�.Dنقطة���
��.من�المستوي
�كمرجح�لجملة�يطلب��Cثم�عن��Bثم�عنAعبر�عن�

��:�من�الحالات�التاليةتعيينها�في�كل�حالة
1�(Dمرجح�الجملة��{ }( ,1);( ,1); ( , 1)A B C −��
2�(Dمرجح�الجملة��{ }( , 2);( ,3);( , 6)A B C −��
3�(Dمرجح�الجملة��{ }( , 3);( ,7);( , 14)A B C− −��

4�(D�1مرجح�الجملة� 1 5
, ; , ; ,
2 4 8

A B C
      

−      
      

��

5�(Dمرجح�الجملة��{ }( , 3);( ,1);( ,3)A B C−��
6�(Dمرجح�الجملة��{ }( , 2);( , 2); ( , 3 2)−A B C��

43ABCمثلث�و�Gمرجح�الجملة���
������������{ }( ,1); ( , 2);( ,1)A B C���

��.Gارسم�شكلا�مبينا�فيه�كيفية�إنشاء�النقطة)�1
�تكون��Aحيث��γوα،�βعين�ثلاثة�أعداد�حقيقية�)�2

}مرجحا�الجملة }( , ); ( , );( , )G B Cα β γ.���
44�A،�Bو�Cثلاثة�نقط�ليست�في�استقامية�.��
)�مرجح�لـ�Gبين�أنه�توجد�نقطة�)��1 ,1)A،�( , 2)B�
)و , 4)C −��
AGعبر�عن�)�2

����
�ABبدلالة�

����
�ACو�

����
���.��G،ثم�أنشئ

)�مرجح�G.��مثلثاABCليكن��45 , 2)A،�( , 4)B −��
)و� ,6)C�.Iو��Jمنتصفا�القطعتين��[ ]ABو��[ ]AC�

��.يبعلى�الترت
��.أنشئ�شكلا)�1
��.�في�استقامية�GوI�،�Jبين�أن�النقط�)�2

46A�،�Bو��Cثلاث�نقط�ليست�في�استقامية�.��
)�مرجح����Gليكن����� , 3)A )�و− , 2)B.���

������Hمرجح��( ,1)Aو�( , 2)C −.���
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��

��
�Kمرجح��( , 1)A −،�( ,1)Bو��( , 1)C −��
��.�ثم�أنشئها�KوG،��Hبين�أنه�يمكن�إنشاء�النقط�)�1
���في�استقامية�KوG،��Hبرهن�أن�النقط�)�2

47ABCمثلث�و�النقطة�Iمنتصف�القطعة�[ ]BC.���

)بين�أن�)�1 )1

2
= +

��� ���� ����
AI AB AC��

)�هي�مرجح�Aهل�)2 ,1)C،�( ,1)Bو��( , 2)I ���؟−
48ABCمثلث��.��
��:��حيث�Jو�Iأنشئ�النقطتين�)��1

1

2
AI AB AC= +
���� ���� �����

�1و�

2
= +

���� ���� ����
AJ AB AC��

��Cو��A�،�Bكمرجح�النقط��Jثم�Iعبر�عن�)�2
��.المرفقة�بمعاملات�يطلب�تعيينها

)�مرجح��G،�نعتبرABCفي�المثلث��49 ,1)A�،�
( , 4)Bو��( , 3)C −���

)�مرجح�Iأنشئ�النقطة)�1 , 4)Bو��( , 3)C −��
]�منتصف�القطعة�Gبين�أن�)�2 ]AI��

50�A�،�Bو��Cثلاث�نقط�ليست�في�استقامية�.��
}هل�الجملتين�المثقلتين)�1 }( , 2); ( , 1)A B −���
}�و� }( , 3);( , 1)A C− جحين؟�إذا�كان�الجواب��تقبلان�مر−

��.�على�الترتيب�Lو�Kنعم�،�نرمز�لهما�بـ�
��.�ABCمركز�ثقل�المثلث�Gلتكن�النقطة�)�2

)�هو�مرجح��Gبين�أن� , 1)K )�و�− , 4)L��
51ABCمثلث�متقايس�الأضلاع��.��
)�مرجح�Gأنشئ�النقطة�)�1 ,1)A�( ,3)Bو�( , 3)C −��
)بين�أن�المستقيمين�)�2 )AGو�( )BCمتوازيان�.��

52�ABCDمستطيل��.Iمنتصف�[ ]ABو��Gمركز��
��.ABCثقل��المثلث�

)�للجملة�Fأنشئ�المرجح�)�1 ,1)Cو��( ,3)D��
]�منتصفMبين�أن)�2 ]GDهي�مرجح�الجملة�( ,1)A،��
��( ,1)B�،�( ,1)Cو��( ,3)D.��
)�تنتمي�إلى�المستقيم�Mبين�أن�)�3 )IF.��

3:�النقطة�المعرفة�بـLتكن�ل)�4

4
AL AD=
���� ����
.��

���
��
��

]بين�أن�منتصف� ]BCينتمي�إلى�المستقيم�( )ML.��
��:��بـ�النقطة�المعرفةHمثلثا�و��ABCليكن�53

����2

3
AH AB=
���� ����

��

}�الجملة�مرجح�Iليكن� }( ,1); ( , 2)B C���
}مرجح�الجملة������jو }( ,1); ( , 4)A C��

}�مرجح�الجملة�Gعلما�أن }( ,1); ( , 2);( , 4)A B Cبين�أن��
)المستقيمات� )AI�،�( )BJو��( )CHمتقاطعة�في��G.��

54ABCمثلث�.Gمرجح��
}الجملة }( , 2); ( ,1);( ,1)A B C�.��
]�منتصف�Iلتكن�النقطة�)�1 ]BC��

2GB:��بين�أن GC GI+ =
���� ���� ���

.���
�المرفقتين��Iو�Aمرجح�النقطتين�Gاستنتج�أن�)�2

��.بمعاملين�يطلب�تعيينهما�
��.استخلص)�3

55ABCمثلث�.'Bمنتصف�[ ]ACو�'C�
]منتصف ]AB.��

�Iو�Jنقطتان�معرفتان�كما�يلي�:��

���1

3
BI BC=
��� ����

���2و�

3
BJ BC=
���� ����

��

3:�بـHقطة��نعرف�الن
' '

5
C H C J=
������ �����

��

}مرجح�الجملة��Hبين�أن�)�1 }( ,1); ( , 2);( , 2)A B C���
��.�في�استقامية�HوI،�'Bبين�أن�النقط�)�2

56ABCمثلث�.Iنقطة�من��( )ABحيث���

����������2 0IA IB+ =
��� ��� �

���
�Gنقطة�من��( )IC�3حيث� 2 0GI GC− =

��� ���� �
�.

)المستقيم )AGيقطع�المستقيم��( )BCفي��H.���
��.ارسم�شكلا)�1
}�مرجح�الجملة�Gبين�أن�)�2 }( , 2);( ,1);( , 2)A B C −���
}�مرجح�الجملة�Lلتكن�النقطة�)�3 }( ,1); ( , 2)B C −���
)�تنتمي�إلى�المستقيمين��Lبين�أن�النقطة�-أ )BC�
)و )AG���
�BHحيث��kاستنتج�العدد�الحقيقي�-�ب k BC=

���� ����
.��

��تمارين 7
 



 198

��

��

��

��

��

��

��
��

57�ABCمثلث�مركز�ثقله��G���
Hنظيرة�Gبالنسبة�إلى��Iمنتصف��[ ]BC.���
���منتصفGبرهن�أن)�1

]�القطعة ]HA.��
HGبين�أن�)�2 HB HC= +

���� ���� ����
.��

HAعبر�عن�)�3
����

���بدلالة
�HB

����
�HCو�

����
���،�ثم�استنتج�أن�

Hهي�مرجح��A،�Bو�Cمرفقة�بمعاملات�يطلب��
��.�تعيينها

58�ABCمثلث�.�Iو�Gحيث �نقطتان:��

�1

3
AI AC=
��� ����

���1و

3
BG BI=
���� ���

.���

�هي�مرجح��Gهو�البرهان�أن��الهدف�من�هذا�التمرين
( , 2)A،�( ,6)Bو�( ,1)C.��

)�مرجح�Iبين�أن�)�1 , 2)Aو�( ,1)Cو�استنتج���
���2GAالمجموع GC+

���� ����
.���

)�هي�مرجح�Gبين�أن�)�2 , 2)Bو�( ,1)Iثم��أن��،�
2 0GB GI+ =
���� ��� �

.���
2برهن�أن�)�أ)�3 6 3 6GA GB GC GI GB+ + = +

���� ���� ���� ��� ����
��

2استنتج�أن�)�ب 6 0GA GB GC+ + =
���� ���� ���� �

��استخلص.�
59�ABCDرباعي���.Gمركز�ثقل�المثلث�ABC�.��
��Iو��Jمنتصفا�القطعتين��[ ]AB���

]��و� ]BCعلى�الترتيب�كما�هو�مبين�في�الشكل�.��
��
��
��
��
��
��
�Kمرجح�( ,1)Aو�( ,3)Dو�Lمرجح�( ,1)Cو�( ,3)D��

)ن�المستقيمات�الهدف�من�هذا�التمرين�هو�البرهان�أ )IL��
)و )JKو��( )DGمتقاطعة�في�نقطة�واحدة�.��

)�كمرجح�لـ�Hمن�أجل�ذلك�نستعمل� ,1)A،��( ,1)B،���
��( ,1)Cو��( ,3)D.��

��
��
��
���).�LوKاستعمل�(Hمثل�النقطة)�1
�المرفقتين��Dو�Gمرجح�النقطتينHبرهن�أن�)�2

��.بمعاملين�يطلب�تعيينهما
�المرفقتين��Kو�Jمرجح�النقطتينHبرهن�أن�)�3

���.بمعاملين�يطلب�تعيينهما
�المرفقتين��Lو�Iمرجح�النقطتين�Hبرهن�أن�)�4

���.بمعاملين�يطلب�تعيينهما
��.استنتج)�5

60�ABCنعرف�النقط�.�مثلثI�،�Jو��Lكما�يلي�:��
BI k BC=
��� ����

�،�CJ kCA=
���� ����

�،�AL k AB=
���� ����

 ( )k ∈ℝ��
 �ABCإلى�مركز�ثقل�المثلث�Gنرمز�بـ�

1أنشئ�شكلا�من�أجل�)�1

3
k =���

0GI:بين�أن�)�2 GJ GL+ + =
��� ���� ���� �

��
��؟�IJLبالنسبة�للمثلث�Gماذا�تمثل�النقطة�)�3

61�ABCمثلث�مركز�ثقله�G�.لتكن�النقط�E،�F،�I��،�
J،�Kو��Lالمعرفة�كما�يلي�:��

1

3
AK AB=
���� ����

�،�2

3
AL AB=
���� ����

�،�1

3
AE AC=
���� ����

،���

2

3
AF AC=
���� ����

�،�
1

3
BJ BC=
���� ����

�،��
2

3
BI BC=
��� ����
��

 
 
 
 
 
��

��

��

��

1�(بين�أن�Kهي�مرجح��( , 2)Aو��( ,1)B���
�و�أن����Iمرجح��( , 2)Cو��( ,1)B��

]�منتصف�القطعة�Gاستنتج�أن�)�2 ]KI��
]�منتصف�القطعة�Gبنفس�الطريقة�بين�أن�)�3 ]EJ���

]�و�منتصف�القطعة� ]FL.��
��.�متوازي�أضلاع�EKJIاستنتج�أن�الرباعي�-�
��
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62�ABCالنقطتان�.��مثلث�Iو��Jممثلة�في�الشكل�.��
Gمنتصف��[ ]CI.يهدف�هذا�التمرين�إلى�البرهان�أن��

���في�استقامية��JوA،�Gالنقط�
��
��
��
��
��J،�ثم�عن�Bو�Aكمرجح�للنقطتين�Iعبر�عن�)�1
���.�CوBمرجح�للنقطتين�ك
)�مرجح�Hليكن�)�2 ,1)A�،�( , 2)Bو��( ,3)C���

���هي�منتصفHما�هي�المبرهنة�التي�تسمح�بتبيان�أن
]�القطعة ]IC؟���

��.�منطبقتان��Hو�Gاستنتج�أن
��.�في�استقامية�JوA،�Gبرهن�أن�النقط�)�3

63�ABCمثلث��.Iمرجح���( , 2)A )�و− , 1)B −��
Jمرجح���( , 1)B )�و− , 2)C��
�G�( , 2)A −�،�( , 1)B )�و�− , 2)C��
�،�Aما�هي�المبرهنة�التي�تسمح�بالبرهان�على�أن�النقط)�1
Jو�Gو�النقط��C�،�Iو�Gفي�استقامية�؟����
)�هي�نقطة�تقاطع�Gاستنتج�أن�)�2 )AJو�( )CI����������.

��.�Gمثّل�النقطة�–
)برهن�أن�)�3 )BGو�( )ACمتوازيان�.��

���مجموعة�النقط

64�[ ]ABو��.�قطعة�مستقيمةIمنتصفها�،�ولتكن��E���
��:�من�المستوي�حيث�������Mمجموعة�النقط�

��������� MA MB AB+ =
���� ����

��

��:���من�المستوي�Mبين�انه�من�أجل�كل�نقطة�)�1

������������2MA MB MI+ =
���� ���� ����

��
���هي�دائرة�يطلب�تعيين�Eاستنتج�أن�المجموعة�)�2

��.����مركزها�و�نصف�قطرها
65�[ ]AB�10قطعة�مستقيمة�طولها�cm.���

������Eهي�مجموعة�النقط��Mبحيث�:��
����

��
��
��

����2 4 MA MB  -MA MB + = +
���� ������ ���� ����

��
���للجملتين�المثقلتين�Hو�Gأنشئ�المرجحين�)�1
�{ }( ,1); ( , 2)A Bو�{ }( , 1); ( , 4)A B−على�الترتيب�.��
)بين�أن�)�2 )M E∈إذا�وفقط�إذا�كانت��Mمتساوية��

��.�Hو�Gالمسافة�عن��
)�استنتج�طبيعة�المجموعة�)3 )Eو�أنشئها�.��

66�A،�Bنقطتان�متمايزتان�من�المستوي�حيث��

3AB cm=.نعرف�النقطة��K�3بالعلاقة�

2
AK AB= −
���� ����

��

�بمعاملات�يطلب��Bو�Aمرجح�للنقطتينKأثبت�أن)�1
��.تعيينها
�من���M،�مجموعة�النقط�1Eعين�ثم�أنشئ�المجموعة�)�2

5المستوي�حيث� 3 MA MB AB− =
���� ����

.���

�من��M،�مجموعة�النقط�2Eعين�ثم�أنشئ�المجموعة�)�3
5المستوي�حيث� 3 2 MA MB MB− =

���� ����
.���

67 A،�Bنقطتان�متمايزتان�من�المستوي�و�Gمرجح��
}الجملة }( , 2); ( ,1)A B.��
��.Gأنشئ�)�1
���منMلنقط��،�مجموعة�ا�1Eعين�المجموعة�-�أ)�2

2MAمستوي�حيث�يكون�الشعاعان�� MB+
���� ����

�ABو�
����
�

��.�مرتبطين�خطيا
���Mمجموعة�النقط��2Eنفس�السؤال�من�أجل�-�ب

MA �2:���من�المستوي��حيث MB AB+ =
���� ����

���

����Mمجموعة�النقط�3Eلسؤال�من�أجل��نفس�ا-جـ
�2:���من�المستوي��حيث 3 MA MB MA+ =

���� ����
.��

���3Eو1E�،�2Eأنشئ�في�نفس�الشكل�المجموعات�)�3
68�ABCDرباعي�محدب�.��
)�مرجح�Gأنشئ�النقطة�)�1 ,3)Aو��( , 1)B −��
)�مرجح�Kأنشئ�النقطة�)�2 , 2)C )�و�− , 4)D��
��:�من�المستوي�بحيثMما�هي�مجموعة�النقط�)��3
�3 2 4 MA-MB  MC MD = − +

���� ���� ����� �����
��
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69  A،�Bنقطتان�متمايزتان�من�المستوي��حيث��:��
����10AB =.��
}�مرجح�الجملة�Cأنشئ�النقطة�)�1 }( ,1); ( , 4)A B���

}�مرجح�الجملة����Dو�النقطة� }( , 4); ( ,1)A B.���
���من�المستوي�M،�مجموعة�النقط�Eعين�المجموعة�)�1

�4حيث� 10 MA MB + =
���� ����

.��

���من�المستوي�M،�مجموعة�النقط�E'عين�المجموعة��)2
MA ����4حيث� MB  4MA MB + = +

���� ���� ���� ����
.��

70�ABCمثلث�.Gمرجح�الجملة���
�����{ }( ,1); ( , 2);( ,3)A B C−.��
�من�المستوي��Mالتي�ترفق�بكل�نقطة�fعين�الدالة�)�1
'�حيث�M'قطةالن 2 3MM MA MB MC= − +

������ ���� ���� �����
��

���نقطة�كيفية�من�المستويMلتكن�)�2
�2uو�� MA MB MC= − −

� ���� ���� �����
��

�من�المستوي��Mالتي�ترفق�بكل�نقطة��gعين�الدالة�-أ
u'�حيث�M'النقطة MM=

� ������
.���

�من�المستوي��M،�مجموعة�النقط��Eعين�المجموعة-�ب
MA ��2:�حيث MB+3MC  u − =

���� ���� ����� �
.���

71�ABCفي�مثلث�قائم�Aمتساوي�الساقين�حيث���و��

�����4AB cm=��
)�لتكن� )Eمجموعة�النقط�من�المستوي�بحيث�:��
�������2 4 MA MB MC − − =

����� ���� �����
��

)�للجملة�Gاستعمل�المرجح�)�1 ,1)A،�( , 1)B −�
)و , 2)C �2MAلاستخلاص�المجموع− MB MC− −

���� ���� �����
��

):�بين�أن�)�2 )M E∈��2تكافئ�MG =��
)استنتج�طيعة�المجموعة)�3 )E.��
)�ثم�أنشئ�Gمثل�)�4 )E.��

72�ABC5طول�ضلعه�.�ايس�الأضلاع�مثلث�متقcm���
)�مرجح�Gأنشئ�)�1 , 1)A −�،( ,1)Bو�( , 1)C −،���

��.�معين��ABCGو�بين�أن�الرباعي�
)ابق�لإيجاد�المجموعة�استعمل�السؤال�الس)�أ)�2 )E�،�

��:��مجموعة�النقط�من�المستوي�بحيث

���������
��
��

�5 3

2
 MA MB MC − + − =
���� ���� �����

���

]تحقق�من�أن�منتصف)�ب ]ACينتمي�إلى��( )E�.��
)������ارسم )E��

73�ABCمثلث�قائم�في��A.�Iمنتصف��[ ]BC.���
��( )Γهي�الدائرة�التي�مركزها��Aو�التي�تشمل��I��
���Gنقطة�من��( )Γمقابلة�قطريا�للنقطة��I��
)�مرجحGبين�أن�النقطة)�1 , 4)A�،( , 1)B )�و− , 1)C −.��
���مرجح�Aحيث�يكون�βو�αحقيقيينجد�عددين)�2

�����( , 2)G،� ( , )B βو�( , )C α.��
��:توي�حيث�من�المسMما�هي�مجموعة�النقط�)�3
�����2 2 MG MB MC  BC + + =

����� ���� ����� ����
���؟

�8ABمثلثا�حيث��ABCليكن74 cm=�4و�BC cm=���
���6ACو� cm=.��
}�مرجح�الجملة�Iلتكن-�أ)�1 }( ,1); ( , 4)A B.��

��.����Iأنشئ�النقطة
}�مرجح�الجملة�Jلتكن-�ب }( , 2); ( , 1)B C −.��

��.����Jأنشئ�النقطة�
���إلى�مرجح�الجملةGنرمز�بـ�)�3

����������{ }( ,1);( , 4); ( , 2)A B C −��
)�هي�نقطة�تقاطع�المستقيمين�Gبين�أن� )CIو��( )AJ.��

��:�من�المستوي�حيثMعين�ثم�أنشئ�مجموعة�النقط��)4
�����4 5 MA MB   2MB MC + = −

���� ���� ���� �����
.���

��:�من�المستوي�حيثMنقط�عين�ثم�أنشئ�مجموعة�ال)�5
�����4 4 MA MB-2MC  MA MC + = −

���� ���� ����� ���� �����
.��

75�ABCمثلث�قائم�في��A�12حيث�AB =���
�����5ACو� =���

�من�المستوي��Mللنقط�1Eعين�و�أنشئ�المجموعة)�1
3:حيث 5 2 6 4 MA MB MC  MA MC + + = +

���� ���� ����� ���� �����
���

�من�المستوي��Mللنقط�2Eعين�و�أنشئ�المجموعة)�2
3:حيث 5 2 3MA MB MC AC+ + =

���� ���� ����� ����
��

 ن�المستوي��م�Mللنقط�3Eعين�و�أنشئ�المجموعة)�3
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3:حيث 5 2 6 4 MA MB MC  MA MC − + = +
���� ���� ����� ���� �����

��

76�ABCDمستطيل�.��
�مرجح��Dحيث�تكون�النقطة�aعين�العدد�الحقيقي�)�1

){ٍ�الجملة , )A a،��( , 1)B )�و�− , )C a{���
���من�المستوي�نرفق�الأشعةMلكل�نقطة)�2

�������( )u M MA MB MC= − +
���� ���� �����

��
)����و�� ) 2v M MD MA MC= − −

����� ���� �����
��

��من�المستوي�بحيث�يكونMعين�و�أنشئ�مجموعة�التقط�
)للشعاعين� )u Mو��( )v Mنفس�الطويلة�. 

77A،�Bنقطتان�متمايزتان�.�Iمنتصف�[ ]AB�.لكل���
��:�من�المستوي�نرفقMنقطة

}�مرجح�الجملةM'النقطة� }( , 1); ( ,1); ( , 2)A B M−��
}�مرجح�الجملةM''و�النقطة� }( ,1); ( ,1);( , 1)A B M −��

��.�يطلب�تعيينهب�بانسحا�Mهي�صورة�M'بين�أن)�1
 �بتناظر�مركزي�يطلب��Mهي�صورة�M''بين�أن)�2

��.تعيينه   
��Aالدائرة�التي�مركزهاMعندما�تمسح�النقطة)�3

���:Iلوتشم
���؟M'ما�هو�المحل�الهندسي�الذي�تتغير�فيه�النقطة)��أ
���؟M''ما�هو�المحل�الهندسي�الذي�تتغير�فيه�النقطة)��ب

78�ABCمثلث�قائم�و�متساوي�الساقين�في��Aحيث���:��
���4AB AC cm= =.��
��ملة���مرجح�الجGأنشئ�النقطة�)1

�����������{ }( , 2); ( ,1);( ,1)A B C.��
��.�نقطة�كيفية�من�المستويMلتكن��)�2
�عبر�عن�الشعاع�-أ

���� ���� �����
2MA+ MB+ MCبدلالة�����

����MGالشعاع
�����
.��

���بين�أنه�يمكن�كتابة�الشعاع-�ب
2MA MB MC− + +
���� ���� �����

=�v
�

�vعلى�الشكل AB AC= +
� ���� ����
.��

AD:��المعرفة�بـ�Dأنشئ�النقطة�-جـ� v=
���� �

.���
��.�بالسنتيمتر�AGو��ADأحسب�-د
��عة�،�مجمو��Eاستنتج�من�الأسئلة�السابقة�المجموعة-�أ�)�3

��:�من�المستوي�حيث���Mالنقط�

������
��
��
�2 2 MA MB+MC  - MA MB+MC + = +

���� ���� ����� ���� ���� �����
��

��.�Eأنشئ�المجموعة�–��ب�
79�ABCDمتوازي�أضلاع��.Gمرجح�الجملة���

{ }( , ); ( , 1); ( , 1);( , 3 1)A k B k C k D k+ − − +،�k ∈ℝ���
���؟�kمعرفة�من�أجل�كل�قيمة�لـGهل�النقطة�)�1
���هي�مرجح�الجملةAبرهن�أن�النقطة)�2

�����������������{ }( ,1);( , 1);( ,1)B C D−��
2AGبين�أن� -� k DB=

���� ����
��

���ℝيمسح��kعندما�Gنقط�ما�هي�مجموعة�ال)�3
80��A،�Bو��Cثلاث�نقط�من�المستوي�ليست�في��

]�عدد�حقيقي�من�المجال�kاستقامية�و�ليكن� ]1;1−���
}�مرجح�الجملةkGليكن }2( , 1);( , ); ( , )A k B k C k+ −���
]�منتصف���C�،�IوA،Bمثل�النقط�)�1 ]BC���

���.−��1Gو����1Gوأنشئ�
]من�المجال��kمن�أجل�عدد�حقيقيGبرر�وجود)�2 ]1;1−��

:و��بين�أن�
2 1k

k
AG BC

k

−
=

+

����� ����
�.��

)�نقطة�من�Nلتكن�)�3 )BC.���
��.��؟�علل�kGعلى�Nهل�يمكن�أن�تنطبق�

]�المعرفة�علىfشكل�جدول�تغيرات�الدالة�)�4 ��:�بـ−1;1[

������
2

( )
1

x
f x

x

−
=

+
.��

ج�مجموعة�النقطتاستن)�5
kGعندما�يمسح�kالمجال�[ ]1;1−��

�9ABحيث�ABCأنشئ�مثلثا��)81��1 =�،�15AC =�
12BCو ��.�؟�ABCما�طبيعة�المثلث�.�=
)1عين�ثم�أنشئ�المجموعة�)�2 )Γمجموعة�النقط��Mمن��

+MA+2MBالمستوي�حيث� MC = CA
���� ���� ����� ����

.���
)2موعة�عين�ثم�أنشئ�المج)�3 )Γمجموعة�النقط��Mمن��

+MAالمستوي�حيث� 2MB+ MC = CA
����� ���� ����� ����

.���

)2بين�أن�المجموعة�)�4 )Γمعرفة�أيضا�بـ�:��
���MA+ 2MB+ MC = MA- 2MB+ MC

����� ���� ����� ����� ���� �����
��

)�2تحقق�إذن�أن�-� )Γمل��تشBو��'Bمنتصف��[ ]AC 
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��
��

��
�هي�صورة�النقطة�بتحاكي�M'استنتج�أن�النقطة�)�جـ

��.kيطلب�تعيين�مركزه�و�نسبته�بدلالة�
��Mعندما�تمسح�النقطةM'ما�هي�مجموعة�النقط��)�3

)الدائرة� )Cباستثناء�النقطتين��Aو�B؟���
)�مرجح���Gنعتبر�82 ,1)A،�( , 2)Bو�( ,3)C��
)�مرجح��Jو� ,1)Aو��( , 2)B.��
�في�استقامية�،�وحدد���Gو�C،�Jبين�أن�النقط�)�1

)�على�المستقيم�Gوضعية�النقطة� )CJ���
)�،عين�Gباستعمال�النقطة)�2 )Eمجموعة�النقط��M��

�2من�المستوي�حيث�يكون�� 3MA MB MC+ +
���� ���� �����

��
���MAمرتبط�خطيا�مع� MC+

���� �����
.��

)برهن�أن�)�3 )Eو��( )ABمتوازيان�.��
�12ACمثلثا�حيث�ABCليكن�.�83 cm=�،�

10AB cm=��
�8CBو� cm=.��
)�مرجح�Gأنشئ�النقطة)�1 ,1)A،�( , 2)Bو�( ,1)C��
)1عين�و�أنشئ�المجموعة�)�2 )Eمجموعة�النقط��،�M�

2MAلمستوي�حيثمن�ا MB MC AC+ + =
���� ���� �����

��

)2لتكن�)�3 )Eمجموعة�النقط�Nمن�المستوي�حيث���
��2 2NA NB NC NA NB NC+ + = − +

���� ���� ����� ���� ���� ����
��

)�2تنتمي�إلى�Bتحقق�من�أن�)��أ )E.��
)2عين�طبيعة�)��ب )Eثم�أنشئها�،�. 

���الممثل�بالشكل�المقابلABCDEنعتبر�المضلع��84
��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

���
��

��
��
��

��:ما�يلي�ثم�أنشئ�عين�
)المجموعة�)�1 �من�المستوي��Mمجموعة�النقط�∆(

4MAحيث MB MC MD ME+ + = −
���� ���� ����� ����� ����

���

)المجموعة�)�2 )Γمجموعة�النقط��Mمن�المستوي��

MAحيث MB MC MD ME− + = −
���� ���� ����� ����� ����

��

85�ABCمثلث�.Iو�Jنقطتان�معرفتان�كما�يلي��:��

�2AI AB= −
��� ����

��1و�

5
CJ CI=
���� ���
���

���.�Cو�A،�Bكمرجح�للنقط�Jعبر�عن�)�1
)المستقيم�)�2 )BJيقطع�القطعة�[ ]ACفي�نقطة��G.���

]�على�القطعة����Gحدد�وضعية� ]AC.���
���من�المستوي�حيثMعين�ثم�أنشئ�مجموعة�النقط�)�3

�����3 2MA MB MA MI− = −
���� ���� ���� ����

��

��.�عدد�حقيقي��kمثلثا�و��ABCليكن�86
)�لـ��kGيكون�المرجح�kمن�أجل�أي�قيم�لـ)�1 , )A k�،�

( , 1)B −،�( ,1)C؟�داًموجو���

�1موجوداً�،�بين�أن�kGعندما�يكون�)�2
kAG BC

k
=

����� ����
.��

��.�متوازي�أضلاع�1ABCGبين�أن�الرباعي�)�3
�في�المجال��kعندما�يتغير�kGعين�مجموعة�النقط�)�4

[ [1;+∞��

87ABCDمتوازي�أضلاع��mنرمز�.��عدد�حقيقي
)�مرجح�mGبـ ,2 )A m،�( ,1 )B m−و��( , 2 )C m−���
��.�mموجود�من�أجل�كل�عدد�حقيقي�mGبين�أن�)�1
���1Gأنشئ�النقطة)�2
mAGعبر�عن�)�3

������
�ABو��mبدلالة�

����
�ACو

����
.��

1تج�أن�استن)�4

1

3
m

m
G G AD

−
=

������ ����
���

ما�هي�مجموعة�النقط�)�5
m

Gعندما�يمسح��mمجموعة��
���؟�أنشئ�هذه�المجموعة�ℝالأعداد�الحقيقية
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��

��إحداثيات�المرجح
88�A،�Bو�Cثلاث�نقط�ليست�في�استقامية�و�Gنقطة��

�،���Aكمرجح�للنقط�Gعبر�عن�.معرفة�بالعلاقة�المعطاة�
Bو�Cثم�جد�إحداثيتي��،�Gفي�المعلم�المعطى�.��
1�(2 3 5 0GA GB GC− − =

���� ���� ���� �
)�،المعلم� ; , )A AB AC

���� ����
��

2�(4 3 0GA GB GC− + − =
���� ���� ���� �

)المعلم��، ; , )B BA BC
���� ����

��

3(�1 7
0

2 2
GA GB GC+ − =
���� ���� ���� �

)المعلم��، ; , )C CA CB
���� ����

��

��المستوي�منسوب�إلى����96إلى��88في�التمارين�من
)معلم�متعامد�و�متجانس� ; , )O i j

� �
��

)�وA(3;4)مثل�النقطتين�)�89�1 1; 2)B − −��
)�مرجحGاحسب�إحداثيتي�النقطة�)�2 , 2)A )�و− , 3)B −��
���C(4;5)مثل�النقطة�)�أ)�3

1بين�أن�)�ب

5
AC AB= −
���� ����

��

���مرجح�Cحيث�تكون��bوaاستنتج�عددين�حقيقيين�)�4
)����لـ , )A aو�( , )B b��

��B(1;2)و��A(3;1)مثل�النقطتين�)�90��1
)�مرجح�Mالنقطة�كل�من�احسب�إحداثيتي�)�2 ,1)A�
)و , 3)B )�مرجح��Nو�النقطة− , 2)A )�و− ,1)B��
]�منتصف�القطعة�Iاحسب�إحداثيتي�النقطة�)�أ)�3 ]AB.��
�MIحيث�kجد�العدد�الحقيقي�)�ب kMN=

���� �����
���

���مرجح�Iحيث�تكون��bوaاستنتج�عددين�حقيقيين�)�جـ
)����لـ , )M aو�( , )N b��

)،A(1;2)مثل�النقط�)�91�1 1;4)B )�و− 3; 2)C − −���
���ABCمركز�ثقل�المثلثGاحسب�إحداثيتي�النقطة�)�2
)�مرجح�Hاحسب�إحداثيتي�النقطة�)�3 , 2)A،�( , 3)B −��
)و� , 1)C −���
���هل�هي�في�استقامية؟�HوO،��Gالنقط�)�4

)مثل�النقط��)92�1 1; 2)A − ;3)�و− 4)B ;2)و�− 5)C −��
2�(Gمرجح��( , 3)A −،�( , 2)B )�و− , 4)C��
���Gاحسب�إحداثيتي�-���
)�مرجح�Kاحسب�إحداثيتي�النقطة)�3 ,3)Aو�( , 2)B���
��

��
��
��
�C،�Kما�هي�المبرهنة�التي�تسمح�بالقول�أن�النقط��)�4
��تحقق�من�ذلك�بالحساب.�في�استقامية�؟Gو

)��نعتبر�النقطتان�93 1;2)A ;2)��و− 2)B −���
)�مرجح�لـ�Gبين�انه�يوجد�.�1 ,3)Aو��( ,7)B.���
OGعبر�عن�.�2

����
�OAبدلالة�

����
�OBو�

����
.���

)�في�المعلم�Gثيات�النقطة�ما�هي�إحدا.�3 ; , )O i j
� �

���؟
)�،�A(1,2)مثل�في�المعلم��النقط�)�94�1 3,4)B −���
)��و� 2,5)C −.��
)�مرجح�Gلتكن�النقطة)�2 , 3)A −،�( , 2)B )�و− , 4)C���

��.�Gعين�إحداثيتي�النقطة
)هل�المستقيم)�3 )BGيمر�بمبدأ�المعلم�O؟�علل�.��

)مثل�في�المعلم�)�95�1 ; I, )O J(2,1)�النقط�A،���

( 1,5)B −،�(5,7)C�5و
1,

2
D
 
 
 

 

�مركز�المسافتين�المتساويتين��Hالنقطةإحداثيتيعن��)1
����Cو�Bللنقطتين�

���.�ABCمركز�ثقل�المثلث�Gعين�إحداثيتي�النقطة�)�2
���مرجح��Dبحيث�تكون�النقطةxهل�يوجد�عدد�حقيقي�)�3

( ,1)Aو�( , )B x؟�علل�.��
�إحداثياتها�على��DوA،�B،�Cالنقط�لتكن��96

���،�(3;3)الترتيب
���( 1; 1)− −،�( 2; 3)− ;3)�و− 3)−.��
��BCDEبحيث�يكون�الرباعيEعين�إحداثيتي�النقطة�)�1

��.متوازي�أضلاع
���مرجح�الجملة�Gعين�إحداثيتي�النقطة��)2

��������{ }( , 2);( ,1);( ,1);( ,1);( ,1)A B C D E��
برهن�أن�.��BCDEمركز�متوازي�أضلاع��Lليكن�)3

��.�في�استقامية�LوA،�Gالنقط�
0GA:بين�أن)�أ)�4 GB GD+ + =

���� ���� ���� �
��

���؟�ABDبالنسبة�للمثلث�Gماذا�تمثل�النقطة)��ب
]�منتصفIلتكن�)�5 ]BCو��Jمنتصف�[ ]DE.��

��.AIJث��مركز�ثقل�المثل�Gبرهن�أن�
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��

��
��

��
�التي�إحداثياتها�على���CوAنعتبر�النقطتين��97

��B'�حيث�KوB'لتكن�النقطتين�.(0;6)�،(4;2)الترتيب
]منتصف�القطعة ]ACو�Kمنتصف�القطعة�[ ']OB.��

���.�KوB'احسب�إحداثيتي�كل�من�)�1
2�(Iجد�عددين�حقيقيين��.(0;2)�نقطة�إحداثياتها�αو�β�

)�مرجح�لـKحيث�تكون� , )A αو�( , )I β.���
)�مرجحJاحسب�إحداثيتي�)�3 ,1)A��( , 2)O��
)برهن�أن�)�4 )IJو�( )ACمتوازيان���

��مركز�العطالة
نسمي�مركز�عطالة��جملة�مكونة�من�جسمين�متجانسين�،�

ذين�الجسمين�مرجح�الجملة�المكونة�من�مركزي�ثقل�ه
��.على�الترتيب�)أو�مساحتيهما(مرفقين�بكتلتيهما�

�كتلته�Aفي�الشكل�المقابل�،�لدينا�الجسم��98
A

Mتساوي��
100g.���

��
��
��
��
���
�عين�الكتلة�-�

B
Mللجسم��Bعلما�أن�الجملة�متزنة�.��

�2Hجزيء�الماء�99 Oمكون�من�ذرة�أوكسجين�و�ذرتي��
�O،�Hنرفق�بكل�نواة�لهذه�الذرات�النقط�.هيدروجين�

��H'و
��
��
��
��
��

����OHمتساوي�الساقين�،�المسافة�OHH'�المثلث�
��100,96تقدر�بـ 10 m−×و�الزاوية���'HOH���
���.�0105قياسها�

���و�الكتلة�المولية16الكتلة�المولية�للأوكسجين�

���
��
��

 �.1للهيدروجين�

 .��جزيء�الماء�Gثل�مركز�العطالة�م -�

��.OGاحسب�المسافة� -�
����ABCDعين�إحداثيتي�مركز�عطالة�الصفيحة��100

)��في�المعلم�المتعامد�و�المتجانس� ; , )A i j
� �

��)انظر�الشكل��(
��
��
��
��
��
��
��
��

�Gفي�الشكل�التالي،�نريد�تعيين�مركز�العطالة���101
�حيث�ABCDEFللصفيحة�المتجانسة

3 3AB AF AI AJ= = =��
�عطالة��مركز�Hو��IBCDمركز�عطالة�الصفيحةOو�

���.AIEFالصفيحة�
��
��
��

��

��

��

��

��:�الطريقة�الأولى

)�تقع�على�المستقيم�G:بين�أن)�1 )OH���
�على�شكل�آخر�و�مثل�ABCDEFقسم�الصفيحة�)�2

��.�Gهندسيا�النقطة
��:الطريقة�الثانية�

)�هي�مرجح��Gبين�أن� , 2)Oو��( ,3)H�.استنتج��
)�في�المعلم�Gإحداثيتي� ; , )A I J�.مثل�G. 
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��

طريقتين�مختلفتين�مركز�عطالة�الصفيحة�عين�ب�102
��)المربعات�متقايسة:�(المتجانسة�التالية

��
��
 

���الشكل�المقابل�يمثل�103
���صفيحة�مكونة�من�ثلاث
���صفائح�مربعة�حيث�طول

���10cmضلع�كل�مربع�هو�
����Lو�J،�Kمراكزها�هي�

��على�الترتيب�و�كتلها

1 100m g=،�2 300m g=�3و 600m g=���
���.ب�على�الترتي

�عين�إحداثيتي�مركز�عطالة�هذه�الصفيحة�في�المعلم�
)المتعامد�و�المتجانس� ; , )A i j

� �
.��

متجانسة�ومكونة�من�Pفي�الشكل�المقابل�الصفيحة��104
���و�مربعين�حيثABCاتحاد�مثلث�قائم�و�متساوي�الساقين�

��6AB cm=و���Oمنتصف��[ ]BC.���

1G�2و�G�3مركزي�عطالتي�المربعين�و�Gمركز�عطالة��
����Pمركز�عطالة�الصفيحة�Iالمثلث�و�

��
��
��
��
���3Gو1G،�2Gأنشئ��)�1
)�تنتمي�إلىIلماذا)�2 )OA؟���
)��1هي�مرجحIبين�أن)�3 , 2)G�2و( , 2)G�3و( ,1)G���
���.OIة�احسب�المساف)�4

�Pعين�وضعية�مركز�عطالة��الصفيحة�المتجانسة��105
��:المبينة�في�الشكل�في�كل�حالة�من�الحالات�التالية�

���ABCعبارة�عن�الجزء�الملون�من�مثلثPالصفيحة�)��أ
).يس�الأضلاع�متقا )BDو�( )CDفي�المثلثن�ارتفاعا�.��
��

��
��
��
 

��
 
 
 
 
 

��Oمركزه��ABCDعبارة�عن�مربعPالصفيحة�)�ب�
��)الجزء�الملون�من�المربع�(OBCمنزوع�منها�المثلث�

��
��
��
��
 

�عبارة�عن�قرص�حيث�نصف�قطر�Pالصفيحة��)جـ
��الدائرة�الكبيرة�هو�قطر�الدائرة�الصغيرة�

��
��
��
 
����Tحرف�على�شكلPالصفيحة)�د
���)المربعات�متقايسة(�
��
��

��OABCمتجانسة�و�مكونة�من�مربع�Pلصفيحة��ا106
�الذي�طول���BIJKو�ننزع�منه�المربع�8cmطول�ضلعه�

����كما�هو�مبين�في�الشكل�4cmضلعه�
��ر���������������بطPلة�الصفيحة��عين�وضعية�مركز�عطا

 
 
 
 
 
 
 
��

��
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��

��

��

��
�Iمركز�عطالتها�صفيحة�معدنية�دائرية�متجانسة��107
���مستثنى�منها��Rو�نصف�قطرهاOمركزها،�ثابت� سمكها

'�ونصف�قطرهCزهالقرص�الذي�مرك
4

R
R =��

�����حيث
2

R
OC =���

��
��
��
��
�إلى�مساحتي�القرصين�الذين�A'�وAنرمز�بـ�)�1

���على�الترتيب�R'�وRقطريهما�
)�مرجح�O:�بين�أن , ')I A A−و��( , ')C A.���

���.�Cو�Oكمرجح�لـ�Iاستنتج�)�2
4Rارسم�شكلا�من�أجل�)�3 cm=و�أنشئ�مركز��

��Iالعطالة
جملة�تتكون�من�جسمين�صلبين� '':�ان�في�الفيزياء�لدي�108

1S�2وS�1مركزي�عطالتهما�على�الترتيب�C�2وCو��
�لهذه�Gمركز�العطالة�.��2mو1mكتلتيهما�على�الترتيب�

1الجملة�يحقق� 1 2 2 0m GC m GC+ =
����� ����� �

���
��.�هذه�المعطيات�باستعمال�المرجحترجم�)1
�كتلتها���و�aسمكها�ثابت�Pصفيحة�معدنية�متجانسة�)�2

����2Sو��1Sمكونة�من�اتحاد�جزئين�kالحجمية�
�هما�على��2Sو1Sمركزي�عطالة�.�على�شكل�مستطيل

��.�مركزي�المستطيلين�2Cو1Cالترتيب�
����2Sكتلة�2mو�1Sكتلة1mنسمي�)�أ
kإذن� a×)1مساحة��S=(1m���
kو�� a×)2مساحة��S�(=2m.؟�لماذا���
���،��Pمركز�عطالة�الصفيحة�Gاستنتج�وضعية�)�ب
���Gو�مثل����
��

��
��

��
��

��مســائل
���Ménélaüsمبرهنة��109 

�ثلاث�نقط�من�المستقيمات��RوABC.�P،�Qنعتبر�مثلثا
( )BC،��( )ACو��( )ABعلى�الترتيب�.��

���حيث���rوp،�qبين�أنه�توجد�ثلاثة�أعداد�حقيقية�)�1
)�مرجحا�لـ�����Pيكون� ,1)Bو���( , )C p−���
)�مرجحا�لـ���������Qو� ,1)Cو���( , )A q−��
)�مرجحا�لـ���������Rو� ,1)Aو���( , )B r−.��

)في�المعلم�)�2 ); ,A AB AC
���� ����

���،�عين�احداثيي�النقط�

��P،�Qو�R.��
���تكون�في�استقامية��RوP،�Qبرهن�أن�النقط�)��3

�����1pqrإذا�وفقط�إذا�كان� =.���
��Qو�Aبالنسبة�إلى��Bنظيرة�R:تطبيق)�4

]منتصف ]AC.( )RQيقطع��( )BCفي�P).انظر�الشكل.(��
)�على�المستقيم��Pما�هي�وضعية� )BC؟���

��
 
 
 

��
��
���Iمتوازي�أضلاع�و�النقطةABCDليكن� 110 

]منتصف ]AB.المستقيمان�( )DBو�( )CIيتقاطعان�في��
��.Gالنقطة�

���.�المناسبأرسم�الشكل)�1
0GA:برهن�أن)�2 GB GC+ + =

���� ���� ���� �
)�.......�1(��

)�مرجحKأنشئ�النقطة)��أ)�3 ,1)A،�( ,1)Bو�( , 1)C −�����
)�هي�أيضا�مرجح�Kبرهن�أن�)�ب ,3)Gو�( , 2)C −��
)�مرجحAأن�النقطة)�1(ج�من�العلاقة�استنت)�أ)�3 ,1)D�،�

( ,3)Gو�( , 2)C −��
]�منتصف�القطعة�Aبين�أن�)�ب ]DK���
)عين�ثم�أنشئ�المجموعة�)�4 )Eمجموعة�النقط��Mمن��

���:المستوي�بحيث
��������3 2MD MG MC MA MB+ − = +

����� ����� ����� ���� ����
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��

��

��
��

��

���mIالمرجحmمن�أجل�أي�قيم�للعدد�الحقيقي�)�أ)�5
}للجملة }( , ); ( ,3); ( , 2)D m G C ��موجوداً�؟�يكون�−
��:�موجودة،�بين�أنmIعندما�تكون�النقطة�)��ب

��������1

1
mDI DK

m
=

+

����� ����
��

1ادرس�تغيرات�الدالة�)��جـ
:

1
f x

x +
�وشكل�جدول�֏

��)حدد�النهايات�عند�أطراف�مجموعة�التعريف(تغيراتها
��mعندما�يمسح�mIاستنتج�المحل�الهندسي�للنقطة)�د

}المجموعة� }1− −ℝ��
111�ABCمثلث،�من�أجل�كل�عدد�حقيق��mنرفق��،�
}�مرجح�الجملةmGالنقطة }( , 2);( , );( , )A B m C m−�.�

]�منتصف�القطعة�Oلتكن�النقطة� ]BC.���
��،�ℝمجموعة�الأعداد�الحقيقيةmبرهن�أنه�،عندما�يمسح)�1

��.�يطلب�تعيينه∆�هو�مستقيم��mGالمحل�الهندسي�لـ��
���.−�2Gو2Gأنشئ�)�أ)��2
2mنفرض�أن�)��ب �2mو≠ ≠ �نقطة�mGو�لتكن�.−
���.−�2GوA،�2Gعن�تختلف�∆من

)�برهن�أن� )mBGيقطع��( )ACفي�نقطة�نرمز�لها��
)�و�أن�Iبـ )mCGيقطع��( )ABفي�نقطة�نرمز�لها��
��.Jبـ
)في�معلم�)�3 ; , )A AB AC

���� ����
��Iإحداثيتي�mاحسب�بدلالة�.

 �في�استقامية�JوO،��Iاستنتج�أن�النقط�.�Jو

��.�Aمثلثا�متساوي�الساقين�و�قائم�في�ABCليكن��112
Iمنتصف��[ ]BCو�Jمنتصف��[ ]AC�.ليكن��k�

�من�المستوي�نرفق�Mوسيط�حقيقي�،�من�أجل�كل�نقطة
':�حيث�M'النقطة 2MM MA MB kMC= − +

������ ���� ���� �����
���

1kفي�هذا�السؤال�نفرض�أن�)�1 = −���
MM'بين�أن�الشعاع)�أ

������
��.�شعاع�ثابت�يطلب�تعيينه

�Mاستنتج�طبيعة�التحويل�من�المستوي�الذي�يرفق�بكل)�ب
��.M'النقطة�

2kفي�هذا�السؤال�نفرض�أن�)�2 =���
)مرجح���Hأنشئ�النقطة)�أ , 2)Aو�( , 1)B −��   ��

��
��
��
)�مرجحGأنشئ�النقطة�)�ب , 2)A،�( , 1)B )�و− , 2)C.��
)�تنتمي�إلى�المستقيم�Gبين�أن�)�جـ )BJ.���
GM'عبر�عن�الشعاع�)�د

������
�GMبدلالة�

�����
.��

�Mاستنتج�طبيعة�التحويل�من�المستوي�الذي�يرفق�بكل)�هـ
��.M'النقطة�

]�تمسح�الدائرة�التي�قطرهاMالنقطة�)�3 ]BC.���
)1ما�طبيعة�المجموعة�)�أ )Eمجموعة�النقط��'M���

��1kفي�الحالة� = )�1؟�أنشئ�− )E��
)2ما�طبيعة�المجموعة�)�ب )Eمجموعة�النقط��'M���

2kفي�الحالة� )�2؟�أنشئ= )E���
��)المنصفات�الداخلية�و�المرجح(�113

ABCمنصف�الزاوية�.�مثلث�BACيقطع��[ ]BCفي�I.��
]�الموازي�لـ ]AIو�المار�بـ�Cيقطع�( )ABفي�D.��

��.�متقايس�الساقين�ADCبرهن�أن�المثلث�)�1

IB:�����استنتج�أن� AB

IC AC
=��

ABنضع)�2 c=،�AC b=و�BC a=��
���هي�مرجح�Iبين�باستعمال�المساواة�السابقة�أن�النقطة�

]�يقطع�ABCاويةمنصف�الز)�3 ]ACفي�Jو�منصف��
]�يقطع��ACBالزاوية ]ABفي��K�.نسمي�Oمرجح����

( , )A a،�( , )B bو�( , )C c 

):بين�أن  )aOA bOB cOC aOA b c OJ+ + = + +
���� ���� ���� ���� ����

��
)�نقطة�منOاستنتج�أن� )AIثم�نقطة�تقاطع�منصفات��
���.ABCالمثلث�

�متصلة�فيما�بينها�على�شكل�ة�حديديع�قطثلاثة:�تطبيق)�4
��aمراكز�عطالة�هذه�القطع��و�CوA،�Bمثلث�نسمي

،bو�cيب�أطوالها�على�الترت.��
��
��
��
��
��
���لهذا�المثلث�هو�مرجح��Gبين�أن�مركز�العطالة�-���
���( , )A a،�( , )B bو�( , )C c�.عين�وضعية��G. 
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��

��
��

��
طة�تلاقي�مركزالدائرة�المرسومة�داخل�مثلث،�نق(�114

��)الإرتفاعات�في�مثلث،�المرجح�
ABCمثلث�حيث�AB c=�BC a=�،�AC b=.��

Iمركز�الدائرة�المرسومة�داخل�هذا�المثلث�و�Hنقطة��
���مركز�الدائرة�المحيطة�بالمثلثOتقاطع�الإرتفاعات�فيه�و

��الهدف�من�هذه�المسألة�هو�إيجاد�ثلاثة�أعدادا�حقيقية
�α،�βو�γبحيث�يكون��I�)أوHأو��O�(�ًمرجحا��

)��لـ� , )A α��،�( , )B βو�( , )C γ��
I( مركز�الدائرة�المرسومة�داخل�المثلث� 

]�يقطع��BACمنصف�الزاوية� ]BCفي��'Aإذن��،'A��
)متساوية�المسافة�عن�المستقيمين� )ABو�( )AC.نرمز��

���.dإلى�هذه�المسافة�بـ
�hول�الارتفاع�المار�بالنقطة��طA.��
��
��
��
��
��
��
��
AA'عبر�عن�مساحتي�المثلثين�)�أ )1 Bو��'AA C�

��.بطريقتين�مختلفتين�

'استنتج�أن�)�ب

'

A B c

A C b
���مرجحA'�،���ثم�أن�=

)ـ������ل , )B bو�( , )C c.��
]�يقطع��ABCمنصف�الزاوية�)�2 ]ACفي�النقطة��'B� 

]�يقطع�����ACBو�منصف�الزاوية� ]ABي�النقطة��ف'C��
 �كمرجحC'�،�ثم�Aو�Cكمرجح�لـ�B'عبر�عن� -�

���Bو����Aلـ
)�هي�رجح�لـ�Iبرهن�أن)�3 , )A a،�( , )B bو�( , )C c.��

II( و�مركز�الدائرة�المحيطةرتفاعاتنقطة�تلاقي�الا� 

��:���بالمثلث
��.�كل�زواياه�حادة�ABCمن�أجل�البرهان�،�نأخذ�مثلثا�

�BACنضع� = α�،��ABC = βو����ACB = γ��
]�يقطع�Aالارتفاع�المار�بالنقطة ]BCفي�K.��

��
��

��
��
��

:��أن�برهن)�أ)�1
ɵ

�

tan

tan

KB

KC
=

γ

β
���

)��هي�مرجح�Kنتج�أن�است)�ب , tan )B β�ɵ( , tan )C γ��
]�يقطع�Bالارتفاع�المار�بالنقطة)�جـ ]ACفي��L���

]�يقطع��Cو�الارتفاع�المار�بالنقطة ]ABفي��M���
���.��Mو��Lأعط�نتائج�مماثلة�للنقطتين�-�
��:هي�مرجح�لـ�)نقطة�تلاقي�الارتفاعات�(Hبين�أن�)�د
���( , tan )A α�،��( , tan )B βو��ɵ( , tan )C γ���
2�(M،�Nو��Pمنتصفات��[ ]BC،�[ ]ACو�[ ]AB�

��.على�التوالي�
���هي�الارتفاعات�ABCمحاور�المثلث�بين�أن�)��أ

��.���MNPفي�المثلث�
���.�Pو��M،�Nكمرجح�لـOعبر�إذن�عن)�ب

��)�).د)�1استعمل�النتيجة�����(�
��ABCمركز�الدائرة�المحيطة�بالمثلث�Oأن�استنتج�)�جـ

 .�مرفقة�بمعاملات�يطلب�تعيينها�CوA،�Bهي�مرجح�

115�I(الدالة�نعتبر��fالمعرفة�على��ℝكما�يلي�:��

�������23
( ) 6 8

2
f x x x= − +���

)و )fCتمثيلها�البياني�في�معلم�متعامد�ومتجانس�( ); ,O i j
� �

��
��.�fادرس�تغيرات�الدالة�-�

II(في�المعلم��( ); ,O i j
� �

��A(0;4)�نعتبر�النقطتان
�من�المجال�kمن�أجل�كل�عدد�حقيقي.�C(4;0)�و

[ ]0;8I ;4)�،�نرفق�النقطتان= )K k8;0)�و )L k−���
���AKLلمثلثين��إلى�مركزي�ثقل�ا�2Gو�1Gو�نرمز�بـ

���OALو�
��عندما�يتغير���Lو�Kما�هما�المحلان�الهندسيان�لـ�)أ)�1
��kفي�I؟���
���تمسح�مستقيماً�عندما�2Gثابتة�و�أن�1Gبين�أن�)�ب
��kيمسح�I.��
����AKL،�مساحتي�المثلثين�kاحسب�،�بدلالة�)�2
��.�OALو�
��.�Gصفيحة�متجانسة�مركز�عطالتهاOAKLنفرض�أن�)�3
��.�Gاحدثيي�kاحسب�بدلالة�)�أ
)�نقطة�من�المنحني�Gتحقق�من�أن�)�ب )fCو�استنتج��

��.�Iفي�kلما�يتغيرGمجموعة�النقط
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��المستهدفة�الكفاءات������

��
 ا�����ل��
اص�ا��وا���ا��
	�������ت 

��.���������ا��وا��

 ����������	
���أ"��س�زاو�������. 

 $�%
��
�,�ا����م��ا����*��(�د����'�ا��&-. 

��/*/��)0�1��)2�34�,���.�و�.��-

 �� .2(����د5ت�و���'ا	&�ت��/*/
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��
�������

��.�مدينة�بغدادانتقل�إلى��العشرينالسن�في��.خراسان�بوزجان�ضواحي�ببو�الوفا�البوزجانيولد�محمد�أ�������

��.من�خلال�ملاحظات�فلكية�وضح�أبو�الوفا�بصفة�خاصة�مختلف�حركات�القمر�

��قام�.�قدم�أبو�الوفا�عدة�أعمال�في�حساب�المثلثات�المستوية�و�الكروية�

��دة�متعقلة�بالجيوب�تسمح�بتصحيح�جداول�علماء�سبقوه�و�قدم�جداول�جدي

��قام�كذلك�بتطوير�مفهومي.�−�810إلىsin30°بحساب�قيمة�مقربة�للعدد�

���مقلوبي�الجيبهو�أول�من�عرفو�الظل�تمام�منجزا�جدوليهما�والظل��

���التي�بين�الدوال��المثلثية�الأولىالعلاقات��و�قد�اكتشف�و�الجيب�تمام

��.�ساهمت�بشكل�كبير�في�تطور�علم�الفلك

���لقد�درس�كذلك�القطوع�المخروطية�محددا�طرق�إنشائها�باستعمال�المدور�

��...�لإنشاء�القطع�المكافئ�نقطة�نقطةا�و�المسطرة�كما�عرض�طرق


أبو
الوفا
البوزجاني�محمد.�����������������نذكر�كذلك�أن�أبو�الوفا�هو�أول�من�اعتبر�الكسور�أعدادا
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��.�قيس�زاوية�بالدرجة�متناسب�مع�قيسها�بالراديان�

��:أنقل�و�أكمل�الجدول�الآتي�.��باستعمال�جدول�التناسبية�

��

��������������15��22.5��36��105��120الدرجةالقيس�ب

������������3القيس�بالراديان

8

π
��

5

12

π
��

7

24

π
��

7

12

π
��

19

24

π
��

����



نشاط
ثان


��
��

)�في�الرسم�المقابل )Cالدائرة�الموجهة�التي�مركزها��O��

��تجاه��دوران��الاتجاه�الموجب��المعاكس��لا1ها��و�نصف�قطر

��.���IOAهو�قيس�بالراديان�للزاوية��x.عقارب��الساعة�

��.�على�الدائرة�المثلثيةxصورة��هي��Aبعبارة�أخرى

���؟�Aبالنسبة�للنقطة�Cماذا�تمثل�النقطة� )1

���؟�Aبالنسبة�للنقطة�Bماذا�تمثل�النقطة� )2

���؟�Aبالنسبة�للنقطة�Dماذا�تمثل�النقطة� )3

���؟�Aبالنسبة�للنقطة�Eماذا�تمثل�النقطة� )4

���؟�Eبالنسبة�للنقطة�Fماذا�تمثل�النقطة� )5

���؟�Eبالنسبة�للنقطة�Gثل�النقطة�ماذا�تم )6

 �؟�Eبالنسبة�للنقطة�Hماذا�تمثل�النقطة� )7

��:أنقل�و�أكمل�الجدول�الآتي )8
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��xπقيس�الزاوية −��
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π
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π
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x

π
−��
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x

π
−��

����������������النقطة�المرفقة
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�صورة�Mضع�على�الدائرة�المثلثية�النقطة� )9
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نشاط
ثالث
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�( )Cالدائرة�المثلثية�التي�مركزها��Oالموجهة�الاتجاه�الموجب��1و�نصف�قطرها����

��.�المعاكس��لإتجاه��دوران�عقارب��الساعة�

)�نقطتين�من�الدائرة��Bو��Aلتكن� )C�)بتحرك�)�.�أنظر�الشكل�المقابل��Aنحو�B.���

���.�lطوله���ABقوسا��BوAتعرف�لنا�النقطتان�)�للمرة�الأولى�(��في�الإتجاه�الموجب�

�OAالمعرفة�بالشعاعين���AOBقيس�بالرديان�للزاوية��lاصطلاحا�نقول�ان�
����

�OBو�
����

.���

)��و�نكتب� ),OA OB l=
���� ����

.���

)��ضع�على�الدائرة�المثلثية )Cالنقط��C�،�D�،�E،�Fفي�الحالات�الآتية��:��

��1�(علما�أن�:( ),
4

OA OC
π

=
���� ����
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6

OC OD
π

=
���� ����

�،�( ),
2

OD OE
π

=
���� ����
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6
OE OF

π
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���� ����
.���

��2�(علما�أن�:( ) 3
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4
OC OD
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=

���� ����
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2
OD OE
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���� ����
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3

OE OF
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=
���� ����

.���

��3�(علما�أن�:( ) 4
,

3
OC OD

π
=

���� ����
�،�( ) 3

,
2

OD OE
π

=
���� ����

�،��( ),
3

OE OF
π

=
���� ����
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��4�(علما�أن�:( ) 9
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4
OC OD
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���� ����
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رابع��
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�( )Cالدائرة�المثلثية�التي�مركزها��Oالموجهة�الاتجاه�الموجب��1و�نصف�قطرها����

��.تجاه��دوران�عقارب��الساعة��المعاكس��لا

)�نقطتين�من�الدائرة��Bو��Aلتكن� )C�)بتحرك�)�.�أنظر�الشكل�المقابل��Aنحو�B.���

���.�lطوله���ABقوسا��BوAتعرف�لنا�النقطتان�)�للمرة�الأولى�(�تجاه�السالب��في�الا

�OAالمعرفة�بالشعاعين���AOBقيس�بالرديان�للزاوية�−�lاصطلاحا�نقول�ان�
����

�OBو�
����

.���

)��و�نكتب� ),OA OB l= −
���� ����

.���

)��ضع�على�الدائرة�المثلثية )Cالنقط��C�،�D�،�E،�Fفي�الحالات�الآتية��:��

��1�(علما�أن�:( ),
3

OA OC
π

= −
���� ����

�،�( ),
4

OC OD
π

= −
���� ����

�،�( ) 2
,

3
OD OE

π
= −

���� ����
�،�( ),

6
OE OF

π
= −

���� ����
.���

��2�(علما�أن�:( ) 5
,

4
OC OD

π
= −

���� ����
�،�( ),

2
OD OE

π
= −

���� ����
�،��( ) 3

,
4

OE OF
π

= −
���� ����
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��3�(علما�أن�:( ) 10
,

3
OC OD

π
= −

���� ����
�،�( ) 7

,
2

OD OE
π

= −
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,

3
OE OF

π
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� �الدرس� � 


 .الزوايا
الموجهة




.ية
موجهة
لشعاعين
غير
معدومين
زاو.�



��).أو�الاتجاه�السالب(غير�المباشرويسمى�الاتجاه�الآخر�الاتجاه�)�أو�توجيها�موجبا�(���يوجه�المستوي�توجيها�مباشرا�

��.�نختار�الاتجاه�المباشر�الاتجاه�المعاكس�لدوران�عقارب�الساعة�اصطلاحا

���.��1موجهة�في�الاتجاه�المباشر�و�التي�نصف�قطرها��في�المستوي�الموجه�نسمي�دائرة�مثلثيه�كل�دائرة


في
كل
ما
يأتي
نعتبر
المستوي
الموجه��



uليكن��:تعريف
�

�vو�
�

�� .�شعاعين�غير�معدمين�

)����������الثنائية� ),u v
� �

� .اعين�� �تسمى�زاوية�موجهة�لشع �� �� ���



���:قيس
زاوية
موجهة.�

�uليكن
�

�vو
�

)�شعاعين�غير�معدومين�ولتكن )Cا�مركزهدائرة�مثلثيةOلتكنMوNلمستوي�حيث�النقطتين�من�ا

OM u=
����� �
ONو v=

���� �
)�المستقيم )OMيقطع�( )CفيAوالمستقيم( )ONيقطع( )CفيBقيس�بالرادين�للزاوية�الموجهة�،��

�( ),u v
� �

)�هو�كذالك�قيس�بالرادين�للزاوية�الموجهة� ),OM ON
����� ����

�.���


uليكن��:تعريف
�

�vو�
�

�� .�شعاعين�غير�معدومين�

)�قيسا�للزاوية�الموجهة��xإذا�كان� ),u v
� �

�2xفإن�كل�الأعداد�من�الشكل� kπ+للزاوية�اسي�هي�أق( ),u v
� �

kمع. ∈ℤ��

��

)�الوقت�ونقول�الزاوية�نقبل�التجاوز�في�التعبير�الذي�نعبر�به�على�الزاوية�و�قيس�لها�في�نفس�:تعبير� ),u v
� �

��.�xتساوي

)�الزاوية�الموجهةمن�بين�أقياس�:خاصية� ),u v
� �

[يوجد�قيس�وحيد�على�المجال ],π π−يسمى�القيس�الرئيسي���للزاوية�����

)الموجهة���������  ),u v
� �

.��

)القيس�الرئيسي�للزاوية�المعدومة�)��1:نتائج� ),u u
� �

���.0هو�

)القيس�الرئيسي�للزاوية�المستقيمة�)���������2 ),u u−
� �

���.�πهو�

القيس�الرئيسي�للزاوية�القائمة�المباشرة�هو)���������3
2

π
�.���

القيس�الرئيسي�للزاوية�القائمة�غير�المباشرة�هو)���������4
2

π
−�.���

)�القيس�الرئيسي�للزاوية�الموجهةxإذا�كان�)����������5 ),u v
� �

uيس�للزاوية�الهندسية�المكونة�من�هو�ق�xفإن�
�

�vو�
�

��.���



���:علاقة
شال.�

��

�uغير�معدومة�من�أجل�كل�ثلاثة�أشعة
)تقبل
بدون
برهان:(مبرهنة
�

�،�v
�

�wو�
��

��.�لدينا�

���( ) ( ) ( ), , ,u v v w u w+ =
� � � �� � ��

����������������

�uمن�أجل�كل�شعاعين�غير�معدومين�:نتائج�
�

�vو�
�

)•:���لدينا� ) ( ), ,v u u v= −
� � � �

���،��•( ) ( ), ,u v u v π− = +
� � � �

��

��������•�( ) ( ), ,u v u v π− = +
� � � �

���،���•�( ) ( ), ,u v u v− − =
� � � �

����������������.���
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� �طرائق� ���

� ���

����تمرين�محلول�
)لتكن� )Cالدائر
)مرفقة
بالمعلم
المتعامد
و
المتجانس
المثلثية
ة ); ,O i j

� �
.
)من�الدائرة�
BوAلتكن
النقطتين )Cحيث�

( ),
6

OI OA
π

=
��� ����

)�و� ) 3
,

4
OI OB

π
=

��� ����
.���

))��:�وايا�الموجهة���عين�قيسا�للز ),OJ OA
���� ����

��.���(( ),OJ OB
���� ����

���.���(( ),OA OB
���� ����

.��

)�����1:حــل
2 6 3

π π π
= − + = −�( ) ( ) ( ) ( ), , , ,OJ OA OA OJ OI OJ OI OA = − = − −

 

���� ���� ���� ���� ��� ���� ��� ����
����������������������

������������2���(��������������������������
3

4 2 4

π π π
= − =�( ) ( ) ( ), , ,OJ OB OI OB OI OJ= −

���� ���� ��� ���� ��� ����
��

������������3���������������������������(
3 7

4 6 12

π π π
= − =�( ) ( ) ( ), , ,OA OB OI OB OI OA= −

���� ���� ��� ���� ��� ����
�������������������������������������

������تمرين�محلول�

أوجد
القيس
الرئي�


)سي
للزاوية
الموجهة ),u v

� �


التي
قيسهاα

في
كل
حالة
من
الحالات
الآتية:��

�
(2007radα =.




�
(
189

4

π
α = −.



�
(
65

8

π
α =.




إذا
كان
عدد
حقيقي:طريقة��αموجهة

قيس
لزاوية( ),u v
� �



فإنه
يوجد
عدد
صحيح
وحيدk

حيث:














2kπ α π π− < + ≤

يكفي
إيجادkالرئيسي

إنطلاقا
من
هذا
الحصر
لإيجاد
القيس
)لزاوية
موجهة ),u v
� �






2007)��1:حــل 2kπ π π− < + ����2007ومنه���≥ 2 2007kπ π π− − < ≤ −��

���������������و�بالتالي��
2007 2007

2 2
k

π π

π π

− − −
< ���319,923إذن��≥ 318,923k− < ≤ �319kو�منه�− = −��

)ية����������������إذن�القيس�الرئيسي�للزاو ),u v
� �


�2007هو ( 319 2 ) 2,663radπ+ − × × =��

������������2��(
189

2
4

k
π

π π π− < − + �نحصل�على������πباختزال��≥
189

1 2 1
4

k
−

− < + ≤��

��������������و�بالتالي��
185 193

8 8
k< ���23,125إذن���≥ 24,125k< �24kو�منه�≥ =��

)��������������إذن�القيس�الرئيسي�للزاوية� ),u v
� �


�هو
189 189 192 3

(24 2 )
4 4 4 4

π π π π
π− + × × = − + =������.����

�����������3��(
65

2
8

k
π

π π π− < − + �نحصل�على������πبالاختزال�في�≥
65

1 2 1
8

k− < + ≤��

��������������و�بالتالي��
73 57

16 16
k− < ≤ ���4,5625إذن���− 3,5625k− < ≤ �4kو�منه�− = −��

)��������������إذن�القيس�الرئيسي�للزاوية� ),u v
� �


�هو
65 65 64

( 4 2 )
8 8 8 8

π π π π
π+ − × × = − =����.������

��
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 .خواص
الزوايا
الموجهة



.الزوايا
الموجهة
المتقايسة.�


��u:خاصية��
�
�،v
�

�،'u
�

v'�و
�

)�للزاويةقيساαشعة�غير�معدومة�من�المستوي،ليكن�أ ),u v
� �

)قيسا�للزاوية�α'و )', 'u v
� �

��

)�ن��تكون�الزاويتا ),u v
� �

)�و )', 'u v
� �

'�حيث��kمتقايستين�إذا�و�فقط�إذا�وجد�عدد�صحيح 2kα α π= +.��


'�حيث�kوجود�عدد�صحيح�:ملاحظة 2kα α π= α'�معناه�+ α−�2مضاعف�لـπ.��

'�������������إذا�كان� 2kα α π= ��.�قيسان�لنفس�الزاوية�أو�قيسان�لزاويتتن�متقايستينα'�و�αنقول�أن�+

��.الزوايا
الموجهة
و
الإرتباط
الخطي
لشعاعين.���

��u:خاصية��
�
vو�

�
��.��شعاعان��غير�معدومين�من�المستوي

��uيكون�الشعاعان�
�
vو�

�
)=2kπ:��مرتبطان�خطيا�إذا�وفقط�إذا�كان ),u v

� �
�2kπأو π= +( ),u v

� �
.��k ∈ℤ��


)=�2kπإذا�كان��:ملاحظة ),u v
� �

�uيكون�للشعاعين
�
vو�

�
��.���نفس�الاتجاه�

�������������2kπإذا�كان� π= +( ),u v
� �

uيكون�للشعاعين��
�
vو�

�
����.��اتجاهين�متعاكسين�

�u:خاصية��
�
vو�

�
��.�عددين�حقيقيين�غير�معدومين�k'�و�kليكن.���شعاعان��غير�معدومين�من�المستوي�

)�من�نفس�الإشارة�فإن�k'�و�kكان��إذا�•�� ) ( ), ' ,ku k v u v=
� � � �

.���

)�من�إشارتين�مختلفتين�فإن�k'�و��kإذا�كان�•�� ) ( ), ' ,ku k v u v π= +
� � � �

.���


).الزاوية
المحيطية.� )Cدائرة�مثلثية�مركزها�O.A،BوMثلاث�نقط���

)�متمايزة�مثنى�مثنى�من�الدائرة )C.وية�الموجهة�الزا( ),MA MB
���� ����

����.�تسمى�زاوية�محيطية



)ثلاث�نقط�متمايزة�مثنى�مثنى�من�دائرة�مثلثيةMوA،Bإذا�كانت:مبرهنة )C��

)قيسا�للزاوية�الموجهة�αوإذا�كان��Oمركزها ),OA OB
���� ����

�فإن�.
2

α
���قيس

)�للزاوية� ),MA MB
���� ����

.����



)المثلث:برهان )OABنمتساوي�الساقين�،�فإن�الزاويتي�( ),AO AM
���� �����

)و� ),MO MA
����� ����

 إلى��� متناظرتان�بالنسبة

]محورالقطعة  ]AMو�منه�( ) ( ), ,AO AM MO MA= −
���� ����� ����� ����

)و�منه ) ( ) ( )1 .... , ,AO AM MA MO=
���� ����� ���� �����

.��

)المثلث������������� )OBMنمتساوي�الساقين�،�فإن�الزاويتي�( ),BM BO
����� ����

)و� ),MB MO
���� �����

 إلى� متناظرتان�بالنسبة

]القطعة�محور  ]BMمنه�و( ) ( ), ,BM BO MB MO= −
����� ���� ���� �����

)و�منه ) ( ) ( )2 .... , ,BM BO MO MB=
����� ���� ����� ����

. 

)�من�  )�و�1( )�نستنتج2( ) ( ) ( ) ( ), , , ,MA MO MO MB AO AM BM BO+ = +
���� ����� ����� ���� ���� ����� ����� ����

���أي�

�( ) ( ) ( ), , ,MA MB AO AM BM BO= +
���� ���� ���� ����� ����� ����

)�و�منه ) ( ) ( ) ( )2 , , , ,MA MB AO AM BM BO MA MB= + +
���� ���� ���� ����� ����� ���� ���� ����

��

�( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 , , , , , , ,MA MB AO AM BM BO MA MB OA MA MA MB MB OB= + + = + +
���� ���� ���� ����� ����� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

��

�( ) ( ) ( ) ( )2 , , , ,MA MB OA MB MB OB OA OB= + =
���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

�و�منه
2

α
)قيس�للزاوية�� ),MA MB

���� ����
����.����������������������������������
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����تمرين�محلول�
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π


و

9

8

π


قيسان
لزاوية

موجهة
لشعاعين
؟


�αيكفي�أن�يكونموجهة�لشعاعينلزاوية�قيسين�βوαددان�حقيقيانحتى�يكون�ع
:حــل β−��

)�مع������������2kπمن�الشكل )k ∈ℤ.���

�����������������
41 9 32

4 2 2
8 8 8

π π π
π π− = = = ���.�2kπو�هو�من�الشكل�×

���������إذن�العددان�
41

8

π
�و�

9

8

π

��.قيسان�لزاوية�موجهة�لشعاعين�،�أو�لزاويتين�متقايستين�

يمكن�القول�كذالك�أن�العددين����������(�
41

8

π
�و�

9

8

π

��)����������������قيسان�لزاويتين�متقايستين��



تمرين
محلول
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ABCD

مربع
غير
مباشر
من
المستوي
حيث( ),
2

AB AD
π

= −
���� ����


.
E

حيثABCDنقطة
خارج
المربع




ECDالنقطة

مثلث
متقايس
الأضلاع
و
لتكنFالمربع

مثلث
متقايس
الأضلاعAFDحيثABCDداخل



�( 

متقايس
الساقين
ABFأثبت
أن
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)����������إذا�كان ),
2

i j
π

= −
� �
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��على�الدائرة���Mصورة�x،�لكل�عدد�حقيقي�
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���،�نعلم�أن�جيب�تمام
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��

cos sin
2

sin cos
2

x x

x x

π

π

  
− = 
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.�عددين�حقيقيين��bو��aليكن:عددين
حقيقيين
لهما
نفس
الجيب
تمام
و
نفس
الجيب.�

cos cosa b=2معناهa b kπ= �2aأو+ b kπ= − +��

kمع ∈ℤ��
sin sina b=�2معناهa b kπ= 2aأو+ b kπ π= − +��

kمع ∈ℤ��

��:المعادلات
المثلثية
الأساسية.��
cosالمعادلات
من
الشكل�� x a=حيث���aعدد�حقيقي���.��

1aإذا�كان�� < ��1aأو��− ��.المعادلة�لا�تقبل�حلولا�<

�1إذا�كان� 1a− ≤ �cosaحيث�cيوجدعدد�حقيقي≥ c=�2[�و�الحلول�هيx c kπ= �2xأو�+ c kπ= − +.[��

sinالمعادلات
من
الشكل�� x a=حيث���aعدد�حقيقي���.��

1aإذا�كان�� < ��1aأو��− ��.حلولاالمعادلة�لا�تقبل��<

�1إذا�كان� 1a− ≤ �sinaحيث�cيوجدعدد�حقيقي≥ c=�2[�و�الحلول�هيx c kπ= �2xأو�+ c kπ π= − +.[��
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)�تسمى�القطب،�Oالنقطة� );O i
�

��.�إحدى�الزوايا�القطبية��θهو�نصف�القطر�القطبي�وrيسمى�المحور�القطبي،نقول�أن

�2في�الشكل 2OM )و= ) 3
,

4
i OM

π
=

� �����
:هيMالإحداثيات�القطبية�للنطةإذا��

3
2 2;

4

π 
 
 
.��

'�في�الشكل 5OM )و= ) 5
,

6
i OM

π
=

� �����
:هيMالإحداثيات�القطبية�للنطةإذا�

5
5;

6

π 
 
 
.��

)�الثنائية:ملاحظة� ),M r θتعرف�نقطة�وحيدة�M.���



��:العلاقة
بين
الإحداثيات
القطبية
و
الإحداثيات
الديكارتية.�


)متعامد�و�متجانسمباشر��معلم�في:مبرهنة ); ,O i j
� �

)نلتك )Cإذا�كانت�النقطة�.ئرة�المثلثيةالداMمنطبقة�على غير�O���

)إحداثياها�الديكارتية�و�كانت  );x yو�إحداثياها�القطبية( ),r θ2:�فإن 2r x y= �cosx؛�+ r θ=؛��siny r θ=��


)نصف�المستقيم�:برهان )OMيقطع�الدائرة�( )CفيNحيث��OM
�����

�ONو
����
���

OMبما�أن.��نفس�الإتجاه��لهما r=�1وON �OMفإن�= rON=
����� ����

���Nبما�أن

)�تنتمي�إلى�الدائرة�المثلثية�و ) ( ), ,i ON i OM=
� ���� � �����

)�فإن )cos ;sinN θ θ.إذا��

)�إحداثيات� )cos ; sinM r rθ θ.2ونعلم�أن� 2cos sin 1θ θ+ ���و�منه�=

��2 2 2r x y= ��2إذا��+ 2r x y= ��.���و�منه�صحة�المبرهنة��.+
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 )3الآتيتين
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(
3

cos
2

x =.






�
(
1

sin
2

x = −.
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.مثل
الحلول
على
الدائرة
المثلثية







3)1:حــل
cos

2
x cosومنه= cos

6
x

π
الموجودة�في�الربع�الأول�صورة��1Mو�بالتالي�������النقطة=

6

π




���������������2
6

x k
π

π= 2أو+
6

x k
π

π= − ����������������بما�أن+
1

sin
6 2

π
��لى���يكفي�أخذ�ع�1M،�لإنشاء�النقطة=

������������2�(
1

sin
2

x = 
�و�منه−sin sin
6

x
π

= �و�بالتالي��محور�التراتيب�النقطة�التي�ترتيبها�−
1

2
���و�إسقاطها�على

��������������sin sin
6

x
π 

= − 
 

�صورة2M.ثية��و�بالتالي����������������������الدائرة�المثل
6

π
��1Mهي�نظيرة�−

���������������2و�منه�
6

x k
π

π= − �2أو�+
6

x k
π

π π= + صورة���3Mبالنسبة�إلى�محور�الفواصل�،�النقطة�+
7

6

π
��

�������������2و�نستنتج��
6

x k
π

π= − �أو�+
7

2
6

x k
π

π= ��.�بالنسبة�إلى�مبدأ�المعلم����1Mهي�نظيرة�+
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معلم
متعامد
و
متجانس


�( 
19

2,
3

π 
 
 


هي

في
المعلم
القطبي
Aإحداثيات
القطبية
للنقطة( );O i
�

.

Aعين
الإحداثيات
الديكارتية
للنقطة


)التي
إحداثياها
الديكارتية
Bلتكن
النقطة )� )3 ; 1− 
عين
إحداثيات
قطبية
للنقطة−B
)في
المعلم
القطبي );O i
�

.




19)�1:حــل 18
2 3

3 3 3

π π π π
π

+
= = + 
�ومنه×


����������������
19

2cos 2cos 1
3 3

x
π π

= = ��و��=
19

2sin 2sin 3
3 3

y
π π

= = =��

)�هي��������������Aإذن�إحداثيتا����� )1; )في�المعلم3 ); ,O i j
� �

.��

)�نصف�القطر�القطبي��rليكن)�������������2 ) ( )
2 2

3 1 4 2r OB= = − + − = =.���

���.�Bالزاوية�القطبية�لـ����������������θلتكن�

���������������3 2cosθ− �1و�= 2sinθ− �و�منه�=
3

cos
2

θ = �و�−
1

sin
2

θ = −��

)القطبي
�في�المعلمBمنه�ثنائية�من�الإحداثيات�القطبية�للنقطة������و );O i
�

�هي�
7

2;
6

π 
 
 

�.�����



 ���

� 

��

��أعمال�موجهة

��

 
cos.:حل
المعادلات
من
الشكل sinu v=
 

���:�xالمعادلة�ذات�المجهول�الحقيقي��ℝحل�في�المجموعة:تمرين�

����������cos sin 3
4 3

x x
π π   

− = +   
   

��

��.����������ثم�مثل�الحلول�على�الدائرة�المثلثية�

�
��cosلحل�معادلة�من�الشكل�:لحللإرشادات sinu v=يجب�تحويل��sinإلى��cosأو�العكس�علما�أن��:��

��������������������

cos sin
2

sin cos
2

x x

x x

π

π

  
+ = − 

  


  + =   

���������و�����������

cos sin
2

sin cos
2

x x

x x

π

π

  
− = 

  


  − =   

�����

���kنشير�إلى�أن�القيم�التي�يأخذها�.��������������������لتمثيل�الحلول�على�الدائرة�المثلثية�نعتمد�على�أقياس�الزوايا�الشهيرة�

�في�العبارة�
2k

n

π
1nإلى���0هي�من� −)�kعدد�صحيح��و��nعدد�طبيعي�غير�معدوم���(��

 

حل
المعادلات
من
الشكل:. cos sina x b x c+ =



�:��xالمعادلة�ذات�المجهول�الحقيقي�ℝلتكن�في�المجموعة:
تمرين






��

���������cos sina x b x c+ )�أعداد�حقيقيية�و��a�،�b،�cحيث��.�)1(�.....= ) ( ); 0;0a b ≠�.���

ب�أحس )�1
2 2

2 2 2 2

a b

a b a b

   
+   

+ +   
�. 

:��حيث�أن�αاستنتج�أنه�توجد�زاوية� )�2
2 2

cos
a

a b
α =

+
��و��

2 2
sin

b

a b
α =

+
.� 

تكتب��)�1(�استنتج�أن�المعادلة� )�3
2 2

cos .cos sin .sin
c

x x
a b

α α+ =
+

.�� 

):بتكت�)�1(�باستعمال�دساتير�الجمع��استنتج�أن� )�4 )
2 2

cos
c

x
a b

α− =
+

.� 


�في�السؤال�الثالث�كان�بإمكاننا�وضع:ملاحظة
2 2

sin
a

a b
α =

+
��و�

2 2
cos

b

a b
α =

+
��ثم�استعمال�دساتير��.

):�على�الشكل��)�1(��الجمع�لـ��في�السؤال�الربع�،�نكتب�المعادلة� )
2 2

sin
c

x
a b

α+ =
+

.��

��:�في�كل�حالة�من�الحالات�الآتية���xالمعادلة�ذات�المجهول�الحقيقي��ℝالمجموعةحل�في�:تطبيق�

�������1��(cos sin 1x x+ =.��

�������2��(3 cos sin 1x x+ =.��

�������3��(2 cos 2 2 sin 2 1x x− = −��

�������4��(cos3 3 sin 3x x m− ����)mناقش�تبعا�لقيم�الوسيط�الحقيقي��(�=
��
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 :حل
المتراجحات
المثلثية� 

��.
cos.�:المتراجحات
من
الشكل x a<��


]�في�المجموعة:تمرين [0,2πلمجهول�الحقيقي�لتكن�المتراجحة�ذات�اx:cos x a<...( )1)�aعدد�حقيقي��.�(��

1aأثبت�أنه�إذا�كان� )1 ≤ )�فإن�المتراجحة− ]�ليس�لها�حلول�في1( [0,2π.��

�1aأثبت�أنه�إذا�كان� )2 ]�فإن�≤ [0,2πهي�مجموعة�الحلول�للمتراجحة�( )1. 

1أثبت�أنه�إذا�كان� )3 1a− < ]من�المجالβو�αفإنه�يوجد�عددين�متعاكسان> [0,2πحيث�أن��

cos cos aα β= على�الدائرة��βصورة�M'نسمي��على�الدائرة�المثلثية�و�αصورة�Mنسمي��.=

 .��متناظرتان�بالنسبة�إلى�محور�الفواصلM'�وMالمثلثية�،�أثبت�أن

���.�������������aاستنتج�مجموعة�نقط�الدائرة�المثلثية�التي�فواصلها�أصغر�من�

)�������������استنتج�حلول�المتراجحة ]�على�المجال1( [0,2π.���

cosفي�المتراجحات�من�الشكل�:ملاحظة x a≤�1الحالتان�a = �1aو�− ��.�تدرس�على�حدى�=

]حل�في�المجموعة��:تطبيق� [0,2πات�ذات�المجهول�الحقيقي��المتراجحxثم�مثل�الحلول�على�الدائرة�المثلثية��.��

��:����في�كل�حالة�من�الحالات�الآتية

�����������1�(2cos 1x <���������������������������.�2�(2 cos3 2 0x + ≤��.���

�����������3�(2cos 2 3 0x − ≥�������������������.4�(
1

cos 4 0
2

x − >.��

�.
sin.�:المتراجحات
من
الشكل x b<��


[�في�المجموعة:تمرين ],π π−لتكن�المتراجحة�ذات�المجهول�الحقيقي�x:sin x b<...( )1)�bعدد�حقيقي��.�(��

1bأثبت�أنه�إذا�كان� )1 ≤ )�فإن�المتراجحة− [�ليس�لها�حلول�في1( ],π π−.��

�1bأثبت�أنه�إذا�كان� )2 [�فإن�≤ ],π π−هي�مجموعة�الحلول�للمتراجحة�( )1. 

1أثبت�أنه�إذا�كان� )3 1b− < [من�المجالβو�αفإنه�يوجد�عددان> ],π π−حيث�أن��sin sin bα β= =��

��على�الدائرة��المثلثية�،�أثبت�أن�βصورة�M'نسمي��على�الدائرة�المثلثية�و�αصورة���������������Mنسمي�

����Mو�'Mمتناظران�بالنسبة�إلى�محور�التراتيب��. 

���.�������������bاستنتج�مجموعة�نقط�الدائرة�المثلثية�التي�تراتيبها�أصغر�من�

)�������������استنتج�حلول�المتراجحة [�على�المجال1( ],π π−.���


sinفي�المتراجحات�من�الشكل�:حظةملا x b≤�1الحالتين�b = �1bو�− ��.�تدرس�على�حدى�=

]حل�في�المجموعة��:تطبيق� [0,2πالمعادلة�ذات�المجهول�الحقيقي��xول�على�الدائرة�المثلثية�ثم�مثل�الحل�.��

��:�����في�كل�حالة�من�الحالات�الآتية��

�����������1�(
1

sin
2

x < −���������������������������.�2�(2 sin 4 1 0x − ≤��.���

�����������3�(2sin 5 3 0x + ≥��������������������.4�(2sin 4 2 0x − >�����.��
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.هو
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حلول
جملة
متراجحتين
مثلثيتين
بطريقتين
مختلفتين
الهدف
من
المسألة






لتكن
في
المجال
:مسألة] [,π π−

مجموعة
الأعدادx

التي
تحقق
1 3

sin
2 2

x− ≤ ≤.



[حل
في)� [,π π−المجهول
:xالمتراجحتين
ذات
1

sin
2

x ≥ 
و−
3

sin
2

x ≤.




استنتج
الحلول
المشتركة
للمتراجحتين




�(
)أنشئ
الرسم
البياني )C

للدالة: sinf x x֏الم

في
)ستوي
المنسوب
إلى
معلم
متعامد
ومتجانس ); ,O i j
� �

. 



)أنشئ
المستقيمين)� 
و∆(( )'∆
المعرفتين
بالمعادلتين
1

2
y = −

و

3

2
y =


معلم

على
الترتيب
في( ); ,O i j

� �
. 



)عين
نقط
تقاطع
المنحنى)� )Cوالمستقيمين( 
و∆(( التي
تحققxاستنتج
مجموعة
الأعداد.∆'(
1 3

sin
2 2

x− ≤ ≤
.
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�1(
1
sin

2
x ≥ نعلم�أن���.�−

1
sin

6 2

π 
− = − 
 

�و�
5 1

sin
6 2

π 
− = − 
 

.���

صورتا�BوA،�����1في�الشكل
6

π
�و−

5

6

π
�� .�على�الترتيب�على�الدائرة�المثلثية−

]دائرة�المثلثية�الموجودة�من�فوق�القطعة������النقط�من�ال ]ABتراتيبها�تحقق���

�����المتراجحة�و�منه�المجموعة
5

, ,
6 6

π π
π π

   
− − −      

��.��هي�مجموعة�الحلول∪




3

sin
2

x نعلم�أن��.�≥
3

sin
3 2

π
�و�=

2 3
sin

3 2

π
��1الشكل��������������������� �.=

صورتي�BوA،��2في�الشكل
3

π
�و

2

3

π
�� النقط�.�على�الترتيب�على�الدائرة�المثلثية

]�من�الدائرة�المثلثية�الموجودة�من�تحت�القطعة� ]ABتراتيبها�تحقق�المتراجحة���

�و�منه�المجموعة
2

, ,
3 3

π π
π π

   
−      

������مجموعة�نإذ�.هي�مجموعة�الحلول∪

�5:�الحلول�المشتركة�للمتراجحتين�هي 2
, , ,

6 6 3 3

π π π π
π π

     
− − −          

∪ ����������������������������������2الشكل���∪

���.�3دالة�مرجعية��و�رسمها�البياني�في�الشكلfالدالة�)��2
������.3نظر�الشكلا)��3

�4�(
5 1

;
6 2

A
π 

− − 
 

�،�
1

;
6 2

B
π 

− − 
 

،�
3

,
3 2

C
π 
  
 

��

�2 3
;

3 2
D

π 
  
 

التي�تحققxالحقيقيةالأعداد�.
1 3

sin
2 2

x− ≤ ≤












�������������������������������������3الشكل�

)هي�فواصل�نقط�المنحنى� )Cالموجودة�بين�المستقيمين( )و∆( )'∆��

:����عنصر�من�المجموعة��xو�منه
5 2

, , ,
6 6 3 3

π π π π
π π

     
− − −          

∪ ���.��و�هي�إجابة�السؤال�الأول∪



 ��	

� 

��

� �مسائل�محلولة� ���

��

):مسألة�� ), ,O I Jمعلم�متعامد�و�متجانس�من�المستوي��.θ�0عدد�حقيقي�من�المجال�;
2

π 
  

����

)�التي�لهاAلتكن�النقطة�.��موجب�تماماعدد�حقيقي��rو��� );r θإحداثيات�قطبية��في�المعلم�( );O OI
���

�.��

)�حيث��Oمثلث�متقايس�الأضلاع�مركز�ثقله���ABCليكن ),
3

AB AC
π

=
���� ����

.���

��.rبدلالة�ABCعين�طول�ضلع�المثلث )1

)عين�أقياس�الزوايا�الموجهة )2 ),OA OB
���� ����

،( ),OA OC
���� ����

،( ),OI OB
��� ����

)�و� ),OI OC
��� ����

 

)في�المعلم�CوBللنقط�استنتج�إحداثيات�قطبية� )3 ),O OI
���

. 

2أثبت�أن )4 2
cos cos cos 0
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   
.��


�OAو�منه�ABCمركز�ثقل�المثلث�O)1:حل OB OC O+ + =
���� ���� ���� ��
��

�و�كذالك�
2

'
3

OA AA=حيث�'Aمنتصف�القطعة��[ ]BC.و�منه����������������������������

�
3

'
2

AA OA=و�OA r=إذن��
3

'
2

A A r=�.ثلثالم'AA Bقائم�������������������������������������
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���و�أن

��
2 2

cos ; sin
3 3

C r r
π π

θ θ
    

− −    
    

��:�و�منه�و�بجمع�الفواصل�و�جمع�التراتيب�نحصل�على�

�
2 2

cos cos cos 0
3 3

π π
θ θ θ

   
+ − + + =   

   
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القطبية
إلى
الإحداثيات
الديكارتية .�

��نضغط�على��������������ثم������������   �بعد�اختيار�وحدة�الزاوية 
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 
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 
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 

��
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��.أربع�حلول�فقط

�	
�cosحلا�للمعادلة���αإذا�كان� 0,6x �فإن�العدد�=
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��:�حيث�Cعين�النقطة)�1

�( ),
3

AB AC
π

= −
���� ����

)�و� ),
6

BA BC
π

=
���� ����

��

���؟BACما�هي�طبيعة�المثلث�)�2

����Aو�Bنقطتان�متمايزتان�من�المستوي�.��

��:�التي�تحقق�Cعين�النقطة)�1

�����( ),
4

AB AC
π

=
���� ����

)�و� ),
6

BA BC
π

= −
���� ����

��

)عين�قيسا�للزاوية�)�2 ),CA CB
���� ����

��

)�،����إلى���بالنسبة�للتمارين�من� ); ,O i j
� �

�معلم�

).للمستوي�متعامد�و�متجانس�و�مباشر� )Cالدائرة�المثلثية��

�OAو�Oمركزها i=
���� �

�OBو� j=
���� �
��

)��عين�على��� )Cالنقط��M�،N،�Pو�Qمعلمة��

بالأعداد�
3

π
،�

7

4

π
−،

13

4

π
،�

5

6

π
��.�على�الترتيب

]�من�المجال��xعين�الأعداد��� [0;2πالتي�تعلم��

��)انظر�الشكل�(�PوM،�Nالنقط

��

��

��

��

��

��
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)�وقيس�الزاوية�الموجهةOBأحسب )5 ),i OB
� ����

�استنتج�

 �.Bالإحداثيتين�القطبيتين�للنقطة�

cosاستنتج�القيمتين� )6
12

π
�،�sin

12

π
.� 

�المعادلات�والمتراجحات�التالية�Iحل�في��المجال

��.ومثل�صور�الحلول�على�الدائرة�المثلثية�

1( [ [0 ; 2I π=�،� 

2 3 sin 3 0x − =.�����2 3 sin 3 0x − <.��

2( 
3

;
2 2

I
π π 

=   
�،� 

2 cos 1 0x − =.�� ���2 cos 1 0x − >. 

O i
→

j
→

A

C

B

0 1

1

x

y

O i
→

j
→

A

C

B
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93��
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90��
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3�([ ];I π π= −�،� 

2sin 2 0x + =.�� ���2sin 2 0x + ≤  . 

�4(;
2 2

I
π π 

= −  
�،� 

1 0tgx − =.��� �1 0tgx − > 

��5�([ ];I π π= − 

�����1 2 cos 0
3

x
π 

− − = 
 

.�

� �1 2 cos 0
3

x
π 

− − ≤ 
 

��

6�([ ]0 ;I π=��

1
sin 2

4 2
x

π 
− = 

 
�،�

1
sin 2

4 2
x

π 
− < 

 
 

��

7�([ ]0 ;I π=��

�
1

cos 2
5 2

x
π 

− ≥ − 
 

�،��
1

cos 2
5 2

x
π 

− = − 
 

 

  fى�المجال�الدالة�المعرفة�عل[ ];π π−حيث���:

( ) sinf x x=��

���.fمثل�بيانيا�الدالة )1

)أرسم�المستقيم )2 �الذي�معادلته∆(
1

2
y = −.���

)�نقطتي�تقاطع�BوAعين�فاصلتي� )�و∆( )fC�

���.fمنحني�الدالة

)أرسم�المستقيم )3 �الذي�معادلته∆'(
2

2
y =.���

)�نقطتي�تقاطع�DوCعين�فاصلتي� )�و∆'( )fC.���

]استنتج�في )4 ];π π−حلول�المتراجحة��

1 2
sin

2 2
x− ≤ ≤��

��fى�المجالالدالة�المعرفة�عل�[ ]0;2πحيث���:��

������( ) cosf x x=��

)أرسم )1 )fCمنحني�الدالة�f.�� 

2( ( )Dالمستقيم�ذو�المعادلة�
3

2
y = −�،���

��

��

��

��

( و�المعادلةالمستقيم�ذ∆(
3

2
y عين�فواصل�نقط��.�=

)تقاطع )fCمع�كل�من�( )Dو�( )∆.���

:�بين�أن�مجموعة�حلول�المتراجحة� )3

2 3
cos

4
x ��.�هي�إتحاد�ثلاث�مجالات�يطلب�تعيينها�≤

sinبر�المعادلة����نعت 3 sin 2x x= −).......�1(��

[�ثم�في�المجال�ℝحل�في�)�1 ],π π−1(�المعادلة�(��

��.و�مثل�صور�الحلول�على�الدائرة�المثلثية

��:�يكون�xأثبت�أنه�من�أجل�كل�عدد�حقيقي�-)�2

����( )2sin 3 sin 4cos 1x x x= −��

هي�أيضا�حلول�)�1(�استنتج�أن�حلول�المعادلة�-�

��.المعادلة

عين�الحول�التي�هي�أيضا�)�1(�من�بين�الحلول�المعادلة-�

24cosحلول�المعادلة� 2cos 1 0x + − =.��

cosXنضع)�3 x=���

�24المعادلة�ℝحل�في� 2 1 0X X+ − =���

استنتج�قيمة�العددين�
2

cos
5

π
�و�

4
cos

5

π
.��

��:باستعمال�الأقواس�المرفقة�برهن�أن�)���1
3 5 7

sin sin sin sin 0
8 8 8 8

π π π π
− + − =��

2 2 2 23 5 7
sin sin sin sin 2

8 8 8 8

π π π π
− + − =��

4 4 4 43 5 7 3
sin sin sin sin

8 8 8 8 2

π π π π
− + − =��

���xقي�تحقق�أنه�من�أجل�كل�عدد�حقي)�2

�����34sin 3sin sin 3x x x= −��
�حيث��Sاستنتج�قيمة�المجموع-�

3 3 3 33 5 7
sin sin sin sin

8 8 8 8
S

π π π π
= − + −��

���( ); ,O i j
� �

��.�معلم�متعامد�و�متجانس�و�مباشر

Aو(0;2)يةنقطة�إحداثياتها�القطب�Bصورة��A�

�و�زاويته��0الذي�مركزهRبواسطة�الدوران�
3

4

π
.��

Iتقيمة�منتصف�القطعة�المس[ ]AB.� 
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���.�IوA�،�Bعين�الإحداثيات�الديكارتية�للنقط)�1

استنتج�قيسا�للزاوية�.OABما�هي�طبيعة�المثلث�)�2

)الموجهة ),i OI
� ���

.��

��.Iعين�الإحداثيات�القطبية�للنقطة)�3

استنتج�قيمة�العددين)�4
3

cos
8

π
��و�

3
sin

8

π
.��

��( ); ,O OA OB
���� ����

��.�معلم�متعامد�و�متجانس�و�مباشر

Mدائرة�المثلثية�نقطة�من�ال( )Cحيث���

���( ),OA OM α=
���� �����

�0و�
2

π
α< <��

Pنقطة�تقاطع�المستقيم�( )OMو�المماس�للدائرة�في�A�.��
��
��
��
��
��
��
��
��
 

��

��

���.�OAMالمثلثاحسب�مساحة)�1


احسب�مساحة�الجزء�الدائري��)2OAM.��

���.OAPاحسب�مساحة�المثلث)�3

sin:استنتج�أن)�4 tanα α α< <��

96���( )Cمتعامد�معلم�للمستوي��دائرة�مثلثية�منسوبة�إلى�

)�ومتجانس�و ); ;O i j
� �

OAنضع�. i=
���� �
���

ABCDEخماسي�منتظم��.��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��عين�القيس�الرئيسي�للزوايا�الموجهة�التالية)�1

( ),OA OB
���� ����

،�( ),OA OC
���� ����

،( ),OA OD
���� ����

،( ),OA OE
���� ����

.��

)�من�Mبين�أن�النقط�)�2 )Cالتي�تحقق�:��

���( )5 , .2OA OM k π=
���� �����

��،��( )k ∈ℤهي�رؤوس��

��.ABCDEالخماسي�

0)برهن�أن�المستقيم)�3 )Aمحور�تناظر�الخماسي��

ABCDEو�أن�مركز�المسافات�المتساوية�للنقط�A،B�،

C،�Dو�E0)موجود�على� )A.��

0)أثبت�أن�المستقيم)�4 )Bهو�أيضا�محور�تناظر�الخماسي�

ABCDE.��

��؟�ABCDEما�هو�موقع�مركز�ثقل�الخماسي�-�

��:استنتج�مما�سبق�أن)�5

����
2 4

1 2cos 2cos 0
5 5

π π   
+ + =   

   
���

24:��المعادلةℝحل�في�)�6 2 1 0X X+ − =��

تحقق�من�أن •
2

cos
5

π 
 
 

 .�هو�حل�لهذه�المعادلة

استنتج�قيمة�العدد� •
2

cos
5

π 
 
 

.��

��

��

��
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��المستهدفة�الكفاءات����������
��
 

�� .���������ر�
���و����وإ��
ء���������� 


ء� ������ا���
���
ب�ا� �
ر"!�ا��. 

 !#�
 ا"���
ل�ا-%�!�,+*
ت�)�ازي�%�
�#$�و�ا"��

 .�+1ث���/

 �ا�*8ه
ن���56أن�أ%�!��$����2ا�����ي 

��
��
��

��عضوا�فيها�قبل�أن�يصبح��امعة�الإسكندرية�و�أصبحبج"�منلاوس�"�درس�الرياضيايتي�الإغريقي���

��.�عالم�فلك�بروما���

��لم�تصلنا�كتبه�الستة�حول�الأوتار�في�دائرة�و�لم�يبقى�من����

��المكون�من�ثلاثة�أجزاء�"�Sphaerica:�مؤلفاته�إلا�كتابه����

��.�و�يرجع�الفضل�في�ذلك�إلى�علماء�العرب�و�المسلمين���

���نتائج�إقليدس�حول�المثلثات�إلى�المثلثاتفي�الجزء�الأول�يعمم���

)�الكروية�� )spheriqueبينما�خصص�الجزء�الثاني�إلى�علم���

��.�الفلك�و�عالج�في�الجزء�الثالث�حساب�المثلثات�الكروية��

����"Ménélaüsمبرهنة�"����يشتهر�بمبرهنته�

�����������������������       MENELAUS d'Alexandrie                         ��
                grec, vers 100  
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��أنشطة

������
���نشاط�أول����

��
)يقطع�مستو )Pمستويين�متوازيين�( )1Pو�( )2Pوفق�مستقيمين�متوازيين�( )�و∆1( )2∆.��

��

��
���Lو�Iو�لتكن�النقطتان��������ABCDEFGHنعتبر�مكعبا

]�منتصف�القطعة���Iحيث ]ABو�Lنقطة�من�[ ]GHتحقق�:��

�����������������������
1

4
GL GH= ��

�� �ليست�على�استقامة�واحدة�Lو���E،Iمن�الواضح�أن�النقط

)���فهي�تحدد�إذن�مستويا�نرمز�إليه�بـِ )EIL.��

]أنشئ�القطعة�المستقيمة .1 ]KLتقاطع�المستوي�( )EIL��

��.DCGHمع�الوجه

)نشئ�تقاطع�المستويأ .2 )EILمع�الوجه�ABCD. 

)استنتج�تقاطع�المستوي .3 )EILمع�الوجه�BCGF.��

)عين�تقاطع�المستوي .4 )EILمع�المكعب�ABCDEFGH.��

������
��ثان�نشاط�����

��
)إدا�كان�مستقيم�موازيا�لمستويين�متقاطعين )1Pو�( )2Pيكون�موازيا�للمستقيم�،( )�تقاطع∆( )1Pو�( )2P.��

��

��
���Iحيث�Eو�Iو�لتكن�النقطتان��������ABCDنعتبر�رباعي�وجوه

]�منتصف�القطعة ]ABو�Eنظيرة�Bبالنسبة�إلى�D.��

)نعتبر�المستوي )Pالذي�يشمل�المستقيم�( )IEو�الموازي�للمستقيم�( )CD.��

)عين�تقاطع�المستوي .1 )Pمع�المستوي�( )ABD. 

)بين�أن�تقاطع�المستويين .2 )Pو�( )BCDهو�المستقيم�(  �الذي∆(

)�و�يوازي�المستقيمEيشمل�النقطة )CD�.أنشئ�المستقيم( )∆.��

)أنشئ�المستقيم .3 )�تقاطع�المستويين∆′( )Pو�( )ABC. 

)أنشئ�نقاطع�المستوي .4 )Pمع�رباعي�الوجوه�ABCD. 

��
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��

� �� �أنشطة� ���

��������

��ثالث�����نشاط�
�������������

��.�في�المستوي�إلى�الفضاءةعلى�الأشعنقبل�أنه�يمكن�تمديد�قواعد�الحساب�
��
��

��������ABCDنعتبر�النقط�.��رباعي�وجوهE،�Fو�Gحيث�Eمنتصف�القطعة[ ]CD،Gمركز�ثقل�المثلث���

����CDAو�F2:��تحقق�العلاقةFA BF=
���� ����

�.��

 .أنجز�رسما�مناسبا .1

FAعبر�عن�الشعاع .2
����

�BAبدلالة�الشعاع
����

�AGو�عن�الشعاع
�����

�AEبدلالة�الشعاع
����

. 

FGباستعمال�العلاقة� .3 FA AG= +
���� ���� �����

BE:�يطلب�تعيينه�يحقق�العلاقة�xبين�أنه�يوجد�عدد�حقيقي x FG=
���� ����

. 

)مادا�يمكن�أن�نقول�عن�المستقيمين .4 )BEو�( )FG؟�� 

��

��رابعنشاط�������
��

              ABCDEFGHمكعب�.Iنقطة�من�الوجه�ABFE،��

Jنقطة�من�الحرف�[ ]BFو�Kنقطة�من�الوجه�EFGH.��

)أنشئ�تقاطع�المستوي .1 )IJKمع�مختلف�أوجه�المكعب�. 

نفرض�أن .2
2

7
FJ FB=
��� ����

]�منتصف�القطعة�Lو�لتكن�النقطة ]BC. 

�LJعبر�عن�الشعاع
����

�AEبدلالة�الشعاعين
����

�EHو�
�����

.��

��

��

��خامسنشاط�������
��

0GA:�التي�تحقق�Gالنقطة�الوحيدةABCDنسمي�مركز�ثقل�رباعي�وجوه GB GC GD+ + + =
���� ���� ���� ���� �

��

��

�Gو�ABCDمركز�ثقل�Gرباعيا�وجوه�حيث�IJKLو�ABCDليكن���������� ��.�IJKLمركز�ثقل′

4AI:�ل�أنبين�باستعمال�علاقة�شا .1 BJ CK DL GG ′+ + + =
���� ���� ���� ���� �����

. 

�:ذا�كان�ذا�و�فقط�إ��نفس�مركز�الثقل�إ�IJKLو�ABCDاستنتج�أنه�يكون�للرباعيين .2

0AI BJ CK DL+ + + =
���� ���� ���� ���� �

��

���هي�رؤوس�لرباعي�وجوه�مركز�ثقله�هو�نفس�مركز�ثقلABCDبين�أن�مراكز�ثقل�أوجه�رباعي�وجوه:����تطبيق������

��.������ABCDالرباعي
��
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��الدرس

��

 إنشاء�مقطع�مكعب�بمستو

��تمهيد .	
����Kو�I�،Jو�لتكن�النقط��������ABCDEFGHنعتبر�المكعب

]منتصفات�الأحرف� ]AD�،[ ]CDو��[ ]DHعلى�الترتيب�.��

)من�الواضح�جدا�أن�المستوي� )IJKيقطع�المكعب�ABCDEFGH��

��.IJKوفق�المثلث�

)�بالمستوي������ABCDEFGHنقول�أن�مقطع�المكعب )IJK��

��.�IJKهو�المثلث

��:�متقايس�الأضلاع�لأن�IJKنلاحظ�أيضا�أن�المثلث
1

2
IJ JK KI AH= = ��.�قطر�لأحد�الأوجه�AHحيث�=

��

 المقاطع�المستوية�لمكعب .�

 
)��مقطع�مكعب�بمستو���� )Pهو�:��

)مربع�إدا�كان�المستوي • )Pموازيا�لأحد�أوجه�المكعب�. 

)قطعة�مستقيمة�أو�مستطيل�إدا�كان�المستوي • )Pلأحد�أحرف�المكعب�موازيا�. 

 .�نقطة،�مثلث،�متوازي�أضلاع،�شبه�منحرف،�خماسي�أو�سداسي�في�الحالات�الأخرى •

��

 أمثلة .�

������������������������������������� 

��
��
��
��

)المستوي )LIJيوازي�الوجه�ABFEالمستوي���( )IJKازي�الحرف��يو[ ]BCمقطع�المكعب�بالمستوي����( )IJK���

����������IJKLMهو�الخماسي�����������IJKLمقطع�المكعب�هو�المستطيل���IJKLمقطع�المكعب�هو�المربع
 

��
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��

��طرائق

��	���تمرين�محلول�
 

ABCDEFGHمكعب�.I،Jو�Kثلاث�نقط�تنتمي�على�الترتيب�إلى�الأحرف�[ ]AB،[ ]EF��

]�و ]FG.��

)عين�تقاطع�المستوي .	 )IJKمع�الأوجه�( )ABFE،( )EFGHو�( )ABCD. 

)�بالمستويABCDEFGHأنشئ�مقطع�المكعب .� )IJK.��

���
��:حــل
)�المستوي��إلى�JوIتنتمي .1 )IJKو�إلى�الوجه�( )ABFE. 

)�المستويو�منه� )IJKيقطع�الوجه�( )ABFEوفق�القطعة�[ ]IJ.��

)�ستويالمكذلك�� )IJKيقطع�الوجه�( )EFGHوفق�القطعة�[ ]JK.��

)�المستوي )IJKيقطع�المستويين�المتوازيين�( )EFGHو�( )ABCD��

)�والموازي�للمستقيمIقيم�الذي�يمر�منالمست.�وفق�مستقيمين�متوازيين )JK��

)يقطع )BCفي�النقطة�L�.إذن( )IJKيقطع�( )ABCDوفق�[ ]IL.��

)�ستويالم .2 )IJKيقطع�الوجه�( )BCGFوفق�القطعة�[ ]KL. 

)بالمستوي�ABCDEFGHمقطع�المكعب )IJKهو�الرباعي�IJKL��

��

�����تمرين�محلول� ���
ABCDEFGHمكعب�.Iنقطة�من�الحرف�[ ]AB�1حيث�

3
AI AB=��

)�بالمستويABCDEFGHأنشئ�مقطع�المكعب )ICH.��

��

��:حــل
)بما�أن�المستويين )ABFEو�( )DCGHمتوازيان�فإن�المستوي����

( )ICHيقطع�الوجهين��ABFEو�DCGHوفق�مستقيمين�متوازيين�.��

]�من�القطعةJننشئ�النقطة ]AEحيث�( ) ( )//IJ CH.��

لدينا�
1

3
AJ AE=��

)المستقيمان )ICو�( )ADيتقاطعان�في�نقطة�K.��

)المستقيمان )HJو�( )ADقطة�يتقاطعان�كذلك�في�النK.��

)و�منه�المستوي )ICHيقطع�الوجهADHEوفق�القطعة�[ ]HJ.��

)�بالمستويABCDEFGHإذن�مقطع�المكعب )ICHهو�شبه�المنحرف���

)قين�و�الذي�قاعدتاهالمتساوي�السا )CHو�( )IJ.��



 ���

� 

��

��الدرس

��

 إنشاء�مقطع�رباعي�وجوه�بمستو

��تمهيد .	
��������Kو�I�،Jو�لتكن�النقط�������ABCDنعتبر�رباعي�الوجوه�

]حيث ]I AB∈�،[ ]J AC∈و�[ ]K AD∈��

)من�الواضح�جدا�أن�المستوي� )IJKيقطع�رباعي�الوجوه��ABCD��

��.IJKوفق�المثلث�

)��بالمستوي��ABCDنقول�أن�مقطع�رباعي�الوجوه����� )IJK��

��.�IJKهو�المثلث

���

 المقاطع�المستوية�لرباعي�وجوه .�

 
)��مقطع�رباعي�وجوه�بمستو���� )Pهو�:��

)نقطة�أو�مثلث�إدا�كان�المستوي • )Pموازيا�لأحد�أوجه�رباعي�الوجوه�. 

 .نقطة،�قطعة�مستقيمة،�مثلث�أو�رباعي�في�الحالات�الأخرى •

 

��

 أمثلة .�

������������������������������������� 

��
��
��

����������������������������������������
��

� ���

��

��

)المستوي��� )LIJيوازي�الوجه�BCDالمستوي��������������������������������( )IJKيقطع�رباعي�الوجوه��������

��������������������������������������������IJKLوفق�الرباعي����IJLمقطع�رباعي�الوجوه�هو�المثلث�
 

L



 ���

� 

��

��طرائق

��	���تمرين�محلول�
��

ABCDرباعي�وجوه�.Jنقطة�من�الحرف��[ ]AC��

)�بالمستويABCDأنشئ�مقطع�رباعي�الوجوه� )Pالذي�يمر�من�النقطة�J ��

)و�الموازي�للمستقيمين )ABو�( )CDمحددا�طبيعته�.��

��
��:حــل

)بما�أن�المستويين� )Pو��( )ABCيوازيان�المستقيم��( )AB��

)ستقيمفهما�يتقاطعان�وفق�م )JKيوازي�المستقيم�( )AB.��

)نرسم�المستقيم )JKالموازي�للمستقيم�( )ABمع�[ ]K BC∈��

)بإتباع�نفس�المنهجية�نرسم�المستقيم )IJازي�لـِ��المو( )CD��

]�نقطة�من�Iحيث� ]AD.مقطع�رباعي�الوجوهABCD��

)�بالمستوي )Pهو�إذن�الرباعي�IJKL.��

)بما�أن� )ILيوازي�( )ABو�( )KLيوازي�( )CDفإن���

��.�متوازي�أضلاعIJKLالمقطع

�����تمرين�محلول� ���
���ABCDرباعي�وجوه�.I�،Jو�Kثلاث�نقط�تنتمي�عل�الترتيب�إلى�الأحرف��[ ]BC�،[ ]ACو��[ ]AD.��

)�المستقيمان )JKو��( )CDغير�متوازيين�.��

)ين�تقاطع�المستويع .	 )IJKمع�الوجهين�ABCو��ACD. 

)بين�أن�المستقيمين .� )JKو�( )CDيتقاطعان�في�نقطة�Mو�حيث�أن�المستقيم�( )IMمحتوى�في�المستويين��

( )IJKو��( )BCD�.أنشئ�مقطع�رباعي�الوجوهABCDبالمستوي�( )IJK.��
��

��:حــل
)المستوي .1 )IJKيقطع�الوجه�ABCوفق�القطعة�[ ]IJ 

]وفق�القطعة��ACDو�الوجه ]JK.��

)المستقيمان .2 )JKو��( )CDينتميان�إلى�المستوي�ACD 

��Iالنقطة.�Mوازيين�فهما�متقاطعان�في�نقطةو�بما�أنهما�غير�مت

)تنتمي�إلى�المستويين )IJKو��( )BCD�.كذلك�النقطةM��

)تنتمي�إلى�المستويين )IJKو��( )BCDلأنها�تنتمي�إلى���

)المستقيمين )JKو��( )CD�.و�منه�المستقيم( )IMمحتوى�في���

)المستويين )IJKو��( )BCD.��

)يتقاطع�المستقيمان .3 )IMو�( )BDفي�نقطة�L�.مقطع�رباعي�الوجوهABCDهو�إذن�الرباعي�IJKL.��



 ���

� 

��

��الدرس

��

��الحساب�الشعاعي�في�الفضاء
��.في�الهندسة�المستوية�إلى�الفضاءالعمليات�عليها��و�يتم�تمديد�تعاريف�و�خواص�الأشعة���:ملاحظة

��

��أشعة�الفضاء .	
)��������������نرفق،�كما�في�المستوي،�بكل�ثنائية�نقطية ),A Bالشعاع�من�الفضاء�AB

����

.��

Aإذا�كان• B≠عاع،�منحى�الشAB
����

)�هو�منحى�المستقيم )ABالشعاع�،�اتجاهAB
����

 �BنحوAهو�من�

�ABو�طويلة
����

���ABالتي�نرمز�إليها�بالرمز
����

AB:لدينا.��ABهي�المسافة AB=
����

��

Aإذا�كان• B=فإن��،AA
����

�0هو�الشعاع�المعدوم�الذي�نرمز�إليه�بالرمز
�

. 

u:غالبا�ما�نرمز�إلى�الأشعة�بواسطة�حرف�مثل•
�

،v
�

،w
���

�،... 

�uو�من�أجل�كل�شعاعOمن�أجل�كل�نقطة•
�

�OMبحيث�Mمن�الفضاء،�توجد�نقطة�وحيدة u=
����� �

.��

��

��:تية�متكافئةالخواص�الثلاث�الآ.��أربع�نقط�من�الفضاء�Dو�A،B،C:مبرهنة���

��( )1�AB DC=
���� �����

.��

��( ��.�متوازي�أضلاع�ABCDالرباعي�2(

��( ]�للقطعتين3( ]ACو�[ ]BDصف�نفس�المنت. ��

��

 العمليات�على�الأشعة .�

��مجموع�شعاعين �
�� قاعدة�متوازي�الأضلاع������������������������������������������علاقة�شال�����

AB BC AC+ =
���� ����� �����

������������������������������������AB AC AD+ =
���� ����� �����

��

�0AB:حالة�خاصة���� BA AA+ = =
���� ���� ���� �

BAأن��قولن.�
����

�ABهو�معاكس�
����

�BAو�نكتب� AB= −
���� ����

.��

��جداء�شعاع�بعدد�حقيقي �
�uمن�أجل�كل�شعاعين:مبرهنة���

�

�vو
�

�kو�kو�من�أجل�كل�عددين�حقيقيين ��:���لدينا′

•( )1 u u− = −
� �

���•( )k u v k u kv+ = +
� � � �

��

•�( )k k u k u k u′ ′+ = +
� � �

���•�( ) ( )k k u kk u′ ′=
� �

��

•�0k u =
� �

��0kيكافئ�� �0uأو�= =
� �

2AH:�������������������������������������������������مثلا AI=
����� ����

��

��:نتائج�
uيكون�الشعاعان•�����������

�

�vو
�

�vحيث�kمرتبطين�خطيا�إدا�و�فقط�إدا�وجد�عدد�حقيقي k u=
� �

��

)�يكون�المستقيمان•���������� )ABو��( )CDمتوازيين�إدا�و�فقط�إدا�كان�الشعاعان�AB
����

�CDو
����

��.�مرتبطين�خطيا

�ABفي�استقامية�إدا�و�فقط�إدا�كان�الشعاعان�Cو�A،Bتكون�النقط•����������
����

�ACو
�����

��.�مرتبطين�خطيا



 ��


� 

��

� �طرائق� ���

��

��	���تمرين�محلول�
ABCDEFGHلتكن�النقط�.��مكعبI،�Jو�Kحيث�Iمنتصف�[ ]FG،4 3FJ FE=

��� ����

�2و� 3DK DC=
����� �����

��

IJعبر�عن�كل�من�الشعاعين .	
���

�AKو
�����

�FEبدلالة�الشعاعين
����

�FGو
����

. 

IJبين�أن�الشعاعين .�
���

�AKو
�����

)ماذا�تستنتج�بالنسبة�للمستقيمين.��مرتبطان�خطيا )IJو�( )AK؟��

��:حــل

1. 
1 3

2 4
IJ IF FJ FG FE= + = − +
��� ��� ��� ���� ����

��

3

2
AK AD DK AD DC= + = +
����� ����� ����� ����� �����

��:�و�بما�أن

AD FG=
����� ����

�DCو FE= −
����� ����

:�فإن
3

2
AK FG FE= −
����� ���� ����

��

:�لدينا�مما�سبق .2
1

2
IJ AK= −
��� �����

���و�منه�فالشعاعان

IJ
���

�AKو
�����

��.ن�خطيامرتبطا�

)نستنتج�هكذا�أن�المستقيمين� )IJو�( )AKمتوازيان�.��

��

��

������تمرين�محلول�
ABCDرباعي�وجوه�.Iمنتصف�[ ]BCو�Gثقل�الوجه�مركز�ABC�.نعتبر�النقطتينHو�Kِالمعرفتين�بـ�:��

����3

7
DH DG=
����� �����

�1و�

3
DK DI=
����� ����

.��

AHعبر�عن�كل�من�الشعاعين .	
�����

�AKو
�����

�ADبدلالة�الشعاعين
�����

�AGو
�����

. 

��.�في�استقامية�KوA،Hبين�أن�النقط .�

 :حــل

1. ( )3 3

7 7
AH AD DH AD DG AD DA AG= + = + = + +
����� ����� ����� ����� ����� ����� ���� �����

 

:����������و�منه
4 3

7 7
AH AD AG= +
����� ����� �����

��

( )1 1

3 3
AK AD DK AD DI AD DA AI= + = + = + +
����� ����� ����� ����� ���� ����� ���� ����

� 

:����نعلم�أن
3

2
AI AG=
���� �����

:��و�منه
1 1 3

3 3 2
AK AD AD AG= − + ×
���� ���� ���� ����

��

:����������نجد�هكذا
2 1

3 2
AK AD AG= +
����� ����� �����

��

:�نلاحظ�أن .2
7

6
AK AH=
����� �����

�AHو�منه�الشعاعان
�����

�AKو
�����

��.في�استقامية��KوA،Hإذن.��مرتبطان�خطيا



 ���

� 

��

��الدرس

��

 الأشعة�من�نفس�المستوي
��
�uلتكن�:تعريف���

�

،v
�

�wو
���

��:�من�الفضاء�حيث�CوA،Bنعتبر�النقط.��نقطة�كيفية�من�الفضاء�Oثلاثة�أشعة�و�لتكن�

OA u=
���� �

،OB v=
���� �

�OCو w=
���� ���

��

����uالقول�أن�الأشعة
�

،v
�

�wو
���

��.�تنتمي�إلى�نفس�المستوي�Cو�O،A،Bمن�نفس�المستوي�يعني�أن�النقط

 

���تنتمي�إلى�نفس�المستوي�و�منه�فالأشعة�DوA،B،Cنلاحظ�أن�النقط�������:ثالم

u
�

،v
�

�wو
���

AB:�الممثلة�على�الترتيب�بـِ
����

،AC
�����

�ADو
�����

��.��من�نفس�المستوي

��

��:ملاحظة
 .يعمم�التعريف�السابق�إلى�عدد�كيفي�من�أشعة�الفضاء •

uلاثةكان�شعاعان�من�بين�الأشعة�الث�إذا •
�

،v
�

�wو
���

�uمرتبطين�خطيا�تكون�الأشعة
�

،v
�

�wو
���

 �.�من�نفس�المستوي

����

��u:مبرهنة����
�

،v
�

�wو
���

uثلاث�أشعة�من�الفضاء�حيث�
�

�vو
�

��.�غير�مرتبطين�خطيا

uتكون�الأشعة�����
�

،v
�

�wو
���

��:�بحيث�yو�xإدا�و�فقط�إذا�وجد�عددان�حقيقيان��من�نفس�المستوي

w x u y v= +
��� � �

��

��

OA:�من�الفضاء�حيث�Cو�A،Bنقطة�كيفية�من�الفضاء�و�لتكن�النقطOلتكن�:برهان� u=
���� �

،OB v=
���� �

�OCو w=
���� ���

��

uالقول�أن�الأشعة
�

،v
�

�wو
���

).�التعريف�(��تنتمي�إلى�نفس�المستوي�Cو�O،A،Bيعني�أن�النقط�وي�من�نفس�المست

uت�على�استقامة�واحدة�لأن�الشعاعين�ليسO،A،Bالنقط
�

�vو
�

)�غير�مرتبطين�خطيا�فهي�تعرف�إذن�مستويا )OAB�

)حيث� ); ;O OA OB
���� ����

��.معلم�له�

)�تنتمي�إلى�المستويCيعني�أن�النقطة��تنتمي�إلى�نفس�المستوي�CوO،A،Bالنقط� )OAB�.يوجد�إذن�عددان�

���OC:�بحيث�yوxحقيقيان x OA y OB= +
���� ���� ����

��

�)( );x yهما�إحداثيا�النقطة�Cبالنسبة�إلى�المعلم�( ); ;O OA OB
���� ����

.(���

wو�هكذا��� x u y v= +
��� � �

��

��

��)الشكل�المقابل�.(��رباعي�وجوه�ABCD:ثالم

��������������لدينا����
3

2
AF AB AC= +
���� ���� �����

��

AFو�منه�الأشعة�
����

�،AB
����

�ACو
�����

���مشتركة�Aو�بما�أن.��من�نفس�المستوي

��.�تنتمي�إلى�نفس�المستوي�FوA،B،Cفإن�النقط
��



 ���

� 

��

� �طرائق� ���

��
��

��	���تمرين�محلول�
1:��المعرفتين�بـ�Nِو�MالنقطتينABCDEFGHنعتبر�على�المكعب

3
EM EH=
����� �����

�1و�

3
AN AB=
����� ����

.��

MNعبر�عن�الشعاع .	
������

�EAبدلالة�الشعاعين
����

�DBو�
����

. 

MNهل�الأشعة .�
������

،EA
����

�HBو
����

 �من�نفس�المستوي؟

��

 :حــل
MN:لدينا�باستعمال�علاقة�شال .1 ME EA AN= + +

������ ����� ���� �����

 

�و�بما�أن�
1

3
ME HE=
����� �����

،HE DA=
����� ����

�و�
1

3
AN AB=
����� ����

��:�و��فإن

1 1

3 3
MN DA EA AB= + +
������ ���� ���� ����

)�أي )1

3
MN EA DA AB= + +
������ ���� ���� ����

��

����و�هكذا�نجد�������
1

3
MN EA DB= +
������ ���� ����

��

DB:�لدينا�باستعمال�علاقة�شال .2 HB HD= −
���� ���� �����

 

HDو�بما�أن� EA=
����� ����

)�فإن� )1

3
MN EA HB EA= + −
������ ���� ���� ����

��

نجد�هكذا�
2 1

3 3
MN EA HB= +
������ ���� ����

�MNو�منه�فالأشعة�
������

،EA
����

�HBو�
����

��.�من�نفس�المستوي

��

������تمرين�محلول�
ABCDلتكن�النقط�.��رباعي�وجوهIمنتصف�[ ]AD،Jمنتصف�[ ]BCو�Gمركز�ثقل�المثلث�ABC.��

DAعبر�عن�الشعاع .� DB DC+ +
���� ���� �����

�DGمرة�بدلالة
�����

)�و�مرة�أخرى�بدلالة�الشعاع )DI DJ+
���� ����

. 

��.�تنتمي�إلى�نفس�المستوي�JوD،G،Iبين�أن�النقط .�
��

 :حــل
0GAلدينا�من�جهة�باستعمال�علاقة�شال�وعلما�أن .1 GB GC+ + =

���� ���� ���� �

: 

���������������3DA DB DC DG+ + =
���� ���� ����� �����

��
�2DAلدينا�من�جهة�ثانية��� DI=

���� ����

�2DBو� DC DJ+ =
���� ����� ����

��:�و�منه

������( )2DA DB DC DI DJ+ + = +
���� ���� ����� ���� ����

��

:�من�السؤال�الأول�نجد .2
2 2

3 3
DG DI DJ= +
����� ���� ����

 نستنتج�أن�النقط.�

���D،G،Iو�Jتنتمي�إلى�نفس�المستوي�.��



 ���

� 

��

� ��أعمال�موجهة�
��

)مبرهنة�منلاوس  )M é n é la ù s 

 
	. ABCمثلث�.M،Nو�Pثلاث�نقط�متمايزة�مثنى�مثنى�و�تنتمي�إلى�المستقيمات�( )AB،( )AC�

)و )BCعلى�الترتيب�. 

)�في�استقامية�وتنتمي�إلى�مستقيم�PوM،Nنفرض�إضافة�إلى�ما�سبق�أن�النقط )∆.��

)�و�الموازي�للمستقيمCالمستقيم�المار�من�النقطة )ABيقطع�المستقيم�( ��.�Qفي�نقطة∆(

 :بين�أن ����

������
NC NQ QC

NA NM AM
= ���و�=

QC PC PQ

MB PB PM
= =��

��

1:�برهن�أن ����
MA PB NC

MB PC NA
× × = 

 

�. DEFGرباعي�وجوه�.R،S،Tو�Uأربع�نقط�تنتمي�على�الترتيب�إلى�المستقيمات��

( )DE،( )EF،( )FGو�( )DG. 

��.المستوي�تنتمي�إلى�نفس��UوR،S،Tنفرض�إضافة�إلى�ما�سبق�أن�النقط

 .Uةأعد�رسم�الشكل�ثم�أنشئ�النقط ����

 

)يتقاطع�المستقيمان ���� )RSو�( )DFفي�نقطة�V. 

���������������بتطبيق�نتيجة�السؤال�الأول�على�مثلثين�مختارين�بشكل�مناسب�

�������و�بضرب�طرف�في�طرف�المساوتين�المحصل�عليهما��������

��:��������������برهن�أن

������������������

������������������������1
RD SE TF UG

RE SF TG UD
× × × =��

��

��

��تطبيق���������
HIJKرباعي�وجوه�.�W،X،Yو�Zأربع�نقط�معرفة�كما�يلي�: 

���������
2

3
HW HI=
������ ����

،
3

4
JX JI=
���� ���

�،
1

3
Y J Y K=
��� ����

�و
3

4
ZK ZH= −
���� �����

.��

 .ارسم�شكلا�مناسبا ����

 �إلى�نفس�المستوي؟�Zو�W،X،Yهل�تنتمي�النقط ����

��



 ���

� 

��

� ��أعمال�موجهة�

� ���
��

 المرجح�و�الاستقامية 
 

��ن�النقطتين�الأخرييهو�مرجح�النقط�هذهحدى��ثلاث�نقط�يكفي�أحيانا�إثبات�أن�إلإثبات�استقامية
��

���ABCDنعتبر�النقطتين.�رباعي�وجوه�Eو�Fالمعرفتين�كما�يلي�:AF ADα=
���� �����

�BEو BCβ=
���� �����

���

��.ن�عددان�حقيقيان�غير�معدومي�βوαحيث
 

 دراسة�مثال .1

�نفرض���������
2

3
α ����و���=

1

4
β = 

)�مرجح�الجملة�المثقلة��Gالنقطة����������لتكن ) ( ) ( ) ( ){ };1 , ;3 , ;1 , ;2A B C D��

 .�في�استقامية�GوE،�Fأثبت�أن�النقط ����

 .Gأنشئ�النقطة ����

��

��
 

 دراسة�حالة�خاصة .2

�kαنفرض��������� β= = 

]لمستقيمة�منتصفات�القطع�ا�HوI،Jلتكن�النقط ]AB،[ ]CDو�[ ]EFعلى�الترتيب�.��

��

��.�باستعمال�المرجح�HوI،Jنهدف�إلى�إثبات�استقامبة�النقط
��

��
 �يطلب�تحديدهما�yوxددان�حقيقيان�أنه�يوجد�عثبتأ ����

0x:����������حيث EB y EC+ =
���� ���� �

���تستنتج�؟�ماذا.

 رفقتين�م�Dو�Aهي�مرجح�للنقطتينFاثيت�أن�النقطة ����

��.���������بمعاملين�يطلب�تحديدهما

 �هي�مرجحHأثبت�باستعمال�قاعدة�التجميع�ان�النقطة ����

)��������الجملة�المثقلة ) ( ) ( ) ( ){ };1 , ;1 , ; , ;A k B k C k D k− −.��

 .�في�استقامية�HوI،Jأثبت�أن�النقط ����

��

��



 �
�

� 

��

��مسائل�محلولة

��
ABCDEFGHمكعب�.Pمنتصف�[ ]EH،Qمنتصف�[ ]ABو�Rمنتصف�[ ]CG.��

1بين�أن� .	

2
PQ HA AC= +
���� ���� �����

)���و�أن��� )1

2
QR AC AH= +
���� ����� �����

. 

)بين�أن�المستويين .� )PQRو�( )ACHمتوازيان�. 

)�بالمستويABCDEFGHبين�أن�مقطع�المكعب .� )PQRهو�سداسي�منتظم�. 

��

PQلدينا�باستعمال�علاقة�شال� .�1 PH HA AC CB BQ= + + + +
���� ����� ���� ����� ���� �����

�و�بما�أن�
1

2
PH BC=
����� �����

 :�فإن

���
1

2
PQ BC HA AC CB BQ= + + + +
���� ����� ���� ����� ���� �����

BCنعلم�أن.� CB= −
����� ����

�ACو�بتعويض
�����

�بـِ�
1 1

2 2
AC AC+
����� �����

��

���و�علما�أن
1

2
BQ BA=
����� ����

)�فإن� )1 1 1

2 2 2
PQ CB HA AC AC BA= + + + +
���� ���� ���� ����� ����� ����

ACو�بما�أن.� BA BC+ =
����� ���� �����

��

���فإن�
1 1 1

2 2 2
PQ CB HA AC BC= + + +
���� ���� ���� ����� �����

علما�أن�.�
1 1

0
2 2

CB BC+ =
���� ����� �

��:�نستنتج�هكذا�أن

1

2
PQ HA AC= +
���� ���� �����

���( )1��

)���لدينا� ) ( )1 1 1 1

2 2 2 2
QR QR QR QA AC CR QA AH HG GR= + = + + + + + +
���� ���� ���� ���� ����� ���� ���� ����� ����� ����

��:و�بما�أن.�

���
1 1 1

2 2 2
QA QA BA+ =
���� ���� ����

)�و� )1
0

2
CR GR+ =
���� ���� �

):��فإن ) ( )1 1

2 2
QR AC AH BA HG= + + +
���� ����� ����� ���� �����

��

������������������0BAنعلم�أن� HG+ =
���� ����� �

)���و�منه� )1

2
QR AC AH= +
���� ����� �����

���( )2�����

)من�العلاقة .2 )�نستنتج�أن�المستقيم1( )PQيوازي�المستوي�( )ACHو�من�العلاقة�(  �نستنتج�أن�المستقيم2(

���( )QRيوازي�المستوي�( )ACH�.مستويان�إذا�و�فقط�إذا�احتوى�أحدهما�على�مستقيمين�متقاطعينو�علما�أنه�يتوازى���

)المستويين����كل�منهما�يوازي�المستوي�الآخر�فإن� )PQRو�( )ACHمتوازيان�.��

)المستوي .3 )ABCيقطع�المستويين�المتوازيين�( )PQR 

)����و )ACHوفق�مستقيمين�متوازيين�( )ACو�( )QIو�منه�فإن���

]�منتصف�القطعة���Iالنقطة ]BCو��
1

2
QI AC=�.لدينا�كذلك�:��

���Jمنتصف�[ ]GHو�Kمنتصف�[ ]AEحيث�:��

���������������
1

2
JR CH=و��

1

2
KP AH=.��

��:���و�بما�أن�أقطار�أوجه�المكعب�متقايسة�فإن

�����������QI IR RJ JP PK KQ= = = = =���

���QJلدينا�كذلك� IP KR= ��نستنتج�مما).�متوسطات�للمكعب��(�=

)�بالمستوي���ABCDEFGHسبق�أن�مقطع�المكعب )PQR��

��.��QIRJPKهو�السداسي�المنتظم



 �
	

� 

��

� �مسائل�محلولة� ���

��
ABCDEFGHمتوازي�مستطيلات�.Oمركز�الوجه�EFGHو�Pمركز�الوجه�ABCD.��

OPعبر�عن�الشعاع .1
����

�EDبدلالة�الشعاعين
����

�GBو
����

. 

 :�حيث�Mو�Q،K،Lو�لتكن�النقط�ABCDو�قاعدتهOنهتم�فيما�يلي�بالهرم�الذي�رأسه .2

�Qالمثلثل�مركز�ثق�( )ODC،Kمنتصف�[ ]AB،Mمنتصف�[ ]CD�4و

5
OL OP=
���� ����

.��

 .�تنتمي�على�نفس�المستوي�LوO،K،M،P،Qبت�أن�النقطأث •

5أثبت�أن��� • 3 0KL KQ− =
���� ����� �

 �؟��LوQ،Kٍا�تستنتج�بالنسبة�للنقطذما.�

 

��
GC:لدينا .�1 FB EA= =

���� ���� ����

 �متوازي�أضلاع�GCAEو�منه

إذن��
1 1

2 2
EG AC=
���� �����

��OGأي� PC=
���� ����

�OPو�منه� GC=
���� ����

.��

OP:ا�حسب�علاقة�شال��لدين GC GB BF FC= = + +
���� ���� ���� ���� ����

��

BF:�و�بما�أن CG OP= = −
���� ���� ����

�FCو� ED=
���� ����

��:��فإن

����OP GB OP ED= − +
���� ���� ���� ����

��

)�����������������������������نجد�هكذا�� )1

2
OP GB ED= +
���� ���� ����

��

2�.  

 �نفس�من�LوO،K،M،P،Qلإثبات�أن�النقط •

���تنتمي�إلى�LوP،Qيكفي�مثلا�إثبات�أن�النقط�المستوي�

)�المستوي )OKM.��

�:�����لدينا
1 1

2 2
AK AB DC DM= = =
����� ���� ����� ������

��

):�����������و�منه ) ( ) ( )// //KM AD BC.��

)���يمر�إذن�المستقيم )KMمن�النقطة�P.
1

2
KP BC
 

= 
 

���� �����

��

)�تنتمي�إلى�المستوي��Pنستنتج�أن�النقطة )OKM.��

)�تنتمي�إلى�المستقيمQالنقطة:�����لدينا )OM
2

3
OQ OM
 

=  

���� �����

)تنتمي�إلى�المستوي��Qو�منه�فالنقطة )OKM.��

)�تنتمي�إلى�المستقيمLالنقطة:����لدينا )OP
4

5
OL OP
 

=  

���� ����

)�و�بما�أن�المستقيم )OPالمستوي�محتوى�في�( )OKM��

)�تنتمي�إلى�المستويLن�النقطة��فإ )OKM.��

نثبت�باستعمال�علاقة�شال�انطلاقا��من�العلاقة •
4

5
OL OP=
���� ����

�و�العلاقة
2

3
OQ OM=
���� �����

 :�أن

2 1

5 5
KL KM OK= −
���� ������ ����

��و��
2 1

3 3
KQ KM OK= −
����� ������ ����

5:�منه�و� 3 0KL KQ− =
���� ����� �

.��

��  .�في�استقامية�LوQ،Kٍنستنتج�هكذا�أن�النقط�



 �
�

� 
��

��أعمال�تطبيقية
��

 إنشاء�مقطع�مكعب�بمستو 

ABCDA B C D′ ′ ′ ]�منتصف�القطعةH.��مكعب�′ ]AA ]�منتصف�القطعة�Iو�′ ]A B′ ′.��

��:�الهدف�هو�

�����������������ABCDAتعيين�مقطع�المكعب� B C D′ ′ ′ )�بالمستوي�′ )HIC.��

��

 �ية�ديناميكيةالتخمين�باستعمال�برمجية�هندس .	

 

)خطوات�الانجاز�باستعمال�برمجية�آتوليي )Atelier 3D��
)�بعد�فتح� )Atelier 3Dباستعمال�الزر�و�بعد�تسمية�رؤوسه�يظرهر�لك�مكعب���������

���.�بعد�تحديد�القطعتين�المستقيمتين�المناسبتين�Iو���������Hلإنشاء�المنتصفين�ثم�الزر������أضغط�على�الزر

��

)لتعيين�المستوي� )HICنقوم�في�البداية�بإنشاء�مثلا�القطعة�المستقيمة�[ ]HIباستعمال�الزر���������و�بعد�النقر��

]على�القطعة�المستقيمة� ]HIنسحب�نحو�النقطة��Cدون�تحرير�زر�الفأرة�.��

ABCDAلإنشاء�مقطع�المكعب� B C D′ ′ ′ )�بالمستوي�′ )HICننقر�على�فئة��section par un plan�

)ة�للبرمجية�ثم�ننقر�على�المستوي��في�القائمة�العلوي3Dضمن�فئة� )HIC�.بعد�ذلك�نقوم�بإخفاء�المستوي�

( )HICنتحصل�هكذا�على�الشكل�الموالي.��باستعمال�الزر�الأيمن�للفأرة.��

��
� 
��ما�هي�طبيعة�هذا�المقطع�؟��

��
��
��
��
��
��
��

��
��أنجز�برهانا�لهذا�التخمين

��.�الخطوات�أنجز�مقطع�رباعي�وجوه�بمستو�مختار�باتباع�نفس:تطبيق



 �
�

��

��

��

��الهندسة�في�الفضاء

��

����أصحيح�أم�خطئ�؟.���.�الى�.�	..بالنسبة�للتمارين�من�
..	�.ABCDشبه�منحرف�فيه�( )AB���

)يوازي� )CD�.النقطةSنقطة�هي���

)المستوي��لا�تنتمي�إلى )ABC���

)المستويان )	 )SABو( )SCB�  

 .Sهييتقاطعان�عند�نقطة�واحدة�و

)�المستويان )� )SABو( )SCBيتقاطعان�وفق�مستقيم���

)��ويوازي�المستويSيشمل� )SAB. 

)المستويان� )� )SABو( )SCB� يتقاطعان��وفق�مستقيم�

 .�و�يقطع�المستوي�عند�نقطة�أخرى�ثابتةSيشمل�

..��  ( )Dو��( )D ��. مستقيمان�من�الفضاء��′
)إذا�كان )	 )Dو��( )D �ليس�لهما�أية�نقطة�مشتركة�،�′

 .�فإنهما�متوازيان

)إذا�كان� )� )Dو�( )D ��ليس�لهما�أية�نقطة�مشتركة�′

 .فيوجد�إذن�مستوي�يشملهما�

)  إذا�كان )� )Dو��( )D ��ليس�لهما�أية�نقطة�مشتركة� ′

 .وهما�من�نفس�المستوي�فإنهما�إذن�متوازيان�

)�مستويا�وPيكن�ل���. )Dمستقيما�عموديا�على�Pفي��

��.Hالنقطة
)�نقطة�من�Aلتكن� )Dتختلف�عن�Hو�لتكن���Bو��C��

�،�ليست�H�،��B�،��Cنقطتين�من�المستوي��بحيث�

��على�استقامة�واحدة

��

��

��

��

��

��

	( ( )Dليس�عموديا�على��( )BC 

)إذا�كان )� )BCعموديا�على�( )HBفإن���( )BC��

)عمودي��على� )AB.� 

��

��

��

��

)إذا�كان�)�3 ��لا�يشمل�النقط�Pمستقيما�من�المستوي�∆(

H،���B�،��Cفإن��( )Dلا�يكون�عموديا�على�( )∆.��

��

 ������.أسئلة�متعددة�الخيارات.. 

��:أختر�الجواب�الصحيح

..��.��������
�$�#�ABCDEFGHبا��و�ليكنمكع�Iمنتصف�الحرف���

[ ]AE�.��

��

��

��
 
��
�

��

��

��

)المستقيم� )	 )GIيقطع�( )ABعند�نقطة�ثابتة��. 

)المستقيم� )� )GIيقطع�المستوي�( )ABCعند�نقطة��

 .ثابتة�

)المستقيم� )� )GIيوازي�المستوي�( )ABC 

���

..
�.�������

)في�معلم�متعامد�ومتجانس� ), , ,O I J Kنعتبر�النقطة���

M�11حيث�1راقمها��و�1ترتيبها�OM =.��

��.�من�الفضاء�تحقق�الشروط� Mكم�توجد�من�نقطة��-�

�)�أ  لا�توجد�أية�نقطة��

�)�ب  توجد�نقطة�وحيدة��

��.توجد�نقطتان

��

��

��

��

 

P 

��تمارين �
 



 �
�

Q 

��

��

..��.��������

لتكن�النقط���
1

,0,0
2

A
 
 
 

��و�
1

0, ,0
2

B
 
 
 

��

و
1

0,0,
2

C
 
 
 

��.�في�معلم�متعامد�ومتجانس�

��:�و��هABCالمثلث�

�)�أ  قائم��

�)�ب  متقايس�الأضلاع��

�)�ت  .��ACهو�نصف�الضلع�ABالضلع��

 �����..��تقاطع�مستقيمات�و�مستويات..� 

..��.��������
��.�رباعي�الوجوه�ABCDليكن�

]�منتصفات�Kو�I،�Jنسمي� ]BC�،�[ ]DC�

]و ]ABعلى�الترتيب��.��

):�عين�كل�من�المستويين� )AIDو�( )ABJو�

( )ADIو( )CDKو( )ABJ.����

..��.������
��نقطة�خارج��Sمتوازي�الأضلاع�ولتكن�ABCDليكن�

)المستوي )ABC.���

)المستويين�عين�تقاطع� )SABو( )SCDثم�تقاطع��

)المستويين� )SACو( )SBD.���

..��.������
)ليكن� )Dو�( )D′��0مستقيمين�متقاطعين�في�النقطة�،��

)ستقيمين���نقطة�لا�تنتمي�إلى�مستوي�المSو )D�

)و )D′������

)عين�تقاطع�المستويين� ),S Dو( ),S D′.���

..	��.������
]�شبه�منحرف�فيه�ABCDليكن� ]ABيوازي��[ ]DC��

��نقطة�لا�تنتمي�إلى�مستوي�شبه�Sلتكن�

���ABCDالمنحرف

)عين�تقاطع�المستويين� )SADو�( )SBCثم�تقاطع��

)المستويين� )SABو�( )SCD.��

��

��

��

��

.�		�.������
)ليكن ) ( ) ( ), ,R Q Pثلاث�مستويات��

��متقاطعة�مثنى�مثنى�

��Pنقطة�من�المستوي�Aلتكن�

)و )Dمستقيما�محتوي�في��( )Q.��

��تقاطع�المستوي�المعينأنشئ�مستقيمات�

)�والمستقيمAبالنقطة� )Dمع�المستويات��

( ) ( ) ( ), ,R Q P.��

..	��.�����

)ليكن ) ( ) ( ), ,R Q Pثلاث�مستويات��

��متقاطعة�مثنى�مثنى

)�نقطة�من�المستوي�Aلتكن� )P�

)�نقطة�منBو )Q��

)أنشئ�نقطة��تقاطع�المستقيم )ABمع�المستوي�( )R�.��

.�	��.������
)ليكن ) ( ) ( ), ,R Q Pثلاث�مستويات��

��متقاطعة�مثنى�مثنى

��Pنقطة�من�المستوي�Aلتكن�

)و )Dمستقيما�من��( )Q.��

)و� )D′مستقيما�من��( )R.��

)عين�المستقيم� �Aالذي�يشمل�∆(

)ويقطع� )Dو�( )D′.��

..	��.������
( ) ( ) ( ), ,R Q Pهي��ثلاث�مستويات�متقاطعة�مثنى�مثنى.��

�تنتمي�إلى�المستوي�Aلتكن��النقطة

( )Pو�Bنقطة�من�( )Q.��

)نسمي� )Dمستقيم�تقاطع�( )Pمع��

( )Q���

)أنشئ�تقاطع�)�أ )Pمع�المستوي�الذي���

���والمستقيم�الموازي(AB)يشمل�المستقيم

)�ـ )Dويشمل�A.��

)تقاطع�المستقيم�استنتج�)�ب )ABمع�المستوي�( )R.��

 
��P 

R�

A�

(�)�
��

 
 
 

P 

R�

A�

B 

�

 

 
 
 
 
 

 
��P 

R�

A� (�)�
��

(� ')
��� 

 
 
 
 

 

P 

R�

A� B 
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��تمارين �
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��

��

.�	
.��
المستوي�الذي�يشمل�Pمكعبا�و�ليكنABCDEFGHليكن

]�للقطعة�Iالمنتصف� ]AEو�يوازي�المستوي��( )ABC��

)�مع�المستوي�Pعين�تقاطع�المستوي )EBG.��

.��	.��
)ليكن� )ABCDو�متوازي�الأضلاع�S��

)مستوي�النقطة�لا�تنتمي�إلى� )ABCD���
����نقطتان��JوIلتكن�

��متمايزتان�من�المستوي

( )SABو�،Kنقطة�من��
)المستوي� )SDC��

)تويعين�تقاطع�المس )IJKمع�كل�من�المستويات��

( )SBC،( )SAB،( )SAD،( )SDCو( )ABCDعلى��

��.الترتيب

.��	.��
)ليكن )Dو��( )D ���مستقيمين�متقاطعين�′
)�نقطتين�متمايزتين�منA′�و�Aلتكن� )D����
Bو�′Bنقطتين�متمايزتين�من�( )D ′���

)�أن�المستقيمين�برهن )′AAو�( )′BBهما�إما�متقاطعين��

��.و�إما�متوازيان

.��	.��
)��نقطتين�من�مستو� �CوBلتكن� )P�.لتكن�Aنقطة�لا��

)تنتمي�إلى�المستوي )P.���
���ليست�على�استقامة�واحدة��Cو�A�،�Bـ�برهن�أن�النقط�
�تنتمي�إلى�مستو�نرمز�C�،B�،�Aـ�استنتج�أن�النقط�

)إليه�بـ� )Q��
)�نقطة�من�Dـ�لتكن� )Qتختلف�عن��C�،B�،�A��

)نفرض�أن�المستقيم� )ADيقطع�المستوي��( )Pفي��E.��
��.�على�استقامة�واحدةB�،C �،Eبرهن�أن�النقط��

.��	.��
��.�رباعي�وجهوه�ABCDليكن�

ف��تنتمي�على�الترتيب�إلى�الأحرM�،N�،�Pلتكن�النقط�

( )AB،( )ACو�( )ADنفرض�أن�المستقيمات��،
( )MN�،�( )PN،��(MP)تقطع�المستوي��( )BCD�

��.�P،�′M،�′N′في
)�تنتمي�إلى�المستقيمات’P’,M’,Nبرهن�أن�النقط� )BC�،

( )CDو��( )BDعلى�الترتيب�. 

��

��

��

.���.��
�المستقيمين )ليكن )Dو�( )D �مستو′ )�من )P� )و )∆�

)مستقيما�يقطع�المستوي� )Pفي���I���
�)�أ �� �أن )نفرض )D� )�يوازي )D �المستقيم�′ �عين ،�

( )′′Dالذي�يقطع�( )D،�( )D )�و�′  .�معا�∆(

)نفرض�أن���)�ب )Dلا�يوازي��( )D ′�،� 

)عين�المستقيمات�التي�تقطع� )D،�( )D )�و�′ ��.�معا∆(

.��	.��
)ليكن )Dو��( )D ��.�Oمستقيمين�متقاطعين�في�النقطة�′

)نقطة�لا�تنتمي�إلى�Aولتكن� )Dو�( )D ′.���
)�بحيث�يكون�المستويانAكيف�يمكن�اختيار� ),A D�

)و ),A D �متقاطعين؟��عين�في�حالة�تقاطعهما�مستقيم�′
��.التقاطع

.���.��
)ليكن )Pمستويا��و�( )Dمستقيما�من��( )P.���
)�نقطة�من�Aلتكن� )Pلا�تنتمي�إلى��( )Dو��Bنقطة�لا��

)تنتمي�إلى�المستوي )P.�����
)برهن�أن�المستقيمين� )Dو�( )ABليس�من�نفس��

��.المستوي
��

 ������.الـتـعـامــد�. 
��

.���.��
)ليكن� )Pمستويا�و�( )Dمستقيما��عموديا�على���( )P��

)�و��Hالنقطة�في )�مستقيما�من��∆( )Pلا�يشمل�H.���
Aنقطة�من��( )Dتختلف�عن��H��

)�منMجل�كل�نقطة�برهن�أن�من�أ )��يكون�∆( )HM��
)عموديا�على� )��إذا�وفقط�إذا�كان�∆( )AMعموديا���

)على )∆.��

.���.��
�المسقط��Hرباعي�وجهوه�منتظم�و�ليكن�ABCDليكن�

)على�المستوي�Aالعمودي�للنقطة )BCD.���
�)�أ )برهن�أن�المستقيم�� )BHهو�محور�الضلع��

[ ]CDفي�المثلث�BCD. 

�)�ب )برهن�أن�المستقيمين� )ABو��( )CDمتعامدان�. 

��
��

��تمارين �
 



 �
�

 

I2 
J1 

J2

1 

J3

1 

��

��

��

.�
�.��
��.��Pنقطتين�خارج�المستوي��Bو�Aمستويا�و�Pليكن

��.�Bو�Aمتساوية�المسافتين�عن�PمنMمجموعة�النقط

]المستوي�العمودي�على�القطعة�:�ملاحظةـ� ]ABفي��

]ي�للقطعةمنتصفها�يسمى�المستوي�المحور ]AB.��

��������.المقــاطع�المستويــة�

.���.���
��.�مكعبا�ABCDEFGHلتكن�

�نقط�تنتمي�I،�J،�Kلتكن�

على�الترتيب�إلى�الأحرف�

[ ]EH�،�[ ]EF�،�[ ]AB�

��كما�هو�موضح�في�الشكل�

��أنشئ�مقطع�المكعب�

ABCDEFGHبالمستوي��( )IJK.��

.���.��
ABCDEFGHهو�مكعبا��.��

�متصف�الحرف�Iليكن�

[ ]HGو��Jمنتصف��

]الحرف ]AB���

�تنتمي�إلى�Kو�النقطة

]الحرف� ]EHبحيث���

HEHK
3

1
=��

)�بالمستوي�ABCDEFGHأنشئ�مقطع�المكعب� )IJK.��

.���.��
��.�رباعي�الوجوه����ليكن�

�نقطتين�من��JوIلتكن�

]الحرفين� ]BCو�[ ]BD�

��على�الترتيب�،

��)�هو�مطروح�في�الشكلكما(

��أنشئ�مقطع�هذا�الرباعي�الوجوه�

)بالمستوي )Pالذي�يشمل�نقطتين�Iو�Jويوازي��

)المستقيم )AB.��

��
��

��

.���.��
��.الوجوه�هو�رباعي�����ليكن�

e نقطة�من�الحرف�[ ]BC���

��)كما�هو�موضح��في�الشكل�( 

��أنشئ�مقطع�هذا�الرباعي�الوجوه�

)بالمستوي� )Pالذي�يشمل�eويوازي�المستقيمين���

( )ABو���( )AD.��

.���.��
��.��مكعبا�ABCDEFGHليكن

النقطتان
�

�و�
�

���تنتميان�إلى��

]الحرفين� ]GCو�[ ]BC.��

النقط�
�

	�،�
�

	�،�



�تنتمي�إلى�	

]الحرف ]AE)ح��في��كما�هو�موض

 )الشكل�

)أرسم�تقاطع�المستقيم��)�أ )� �
� �مع��

)المستوي )����. 

 :�ن�بـ�استنتج�مقطع�المكعب�بمستوي�القطع�المع��)�ب

� 
�

�،�
�

�،�
�

	 

� 
�

�،�
�

�،�
�

	 

� 
�

�،�
�

�،�



	 

 

 ������.المعلم�في�الفضاء�. 

��

.���.��
���مكعبا�ABCDEFGHليكن

��هل�الرباعيات�النقطية�تعين�

��هل�هذا�المعلم�معلما�للفضاء؟

��؟�متعامد�ومتجانس

))�أ )
 
 
� � � ���

))�ب )
 
 
� � � ���

))�ج )
 
 
� � � ���

 

 

��تمارين �
 



 �
�

��

.���.��
���BCDEHIJKو���ABEFGHKLليكن�المكعبين��

��النقطية�تعن�معلما�للفضاء؟هل�الرباعيات�

��هل�هذا�المعلم�متعامد�ومتجانس؟

))�أ ), , ,A C F G��

))�ب ), , ,A C D F��

))�ج ), , ,E F C K��

.���.��
ABCDEFGHمكعب����

)ذا�اأذكر�لم)�أ )
 
 
� � � ����

��هو�معلم�متعامد�و�متجانس؟

عين�في�هذا�المعلم�)�ب

،�Aإحداثيات�كل�من�النقط

B،C،D،E،F،G�

��.Hو

.���.��
���.33نعتبر�نفس�المكعب�المذكور�في�التمرين�

)اذكر�لماذا��)�أ )
 
 
� � �  متجانس�؟�و�هو�معلم�متعامد�

�  ,B, A ,�النقط�عين�في�هذا�المعلم�إحداثيات�كل�من��)�ب

G , F, E, D, C و�H. 

 .�للمكعبOكز�المرعين�إحداثي���)�ت

.��
.��
�على��EFGHو�ABCDمركزي�المربعين��JوIليكن�

��.الترتيب�

�)�أ )هل�الرباعية�� ), , ,I A B Jهي�معلم�للفضاء�� 

�)�ب �،�B �،�C��،Eعين�في�هذا�المعلم�إحداثيات�النقط��

F�،�  Gو� H.� 

�لفضاء�منسوب�إلى�معلم�متعامد�و�متجانس�ا.���.

( )
 
 
� � 	 )لتكن�النقط�.�� )2,3,1A�،�( )1,2,0B�،�

( )3,0, 2C ]حسب�أطوال�القطعا�.− ]AB،[ ]ACو[ ]BC�.��

.���.��
)الفضاء�منسوب�إلى�معلم�متعامد�ومتجانس )
 
 
� � 	 ���

)نعتبر�النقط )1, 2,1A − −،�( )2, 4,6B − −�،( )1,2,3C��

]احسب�أطوال�القطع� ]AB�،�[ ]ACو�[ ]BC.��

 

��

��

.���.��
)الفضاء�منسوب�إلى�معلم�متعامد�ومتجانس )
 
 
� � 	 ���

)���ننعتبر�النقطتي )2,3,1A )�و− )3,1,B m��

�38ABبحيث�mعين�العدد�الحقيقي� =.��

.���.��
)الفضاء�منسوب�إلى�معلم�متعامد�ومتجانس )
 
 
� � 	 ���

)نعتبر��النقط� )1, 2,3A�،�( )2,0, 2B )�و− )2, 1,1C −��

]احسب�أطوال�القطع� ]AB�،�[ ]AC�،�[ ]BC��

��.�متساوي�الساقينABCاستنتج�أن�المثلث�

.���.��
)الفضاء�منسوب�إلى�معلم�متعامد�ومتجانس )
 
 
� � 	 ���

)لتكن�النقط� )3,0,1A�،�( )2,1, 2B )�و�− )4,3,C m��

�يكون��ABCبحيث�المثلث��mعين�العدد�الحقيقي�)�أ

��.متساوي�الساقين

�المثلث��متقايس���التي�من�أجلها��mـهل�توجد�قيمة�)�ب

��.الأضلاع

.��	.��
)الفضاء�منسوب�إلى�معلم�متعامد�ومتجانس )
 
 
� � 	 ���

)نعتبر�النقط )1,1, 2A�،�( )5,7,2B�،�( )6,6,2C�

)و )0,2,2D.��

ويات�الإحداثيات�إلى�أي�مستو�يوازي�مستو�من�مست)�أ

��تنتمي�إليه�هذه�النقط�؟

أثبت�أن�هذه�النقط�تنتمي�على�نفس�الدائرة�التي�يطلب�)�ب

��.تعيين�مركزها�و�نصف�قطرها

.���.��
�من�الفضاء�متساوية�المسافتين�عن�Mمجموعة�النقط�

�مستوي�المحوريال��تسمى��BوAالنقطتين�المتمايزتين�

]للقطعة ]AB.��

)لتكن�النقطتين�� )1,2,3Aو��( )2, 1,1B −.��

)برهن�أن� , , )M x y zتنتمي�إلى�المستوي�المحوري��

]للقطعة� ]AB3:��إذا�وفقط�إذا�كان� 2 4 0x y z− − + =��

��.معادلة�المستوي�المحوريهذه�المعادلة�تسمى�

��تمارين �
 



 �
�

��

��

��

.���.��
)لتكن�النقطتين� )1,3,2A2)�و�, 2, 1)B − −��

]عين�معادلة�المستوي�المحوري�للقطعة ]AB��

.���.��
�و�تشمل�النقطة�Oعين�معادلة�لسطح�الكرة�التي�مركزها�

A��

��:في�الحالات�التالية�

))�أ )3,5,2A��

))�ب )2,0, 3A − −��

))ج )1, 2,1A − −��

.��
.��
)الفضاء�منسوب�إلى�معلم�متعامد�ومتجانس )
 
 
� � 	 ���

�و�يشمل�النقطة��Oسطح�الكرة�مركزها�Sليكن

( )2, 1,2A �2zمستو�معادلته���Pو− = −.��

��.��يقطع�سطح�الكرةPبرهن�المستوي)�أ

��ثم�استنتج�معادلة�لتقاطع�Sعين�معادلة�لسطح�الكرة�)�ب

Pو��S��

.���.��
)الفضاء�منسوب�إلى�معلم�متعامد�ومتجانس )
 
 
� � 	 ���

)عين�معادلة�لسطح�الأسطوانة�الذي�محوره� )′zzويشمل��

)طة�النق )3,0,2A −.��

.���.��
)الفضاء�منسوب�إلى�معلم�متعامد�ومتجانس )
 
 
� � 	 ���

�و�محوره�Oعين�معادلة�لسطح�المخروطي�الذي�رأسه�

( )′xxو�يشمل�النقطة���( )1,1, 2A.��

.���.��
)اء�منسوب�إلى�معلم�متعامد�ومتجانسالفض )
 
 
� � 	 ���

�و�محوره�Oعين�معادلة�لسطح�المخروطي�الذي�رأسه�

( )′yyو�يشمل�النقطة��( )1, 2,2− −A.��

��

��

��

.���.��
���مكعبا��������ليكن�

��هو����هن�أن�المثلثبر

��.مثلث�متقايس��الأضلاع

.��
��
)في�المستوي� )Pنعتبر�المثلث��ABC�.لتكن�Dنقطة�لا��

)تنتمي�إلى�المستوي� )P.��

�على�المستوي��Aالمسقط�العمودي�للنقطةHلتكن�النقطة�

( )DBC.��

�هي�نقطة�تلاقي�الارتفاعات�في�المثلث��Hبرهن�أن�

DBC���

.�	
��
��اعي�الوجوه�ربABCDليكن�
�نقطة�من�الحرف�Eلتكن�

[ ]AC��
أنشئ�مقطع�الرباعي�الوجوه�

ABCDالذي�يشمل�النقطة��E���
]ويوازي�الحرفين ]ABو�[ ]CD��

.�52.��
)ليكن� )Pمستويا�و�لتكن�النقط���

C B A, )�ليست�من�لمستوي�, )Pنفرض���

Cأن B A, ���ليست�على�استقامة�واحدة,

,لتكن� ,C B A′ ′ ′��

)نقط�تقاطع )BC،( )CA،��

( )ABمع�المستوي�( )Pعلى�الترتيب�.��

,برهن�أن)�1 ,C B A′ ′ ���هي�على�استقامة�واحدة′

)�نقطة�من�الفضاء�حيث�المستقيمات�Mلتكن)�2 )MA�،

( )MB�،( )MCتقطع�المستوي�( )P��1في� 1 1, ,C B A�

��على�الترتيب

)برهن�أن�المستقيمات� )1 1,A B،( )1 1,B C�،�( )1 1,C A�

��.مر�كل�منها�بنقطة�ثابتةت

A 

B 

C 
M . 

P 

��تمارين �
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��

��المستهدفة�الكفاءات����

��

 .تعليم
نقط
أعطيت
إحداثياتها 

 .تعيين
معادلة
لمستو
مواز
لأحد
مستويات
الإحداثيات 

 .تعيين
معادلات
مستقيم
معرف
بنقطة
و
شعاع
توجيه
له 

 .إثبات
أن
أشعة
معطاة
تنتمي
إلى
نفس
المستوي 

 .استعمال
مبرهنة
فيثاغورس
لإيجاد
المسافة
بين
نقطتين 

 استعمال
دستور
المسافة
بين
نقطتين
لتعيين
مجموعة 


نقط
تحقق
خاصية
ما.








��


)ولد
ميشال
شال )Michel Chasles

بمدينة1793
سنة



ابيرنان
بفرنسا

وبعد
ما
تفوق
في
التعليم
الثانوي
التحق.





بالمدرسة
المتعددة
التقنيات
و
بعد
تخرجه1812
سنة



رفض
منصبا
هاما
في
ا

لى
مسقط
رأسهإلدولة
و
عاد


لدراسة
تاريخ
الرياضيات.




1827
أصدر
شال
أولى
أعماله
سنة

و
كانت
عبارة
عن



لمحة
تاريخية
حول
الطرائق
في
الهندسة
.

1841عمل
سنة




ن
بالمدرسة
المتعددة
التقنيات
ثم
بجامعة
السوربوأستاذا


1846
ابتداء
من
سنة

نشر
بعد
ذلك
كتابين
مهمين
في.



.هندسة
و
قد
اشتهر
بالعلاقة
التي
تحمل
اسمه
ال



بمدينة
باريس1880
توفي
ميشال
شال
سنة
.





































































��1793�/�1880ميشال�شال�

��
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��

��أنشطة

���نشاط�أول����






ABCDEFGHحيث

متوازي
مستطيلات:













3AB =،2AD 4
و=AE =.



وI،JلتكنKالأحرف

نقط[ ]AB،[ ]AEو
[ ]AD

على




الترتيب
و
التي
تحقق
:1AI AJ AK= = =.



انطلاقا
من
النقطةGللذهاب
مثلا
إلى
النقطةAالتنقل

يمكننا



]بثلاث
وحدات
طول
على
الحرف ]ABالشعاع

في
اتجاهAI
����




]ثم
بأربع
وحدات
على
الحرف ]BFالشعاع

في
اتجاهAJ

����




]و
أخيرا
بوحدتين
على
الحرف ]FGالشعاع

في
اتجاهAK
�����
.




في
متوازي
المستطيلاتGقمنا
هكذا
بتعليم
وضعية
النقطةABCDEFGHالأعداد

بثلاثية( )3;4;2.



نقول
أن:( 
هي
إحداثيات
النقطة2;4;3(Gالمعلم

في( ); ; ;A I J K.




في
المعلمABCDEFGHمتوازي
المستطيلات
وسعين
إحداثيات
بقية
رؤ.1( ); ; ;A I J K. 


2.

وI،Jعين
إحداثيات
النقطKالمعلم

في( ); ; ;A I J K

بالنسبة
لهذا
المعلم
؟Aمادا
تمثل
النقطة. 







)عين،
في
المعلم.3 ); ; ;A I J Kالنقطتين

إحداثيات،Lو
MحيثLالحرف

منتصف[ ]CGو
2

3
HM HG=
������ �����


.



��ثان�نشاط�����










ABFCDGHEمكعب
.


 عين
إحداثيات
رؤوس
هذا
المكعب
في .1

)المعلم ); , ,A AB AC AD
���� ����� �����

.



 عين
الشروط
اللازمة
والكافية
التي
يجب .2


أن
تحققها( ), ,x y zنقطة

إحداثياتM

حتى



تنتمي
إلى:




المستوي•GDE



المستوي•ABC



المستوي•EHF



المستقيم•( )AB



المستقيم•( )AC



المستقيم•( )AD



المستقيم•( )HE



 عين
إحداثيات
منتصفات
أحرف .3


.ABFCDGHEالمكعب
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��

� �� �أنشطة� ���

��������
��

��ثالث�����نشاط�








( ); , ,A I J Kللفضاء

.معلم
متعامد
و
متجانس


ABCDEFGHحيث

متوازي
مستطيلات:



3AB AI=

���� ����
،4AD AJ=

����� ����
2
وAE AK=

���� �����
.



 .يات
رؤوس
متوازي
المستطيلاتعين
إحداث .1

 :باستعمال
مثلثين
قائمين
و
غير
متقايسين
بين
أن .2



2 2 2
AG AC AE= 2
و+ 2 2 2

AG AB AD AE= + +


2أحسب .3

AGالمسافة

ثم
استنتجAG. 

4. 
)إذا
رمزنا
بـِ ), ,
G G G

x y zإلى


إحداثيات
النقطةG

و
بـِ( ), ,
A A A

x y z

إلى
إحداثيات
النقطةA
 

)أحسب
العدد
الحقيقي
الموجب ) ( ) ( )
2 2 2

G A G A G Ax x y y z z− + − + −

ماذا
تلاحظ
؟.


حيثMNباستعمال
طريقتين
مختلفتين
أحسب
المسافة .5Mمنتصف
[ ]EHو
Nمنتصف
[ ]GH








رابعنشاط���������










( ); , ,O I J Kللفضاء

.معلم
متعامد
و
متجانس

)ليكن )Γالمخروط

الدوراني
الذي
رأسه
النقطةOمحوره
،( )Ozقاعدته

و



)الدائرة
التي
مركزها
النقطة )0,0, 4Aقطرها
3
و
نصف.


)لتكن
النقطة .1 )0,0,C cحيث
cمن

عنصر[ 
و
ليكن4;0[( )P 


و
يوازي
المستويCالمستوي
الذي
يشمل
النقطة( )OIJ.


•
)حدد
طبيعة
المجموعة )Σالمستو
)ي
تقاطع )Pالدوراني

و
المخروط( )Γ.


)عين
معادلة• )Σبدلالة
cالمعلم

في( ); ,C OI OJ

��� ����
.



)بين
أن
معادلة• )Γهي
2 2 29
0

16
x y z+ − =
0
مع 4z≤ ≤.



)لتكن
النقطة .2 )0, ,0B bحيث
bمن

عنصر[ 
و
ليكن−3;3[( )Q 


و
يوازي
المستويBالمستوي
الذي
يشمل
النقطة( )OIK.


)عين
معادلة
المستوي• )Q.


)عين
في
المعلم• ); ,B OK OI

���� ���


معادلة
لـِ( )′Σالم
)ستوي
تقاطع )Qالدوراني

و
المخروط( )Γ.



)بين
أنه
يمكن
كتابة
معادلة• )′Σالشكل

على:2 24 16

3 9
x z b= −
0
حيث 4z≤ ≤.




مثل
على
شاشة
آلة
حاسبة
بيانية
المجموعة•( )′Σ
1
من
أجلb =.


��
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 التعليم�في�الفضاء

��المعلم�الديكارتي .1

)�كل�رباعية�نقط�Oنسمي�معلما�للفضاء�مبدؤه�النقطة�:تعريف��� ); , ,O I J Kليست�من�نفس�المستوي�.��

OI:��إذا�وضعنا i=
��� �

�،�OJ j=
���� ��

��OKو�� k=
���� ��

)��نرمز�إلى�المعلم�السابق�بالرمز ); , ,O i j k
� �� ��

��

��:ملاحظات


وO،I،Jتشكل
النقط •Kوجوه

رباعي.  

iالأشعة •
�
،j
��


وk
��


ليست
من
نفس
المستوي. 

)يسمى
المستقيم • )OIالمستقيم

محور
الفواصل
و( )OJالتراتيب

محور 

)بينما
يسمى
المستقيم )OKالرواقم

محور.



كانت
المستقيماتإذا •( )OI،( )OJو
( )OKالمعلم

متعامدة
مثنى
مثنى
نقول
أن( ); , ,O I J Kمتعامد
. 


كانإذا •( ); , ,O I J K
1
معلما
متعامدا
و
كانOI OJ OK= = 
نقول
أن=( ); , ,O I J Kمتجانس

متعامد
و. 

)نرمز
إلى
المستوي • )OIJ

بـِ( ); ,P O i j
� ��


و
إلى
المستوي( )OJK

)بـِ ); ,P O j k
�� ��


،...



 إحداثيات�نقطة .2


كانإذا
���:مبرهنة���( ); , ,O i j k
� �� ��


معلما
للفضاء
و
كانتMحقيقية

نقطة
من
الفضاء
فإنه
توجد
ثلاثية
أعداد





وحيدة
( ), ,x y zبحيث





:OM x i y j z k= + +
����� � �� ��






نضع:برهانOI i=
��� �

�،�OJ j=
���� ��

��OKو�� k=
���� ��





وO،I،JالنقطKال
)مستوي
و
منه
المستوي
ليست
من
نفس )OIJ




و
حيثMلا
يوازي
المستقيم
الذي
يمر
منk
��


شعاع
توجيه
له
فهما



إذن
متقاطعان
ولتكنM 
نقطة
تقاطعهما′.



Mالنقطة 
ي
إلى
تنتم′
( ); ,O i j
� ��


و
منه
يوجد
عددان
حقيقيان



xو
yبحيث

وحيدين
:OM x i y j′ = +
������ � ��
.




الشعاعانM M′
�������


وk
��


zقي
وحيد
مرتبطان
خطيا
و
منه
يوجد
عدد
حقي


بحيث
:M M z k′ =

������� ��
.

لدينا
حسب
علاقة
شال
:


OM OM M M′ ′= +
����� ������ �������


ومنه







:OM x i y j z k= + +
����� � �� ��

 

 إحداثيات�شعاع .3

)��:تعريف� ); , ,O i j k
� �� ��

�u.للفضاء�معلم
�

�OMالنقطة�الوحيدة�التي�تحققMو�لتكنعاع���ش u=
����� �

.��

��uإحداثيات�الشعاع
�

)�هي ), ,x y zإحداثيات�النقطة�Mفي�المعلم�( ); , ,O i j k
� �� ��

نكتب�ويمكن�أن�.

x

OM y

z

 
 
 
 
 

�����
��

��uو�هكذا�كل�شعاع
�

u:����يكتب�بطريقة�وحيدة�على�الشكل x i y j z k= + +
� � �� ��

��
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�����1تمرين�محلول�
�( ); , ,O i j k

� �� ��
OI:�معلم�متعامد�للفضاء�حيث i=

��� �
،�OJ j=

���� ��
�OKو k=

���� ��
.��

)�ذات�الإحداثيات���Mعلم�النقطة )2,3, 3−.��

��

��


:طريقة����





)علمت�إحداثياتها
Mلتعليم�نقطة ), ,x y z��

)����في�معلم�متعامد� ); , ,O i j k
� �� ��

��

������1m،2m،3m،1M،2Mيمكننا�تعليم�النقط

���ثم�رسم�متوازي�المستطيلات����3Mو

�������1 2 3 2 3 10m m M M m M M��

��:������حيث

����( )1 , 0,0m x،( )2 0, ,0m y،( )3 0,0,m z��

���( )1 0, ,M y z،( )2 ,0,M x z،( )3 , , 0M x y��

��

��

�����2تمرين�محلول�
�( ); , ,O I J Kمعلم�للفضاء�.��

���علما�أن��Bو�Aبعد�إعادة�رسم�الشكل�المقابل،�عين�بيانيا�إحداثيات�النقطتين�

)�تنتمي�إلى�المستوي��Aالنقطة )OIJو�أن�المستقيمين( )ABو�( )OKمتوازيان�.��

��

��










)هي
�Aإحداثيات
النقطة )2,6,0














)هي
�Bإحداثيات
النقطة )2,6,4
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 الحساب�على�الإحداثيات�


�الإحداثياتخواص .1

.�يتم�تمديد�كل�النتائج�الخاصة�بالإحداثيات�في�المستوي�إلى�الفضاء��

)�:نتائج���� ); , ,O i j k
� �� ��


معلم
للفضاء�.



)إذا
كان .1 ), ,u x y z
�


و( ), ,v x y z′ ′ ′
�



شعاعين
من
الفضاء
و
كانαحقيقي
 :ا
فإن
عددا

1. 0u =
� �





يعني

0x y z= = = 

2. u v=
� �






يعني

x x 
و=′y y ′=

وz z ′= 

)إحداثيات .3 )u v+
� �


هي( ), ,x x y y z z′ ′ ′+ + 
إحداثيات+

و
uα
�


هي( ), ,x y zα α α



)إذا
كانت .2 ), ,A A AA x y zو
( ), ,B B BB x y zفإن

نقطتين
من
الفضاء: 

ABإحداثيات
الشعاع .1
����


هي( ), ,
B A B A B A

x x y y z z− − − 

]عة
المستقيمةإحداثيات
منتصف
القط .2 ]ABهي
, ,
2 2 2

A B A B A Bx x y y z z+ + + 
 
 





 الأشعة�من�نفس�المستوي .2

������( ); , ,O i j k
� �� ��


.معلم
للفضاء�( ), ,u a b c
�

،( ), ,v a b c′ ′ ′
�

)�و ), ,w a b c′′ ′′ ′′
���


ثلاثة
أشعة
من
الفضاء.��

uالأشعة�����تكون�
�

،v
�

�wو
���


وxإذا
وجد
عددان
حقيقيان�وفقط�إذا�من�نفس�المستوي�yبحيث
w x u yv= +
��� � �












و
هذا
يعني
أن
الجملة






ax a y a

bx b y b

cx c y c

′ ′′+ =


′ ′′+ =
 ′ ′′+ =



تقبل
حلا


( ),x yفي
2
ℝ











.



 معادلات�مستقيم�معرف�بنقطة�و�شعاع�توجيه�له .3

( ); , ,O i j k
� �� ��


معلم
للفضاء�.
)ليكن )Dيشم

النقطةل
المستقيم
الذي( ), ,A A AA x y zو
( ), ,u a b c
�


شعاع
توجيه
له
.��

( ) ( ), ,M x y z D∈

يعني
AM uα=
����� �

( )α ∈ℝ
أي

A
x x aα− 
و=

A
y y bα− =

و

A
z z cα− =




0
يعني
إذا
كانو
هذاabc ≠

أنA A Ax x y y z z

a b c

− − −
= 
أي
أن
مثلا=
:

( ) ( )

( ) ( )

0

0

A A

A A

b x x a y y

c x x a z z

− − − =


− − − =





أوa،bأما
إذا
كان
أحد
الأعدادc
0
معدوما
فإن
مثلا
في
حالةc =:
( ) ( ) 0
A A

A

b x x a y y

z z

 − − − =


=







وa،bأما
إذا
انعدم
عددان
من
الأعدادcحالة
0
فإن
مثلا
فيa b= =:A

A

x x

y y

=


=

و
يبقى
zكيفي
.



)نرمز
إلى
محور
الفواصل
بـِ:حالات�خاصة )Oxِبـ

إلى
محور
التراتيب،( )Oyِبـ
)وإلى
محور
الرواقم )Oz
الجدول
)التالي
يحدد
الشروط
الكافية
و
اللازمة
التي
يجب
أن
تحققها ), ,x y zإحداثيا

نقطةتMالمعني

لكي
تنتمي
إلى
المحور:



)��المحور )Ox

( )Oy

( )Oz



��0yمميزاته z= =

0z x= =

0x y= =
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��

����3تمرين�محلول ���

�( ); , ,O i j k
� �� ��

)نعتبر�النقط.��معلم�ديكارتي�للفضاء )2,1, 3A −،( )2,5,1B،( )4,0, 2C �و−
15 17

5, ,
2 2

H
 

− − 
 

.��

 .�متوازي�أضلاع�ABCDبحيث�يكونDعين�إحداثيات�النقطة .1

]�هي�منتصف�القطعة�المستقيمة�Iفي�استقامية�علما�أن�النقطة�HوI،Dبين�أن�النقط .2 ]AB.��

��:حــل


�متوازي
أضلاع
يعني�ABCDالقول
أن .1)

مثلا(AD BC=
����� �����


إحداثيات
الشعاع.BC
�����


هي( )2, 5, 3− − 


أن
إحداثيات
النقطةإذا
فرضنا�Dهي
( ), ,x y zالشعاع

فإن
إحداثياتAD
�����


هي( )2, 1, 3x y z− − +.


AD BC=
����� �����

2
يعني 2x − 1
و= 5y − = 3
و− 3z + = −



أي

4x 4
و=y = 6
و−z = −



























هي
إذنDإحداثيات
النقطة( )4, 4, 6− −




هيIإحداثيات
النقطة .2( )2,3, 
إحداثيات−1،IH
����

21
هي 15
3, ,

2 2

 
− − 

 

و
إحداثياتID

���

هي( )2, 7, 5− −. 


لدينا:3

2
IH ID=
���� ���



و
منه


وI،DالنقطHاستقامية

في.







�4ين�محلول����تمر ���

( ); , ,O i j k
� �� ��

)نعتبر�النقط.�معلم�ديكارتي�للفضاء� )1, 2, 2A −،
3

2, 1,
2

B
 

− 
 

)�و )1, 4,3C − −.��

)عين�معادلات�للمستقيم .1 )AC. 

���إلى�نفس�المستوي�؟�CوO،A،Bهل�تنتمي�النقط .2

��:حــل
)من
الواضح
أن
الشعاع .1 )2, 2,1AC − −

�����

شعاع
توجيه
للمستقيم( )AC. 

)القول
أن
النقطة ), ,M x y zالمستق
)يم
تنتمي
إلى )ACحقيقي

يعني
وجود
عددα

بحيثAM ACα=
����� �����






1أي
أن 2x α− = 2
و− 2y α+ = 2
و−z α− =
1
أي 2
2

2 2

x y
z

− +
= = −

− −






لينا
مثلا:3 0

2 5 0

x y

x z

− − =


+ − =

معادلات
للمستقيم( )AC.




يعني
أن
الأشعةتنتمي
إلى
نفس
المستوي��CوO،A،Bالقول
أن
النقط .2OA
����
،OB

����
�OCو

����
 .��������ا�����ي


وxهل
يوجد
إذن
عددان
حقيقيانyمثلا

يحققان
:x OA y OB OC+ =
���� ���� ����


؟
أي
:
2 1

2 4

3
2 3

2

x y

x y

x y


 + = −


− − = −

 + =







نجد
بعد
حل
الجملة:3x =
2
وy = −

.

.تنتمي
إلى
نفس
المستوي��CوO،A،Bنستنتج
أن
النقط
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��المسافة�بين�نقطتين
��ة�شعاعالعبارة�التحليلية�لطويل .1

( ); , ,O i j k
� �� ��


نعتبر
الشعاع.
للفضاء
متعامد
و
متجانسمعلم�( ), ,u x y z
�






النقطة
التي
تحقق
Mو
لتكنOM u=
����� �


.
uنعلم
أن OM=
�

.





و1M،2M،3MنعتبرM 
النقط
المعرفة
كما
يلي′:



1OM x i=
������ �
،2OM y j=

������ ��
،3OM z k=

������ ��
1
و 2OM OM OM′ = +

������ ������ ������





OMMالقائمباستعمال
مبرهنة
فيثاغورس
في
المثلث 
نحصل
على′:


2 2 2

OM OM M M′ ′= +

و
بما
أن

2 2
3M M OM′ 
فإن=:




















2 2 2
3OM OM OM′= +



1OMباستعمال
مبرهنة
فيثاغورس
في
المثلث
القائم M 
نحصل
على′:2 2 2
1 1OM OM M M′ ′= 
و
بما
أن+
:

2 2
1 2M M OM′ 
فإن=: 2 2 2

1 2OM OM OM′ = 
نجد
هكذا
أن+
:2 2 2 2
1 2 3OM OM OM OM= + 
و
منه+:























2 2 2 2OM x y z= + +

أي
2 2 2
u x y z= + +
�




��


في
معلم
متعامد
و
متجانس
تحسب
ط:مبرهنة���


)ويلة
الشعاع ), ,u x y z
�


بـِ
:2 2 2
u x y z= + +
�










:مثال
)طويلة
الشعاع )2,1,3u −
�

)هي )

2 2 22 1 3u = − + +
�



و
منه
14u =
�

.



 المسافة�بين�نقطتين .2


ABعلما
أن AB=
����

ABنة
السابقة
على
الشعاع
و
بتطبيق
المبره
����


نحصل
على
المبرهنة
التالية: 

��


في
معلم
متعامد
و
متجانس
تحسب
المساف:مبرهنة���



بين
النقطتينة( ), ,A A AA x y zو
( ), ,B B BB x y zِبـ
:



( ) ( ) ( )
2 2 2

B A B A B AAB x x y y z z= − + − + −






)ين
المسافة
بين
النقطت:مثال )1, 1,2A 
و−( )0, 2,3B 
هي−( ) ( ) ( )
2 2 2

0 1 2 1 3 2 3AB = − + − + + − =




عند
إجراء
الحسابات
غالبا
ما
يفضل
مربع
المسافة
على
المسافة:لاحظةم.



 معادلة�سطح�كرة�مركزها�مبدأ�المعلم .3

( ); , ,O i j k
� �� ��


للفضاء
متعامد
و
متجانسمعلم�.αعدد�حقيقي�موجب�تماما�.( )Sسطح�الكرة�التي�مركزها�Oو�نصف��

)لتكن.�αقطرها ), ,M x y zنقطة�كيفية�من�الفضاء�.��

( )M S∈يعني���OM α=��2أي� 2
OM α=�2يعني�ذا�و�ه 2 2 2x y z α+ + =��

��

���2إذن��� 2 2 2x y z α+ + )��هي�معادلة�لسطح�الكرة= )Sالتي�مركزها�Oو�نصف�قطرها�α.��
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��

� �طرائق� ���





�����5تمرين�محلول�
)�الفضاء�المنسوب�إلى�معلم�متعامد�و�متجانسنعتبر�في� ); , ,O i j k

� �� ��
)�النقط� )8,5,2A،( )4,8,2Bو�( )5,1,2C.��

 .�BCوAB،ACاحسب�المسافات .1

��.�قائم�و�متقايس�الساقينABCبين�أن�المثلث .2

��:حــل

):لدينا .1 ) ( ) ( )
2 2 2

4 8 8 5 2 2AB = − + − + −



و
منه

5AB = 


بإتباع
نفس
الطريقة
نجد


:5AC =


و



50BC =



لدينا
من
جهة .2:AB AC=المثلث

و
منهABCالساقين

متقايس. 


لدينا
من
جهة
ثانية:2 2 2
AC AB BC+ =
( )( )2

2 25 5 50+ 
و
منه
المثلث=ABCالنقطة

قائم
فيA.




و
متساوي
الساقينAقائم
في
النقطة
�ABCنستنتج
مما
سبق
أن
المثلث.


��

�����6تمرين�محلول�
)�الفضاء�منسوب�إلى�معلم�متعامد�و�متجانس ); , ,O i j k

� �� ��
)نعتبر�النقط�. )3, 2, 2 3A −،( )4,3,0Bو�( )1,5,2C.��

)عين�معادلة�لسطح�الكرة .1 )Sالتي�مركزها�النقطة�Oو�تشمل�النقطة�A. 

)�إلى�سطح�الكرة�CوBهل�تنتمي�النقطتان .2 )S؟� 

)عين�إحداثيات�نقط�تقاطع�سطح�الكرة .3 )Sمع�محور�الرواقم�( )Oz.��

��:حــل
)من
الواضح
أن
نصف
قطر
سطح
الكرة .1 )Sالمسافة

هيOAلدينا

و:5OA =. 

)سطح
الكرة )Sالنقط

هي
مجموعة( ), ,M x y z

التي
تحققOM OA=أي
2 2
OM OA=



)و
منه
معادلة
سطح
الكرة )S2:���هي 2 2 25x y z+ + =



بما
أن .2:2 2 24 3 0 25OB = + + 
فإن
النقطة=Bالكرة

تنتمي
إلى
سطح( )S. 


لدينا:2 2 21 5 2 30+ + 30
و= 25≠

لا
تحقق
معادلة
سطح
الكرةCو
بما
أن
إحداثيات
النقط.( )S

نستنتج
أن

لا
تنتمي
إلى
سطح
الكرةCالنقطة( )S.



)نعلم
أن
معادلة
المحور .3 )Ozهي
:0

0

x

y

=


=
 

)و
بالتالي
القول
أن ), ,M x y zبين

نقطة
مشتركة( )Sو
( )Ozيعني

:

2 2 2 25

0

0

x y z

x

y

 + + =


=
 =





)تقبل
هذه
الجملة
حلين
هما 
و0,0,5(( )0,0, 5−.



و
هكذا
يتقاطع
سطح
الكرة


( )Sالرواقم

مع
محور( )Ozالنقطتين

في( )0,0,5Eو
( )0,0, 5F −.
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��

� ��أعمال�موجهة�
��

 معادلات�المستويات�الموازية�لأحد�مستويات�الإحداثيات 


( ); , ,O i j k
� �� ��


للفضاء
ديكارتيمعلم�.



)يدل ); ,P O i j
� ��


على
مستوي
الإحداثيات
المنسوب
إلى
المعلم( ); ,O i j
� ��


و
)يدل ); ,P O j k
�� ��



على
مستوي
الإحداثيات

)المنسوب
إلى
المعلم ); ,O j k
�� ��


بينما
يدل( ); ,P O k i
�� �


على
مستوي
الإحداثيات
المنسوب
إلى
المعلم( ); ,O k i
�� �

.



 معادلات�مستويات�الإحداثيات .1

)معادلة�مستوي�الإحداثيات � ); ,P O i j
� ��

 







)ذا
كانت
بين
أنه
إ• ), ,M x y zمن

نقطة

( ); ,P O i j
� ��



فإن
0z =.









•

عكسيا
بين
أن
كل
نقطة( ), ,M x y z
0
حيثz =

هي
نقطة
من( ); ,P O i j
� ��

.



0zنقول�أن� )�هي�معادلة�= ); ,P O i j
� ��

��

��

��������أنقل�ثم�أكمل�الجدول�التالي �

��

 

 معادلة�لمستو�مواز�لأحد�مستويات�الإحداثيات .2

)معادلة�المستوي�الموازي�لـِ � ); ,P O i j
� ��

��

a،معطى

عدد
حقيقي( )Γالنقط

مجموعة( ), ,M x y zحيث
z a=و
A
)ات
الإحداثياتذ
النقطة )0,0,a.








)ذا
كانت
إ• ), ,M x y zمن

نقطة( )Γإحداثيات

عينAM

�����

ثم
بين
أنMإلى

تنتمي( ); ,P A i j

� ��
.










نقطة
من
Mذا
كانت
إ•( ); ,P A i j
� ��


بين،
باستعمال
العلاقةOM OA AM= +
����� ���� �����


أن،Mإلى

تنتمي( )Γ.




)نستنتج
مما
سبق
أن ) ( ); ,P A i jΓ =
� ��












تحقق
أن
المستويين•( )Γو
( ); ,P O i j
� ��


متوازيان.








)مجموعة�النقط:�الخلاصة ), ,M x y zحيث
z a=
)�يشمل�النقطةالذي��المستويهي )0,0,A aو�يوازي���

)������مستوي�الإحداثيات ); ,P O i j
� ��

zنقول�أن.� a=هي�معادلة�له�.��

 

 تطبيقات .3


للمستويعين
معادلة �( )1Pِلـ

الموازي( ); ,P O i j
� ��


يشمل
النقطةالذي
و( )1,0, 3A −. 


للمستويعين
معادلة �( )2Pِلـ

الموازي( ); ,P O j k
�� ��


يشمل
النقطةالذي
و( )2, 2, 1B −. 


للمستويعين
معادلة �( )3Pِلـ

الموازي( ); ,P O k i
�� �


يشمل
النقطةالذي
و( )0,3,0C. 

)حدد
مجموعة
النقط � ), ,M x y z
3
حيثy =)

xو
z

كيفيان.( 

)��المستوي ); ,P O i j
� ��



( ); ,P O j k
�� ��



( ); ,P O k i
�� �





��0zمعادلته =
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��
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��

 �الأسطوانة�الدورانية�التي�محورها�أحد�محاور�الإحداثيات�سطحمعادلة 


:دراسة�مثال .1
( ); , ,O I J K
)لتكن.
متعامد
و
متجانس
للفضاء
معلم )Cالأسطو

التي
محورهاةان( )Oz 


و
مركزاهما2تاهاالدائرتان
اللتان
نصف
قطراهما
و
قاعدOو
( )0,0,5A.


)لتكن• ), ,M x y zمن

نقطة( )Cال

مسقطها
العمودي
علىHنقطة
و
لتكن( )Oz

بعد
تعيين.



بين
أن
إحداثياتHإحداثياتMتحقق
:2 2 4x y+ =
0
مع 5z≤ ≤.


)عكسيا
لتكن• ), ,M x y zتحقق

نقطة
من
الفضاء:
2 2 4x y+ =
0
مع 5z≤ ≤

:بين
أن.

2MH 
ثم
استنتج
أن
النقطة=Mالأسطوانة

تنتمي
إلى( )C.




:خلاصةال
)معادلة
الأسطوانة )C

نذهي
إ:2 2 4x y+ =
0
مع 5z≤ ≤.



)الأسطوانة�الدورانية�التي�محورهاسطح��معادلة�:الحالة�العامة��� )Ozنصف�قطر�الدائرة،�و��

)ور���مقطعها�بمستو�عمودي�عل�المح )Oz،Rهي�:

2 2 2x y R+ =

معzكيفي
.��
��


أسطوانة
دورانية
محورهامقطع
:ملاحظة( )Oz
zبمستو
معادلته a=معادلتها

هي
دائرة:
2 2 2

x y R

z a

 + =


=

 


الأسطوانة
الدورانية
التي
محورهاعين
معادلة�•:تطبيقات( )Oy
0yو
المعادلةذ
و
نصف
قطر
مقطعها
بالمستوي =


.3هو













)ما
هي
مجوعة
النقط• ), ,M x y zتحقق

من
الفضاء
التي:
2 2 25z y+ =
2
مع 3x− ≤ ≤.



  oرأسهذي�محوره�أحد�محاور�الإحداثيات�والمخروط�الدوراني�السطح�معادلة� 


:دراسة�مثال .1
( ); , ,O I J K

متجانس
للفضاءمتعامد
و
معلم
)ليكن. )Cمحوره

المخروط
الذي( )Oz، 

)ته
الدائرة
التي
مركزهاو
قاعد Oرأسه )0,0, 4A
2
ونصف
قطرها.


•
)لتكن ), ,M x y zمن

نقطة( )C( )M O≠لتكن

وHالعمودي

مسقطها




على( )Oz
2بين
أن. 21

4
HM OH=إحداثيات

ثم
استنتج
أنMتحقق
:



2 2 21
0

4
x y z+ − =
0
مع< 4z ≤
1ماذا
يمثل.

4

بالنسبة
للزاوية�AOK؟




)عكسيا
لتكن• ), ,M x y zتحقق

نقطة
من
الفضاء:
2 2 21
0

4
x y z+ − =





0مع 4z≤ ≤

تنتمي
إلى
المخروطMبين
أن.( )C.



)مخروطمعادلة
ال
:الخلاصة )C
2:نذهي
إ 2 21
0

4
x y z+ − 0
مع= 4z≤ ≤.



)�معادلة�المخروط�الذي�محوره:الحالة�العامة��� )Ozرأسه�،Oو�قيس�نصف���


:�هي����αزاويته�رأسه�
2 2 2 2tan 0x y zα+ − × =
��

المخروط
الدوراني
الذي
محورهعين
معادلة
:تطبيق( )Oyرأسه
،Oارت
3
و
نصف
قطر
قاعدته5فاعه،.
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��مسائل�محلولة

��
)نعتبر�في�الفضاء�المنسوب�إلى�معلم�متعامد�و�متجانس� ); , ,O i j k

� �� ��
)�النقطتين )3,0, 3A )�و− )2,0, 2B −.��

�2بحيثGعين�إحداثيات�النقطة .1 3 0GA GB− + =
���� ���� �

 �؟�Bو�Aبالنسبة�للنقطتينGماذا�تمثل�النقطة.�

)نرفق�بكل�نقطة .2 ), ,M x y zالعدد�الحقيقي�( )f Mِالمعرف�بـ�:( ) 2 22 3f M MA MB= − + 

)ن��و�لتك )kΓمجموعة�النقط�Mمن�الفضاء�التي�تحقق�:( )f M k=حيث�kعدد�حقيقي�.��

)عبر�عن • )f Mبدلالة�x،yو�zثم�عين�المجموعتين�( )4Γو�( )12−Γ. 

)�طبيعة�المجموعةkناقش�حسب�قيم • )k
Γ.��

��


نقترح
فيما
يلي
الطريقة
التالية.
يمكن
إتباع
عدة
طرق .1

هيGتنفرض
أن
إحداثيا:( ), ,x y z. 


2إحداثيات
الشعاع 3GA GB− +
���� ����



هي
إذن( ), ,x y z− − 2
و
منه− 3 0GA GB− + =
���� ���� �


يعنيx y z o= = =



إذن






:( )0,0,0G

النقطة




Gالنقطة

هي
إذنOالمعلم

مبدأ.




النقطة



Gالمثقلة

هي
مرجح
الجملة( ) ( ){ }; 2 , ;3A B−.




لدينا• .2
:( ) ( ) ( )
2 2 22 3 0 3MA x y z= − + − + +

و( ) ( ) ( )

2 2 22 2 0 2MB x y z= − + − + + 


و
منه







:2 2 2 2 6 6 18MA x y z x z= + + − + +


و
2 2 2 2 4 4 8MB x y z x z= + + − + +



انجد
هكذ:( ) 2 2 2 12f M x y z= + + −



( )4Γالنقط

هي
مجموعة( ), ,M x y zتحقق

من
الفضاء
التي
:( ) 4f M 
أي=:2 2 2 12 4x y z+ + − =



و
هذا
يعني
أن
:2 2 2 16x y z+ + 
و
هي
معادلة
سطح
الكرة
التي
مركزها=
O
4
و
نصف
قطرها.



�( )12−Γالنقط

هي
مجموعة( ), ,M x y zتحقق

من
الفضاء
التي
:( ) 12f M = 
أي−:2 2 2 12 12x y z+ + − = −



و
هذا
يعني
أن
:2 2 2 0x y z+ + =



أي

x y z o= = =

ومنه

( ) { }12 O−Γ =












•
( )f M k=



يعني
2 2 2 12x y z k+ + − =


أي
2 2 2 12x y z k+ + = +







2بما
أن 2 2 0x y z+ + ≥

نقوم
بدراسة
إشارة

( )12k +


+∞

























12
-




















−∞

k




























+




0













-


12
إشارةk +


��:نميز�إذن�ثلاث�حالات

>:1لحالة��ا 12k −



المجموعة











( )kΓخالية�

.هي
مجموعة


2:12kلحالةا�� = −














المجموعة( )kΓ�
}هي
المجموعة }O.






<:3لحالةا 12k −


���������


المجموعة( )kΓالنقطة

هي
سطح
الكرة
التي
مركزهاO
12
و
نصف
قطرهاk +
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� �مسائل�محلولة� ���

��

)�نعتبر�في�الفضاء�المنسوب�إلى�معلم�متعامد�و�متجانس ); , ,O i j k
� �� ��

)النقط )0,0, 1E −،( )0,0, 2A،( )0,0, 4B −،��

�( )5,0,1Cو�( )5,0, 3D )ليكن.�− )Sسطح�الكرة�التي�مركزها�E�3ونصف�قطرها�.��

 �إلى�نفس�المستوي�؟�DوA،B،Cهل�تنتمي�النقط .1

)�هي�معادلةما .2 )S؟�تحقق�أن�A،B،Cو�Dتنتمي�إلى�( )S.عين�نقط�تقاطع( )Sمحاور�الإحداثيات�مع�. 

)�الأوضاع�النسبية�للسطحaأدرس�حسب�قيم�العدد�الحقيقي .3 )Sو�المستوي�( )aPذو�المعادلة��z a=. 

)عين�مركز�و�نصف�قطر�الدائرة�مقطع�سطح�الكرة .4 )Sبالمستوي�( )2P−.��

��


إلى
نفس
المستوي
إذا
و
فقط
إذا
كانت
الأشعة�DوA،B،Cتنتمي
النقط .1AB
����
،AC

�����

وAD

�����

مثلا((
من
نفس


المستوي.
)لدينا )0,0, 6AB −
����
،( )5,0, 1AC −

�����

و( )5,0, 5AD −

�����
. 


هل
يوجد
عددان
حقيقيان





xو
yبحيث

:AB x AC y AD= +
���� ����� �����


؟




AB x AC y AD= +
���� ����� �����



يعني
5 5 0

5 6

x y

x y

 + =


− − = −

3:نجد
بعد
حل
الجملة
السابقة.

2
x = 3
و−

2
y =.




نستنتج
أن
النقط
A،B،Cو�Dالمستوي

تنتمي
إلى
نفس.


)معادلة .2 )Sهي


:( )

22 2 1 9x y z+ + + = 

2):مثلا(لدينا 2 2 2 9EA EB EC ED= = = 
و
منه
النقط=A،B،Cو
Dإلى

تنتمي( )S.




تكون( ), ,M x y zبين

نقطة
مشتركة( )Sالمحور

و( )Ox

يعني( )
22 2 1 9

0

x y z

y z

 + + + =


= =


أي

2 8

0

x

y z

 =


= =





نجد
بعد
حل
هذه
الجملة
نقطتين
مشتركتين
إحداثياتهما
( )2 
و2,0,0( )2 2,0,0−.




يتقاطع
السطح
( )Sمع
( )Oyالنقطتين

في( )0, 2 
و2,0( )0, 2 )قاطع
مع
و
يت−2,0 )Ozالنقطتين

فيAو
B.



)نلاحظ
أن
المستوي .3 )aPالإحداثيات

يوازي
مستوي( ); ,P O i j
� ��


 :نميز
إذن
ثلاث
حالات.


إذا
كان•] [ ] [; 4 2;a ∈ −∞ − +∞∪

يكون
السطح

( )Sالمستوي

و( )aPمنفصلين
.



إذا
كان•{ }4;2a ∈ 
يكون
المستوي−( )aPللسطح

مماسا( )S

وAفي
النقطتينB.



إذا
كان•] [4;2a ∈ 
فإن
المستوي−( )a

Pالكرة

يقطع
سطح( )a
Pالمحور

وفق
دائرة
مركزها
ينتمي
إلى( )Oz.



4. ( )2−

ينتمي
إلى] 
و
منه
المستوي−2;4]( )2P−الكرة

يقطع
سطح( )S 


و
ذلك
وفق
دائرة
نرمز
إلى
مركزها
بـِH.


)لى
كل
من
المحور
بما
أن
النقطة
تنتمي
إ )Ozالمستوي

و( )2P−:2z = −




إحداثيات
النقطة
فإنHهي
( )0,0, 2−.



النقطة
Pالسطح

تنتمي
إلى( )Sمنه
3
وEP =

بتطبيق
مبرهنة
فيثاغورس
في.


المثلثEHPلدينا

يكون:2 2 2

EP EH HP= +
2نجد
بعد
الحساب. 2HP =.



)مقطع )Sبالمستوي
( )2P−مركزها

هي
الدائرة
التيHقطرها
2
و
نصف 2
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��
��
��
��

		أ�ـ�ـ�	ا��ـ�
ء

��������أصحـيـح�أم�خـطـأأصحـيـح�أم�خـطـأأصحـيـح�أم�خـطـأأصحـيـح�أم�خـطـأ
��7إلى�1أجب�بصحيح�أم�خطأ�عن�أسئلة�التمارين�من�

��.ABCDEFGHوفي�كل�منها�نعتبر�نفس�المكعب


















)أ�AB

����
،
AD

����
،
AE

����

هي
أشعة
من
نفس
المستوي.





)ب�AB
����

،
DC
����

،
EF
����


هي
أشعة

متساوية.




)ج��AH

����
،
HC

����
،
EH

����

هي
أشعة
من
نفس
المستوي.





)أ� �AH
����

،

BG
����


،
HG
����



هي
أشعة
متوازية. 



)ب�AC
����


،
EG
����


،
CD
����


هي
أشعة
مت
 .وازية



)ج��AD
����


،
DC
����


،
HG
����



هي
أشعة
متوازية.




)أ� )المستقيمان� )EGو
( )CA

متوازيان.



)المستقيمان�
)ب )HFو
( )AC

متوازيان.



)المستقيمان��
)ج )ABو
( )HD

متوازيان.




)أ� �
)المستقيم )HDالمستوي
)عمودي
على )BCF 


)المستقيم�
)ب )HDالمستوي

عمودي
على( )ABC 


)المستقيم��
)ج )HDالمستوي

عمودي
على( )HCG.



)المستقيمات�
)أ )HF،
( )BD
،
( )EA

هي
من


 .نفس
المستوي


)المستقيم�
)ب )AEالمستوي

يوازي( )BDHF.
 


)المستقيم��
)ج )BHالمستقيم

يقطع( )AE.



)في
معلم
متعامد
ومتجانس ); ; ;O i j k

� � �


نعتبر
النقط

( )2;3;2A

؛( )1;2;1B 
؛−
( )3;1;0C 
؛−

( )3;3;2D.





)المستقيمان��
)أ )ABو
( )CD

متقاطعان.



ABالشعاعان��
)ب

����

وCD

����


متساويان.




)المستقيم��
)ج )ABالمستقيم

يوازي( )CD.




التي
تحقق
Mمجموعة
النقط

|| || || ||MA MB MC MB+ = +
���� ���� ����� ����


هي
المستقيم( )BD.




��
��
��
��
��

��������أسـئـلة�متـعـددة�الاختياراتأسـئـلة�متـعـددة�الاختياراتأسـئـلة�متـعـددة�الاختياراتأسـئـلة�متـعـددة�الاختيارات
اختر�الجواب�الصحيح�من�بين�الأجوبة�المقترحة�في�

،�وفي�كل�منها�نعتبر�نفس���14إلى�8التمارين�من�

��.ABCDEFGHبالمكع

BHالشعاع
����



هو
المجموع:


AB)أ AH+

���� ����
.




HG)ب BG+
���� ����

.



BA)ج BG+

���� ����
.




Iو
Jمنتصفا
[ ]ABو
[ ]DC

على
الترتيب.




.النقط
التالية
هي
من
نفس
المستوي




)أ��B،
C،
G،
H.





)ب��I،
E،
J،
H.





)ج��F،
G،
H،
I.






.الأشعة
التالية
هي
من
نفس
المستوي



)أ��BG

����
،
FH

����

وFG

����
.
 



)ب��AC
����

،
BC
����


وBH
����

.
 



)ج��AE
����

،
AD
����


وGC
����

.





:الشعاعان
التاليان
متساويان




)أ��AG
����


وBH
����

.
 



)ب��BF
����


وDH
�����

.
 



)ج��BD
����


وHF
����

.
 

)المستقيم )HD

عمودي
على
المستقيم:




)أ� �( )FB





)ب�( )AC





)ج��( )HC



)في
معلم
متعامد
ومتجانس ); ; ;O i j k
� � �



نعتبر
النقط

( )2;1;3A

؛( )3;1;5B 
؛−
( )1;3;2C.



)يكون
الشعاع )4 ;2; 3u −

�


مساويا
للشعاع:





)أ� �AB
����


ب




(BC

����


ج





(AC

����
 

)في
المعلم ); ; ;D DC DA DH
���� ���� �����


للمستوي( )EFG



:معادلة
من
الشكل




أ
(1x =






.

ب(1y =






.

ج(1z =.




10 

1 

2 

3 

4 

5 

E

A B

D C

F 

G H 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 
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��تمارين�تطبيقية

ا�
ـ�ـ�
ا�����و��



نعتبر
النقط�،�16و�15بالنسبة�للتمرينين�O،
I،
J
،

Kحيث
Kالمستوي

هي
خارج( )OIJ.





وICDOABEKننشئ
متوازي
المستطيلاتH،
G
،

J،
Lمنتصفا
]ت
هي ]AB،
[ ]IC،
[ ]ODو
[ ]KE




.على
الترتيب















IKعين
الأشعة
التي
تساوي
���

،
LA
���

،
ID
���

،
LB
����

.




ILعين
الأشعة
التي
تساوي

���
،

LC

����

،
HD

����
.
 


،Iو
مكعبا
ABCDEFGHليكنL،
M
،
J
،

K،
Nمنتصفات
]هي ]AD،
[ ]AB،
[ ]BC،
[ ]DC
،

[ ]DH،
[ ]HG

على
الترتيب.


















MDعين
الأشعة
التي
تساوي
�����


،
LN
����

.





عين
الأشعة
التي
تساوي،
نعتبر
نفس
المكعب
السابق

LC
����

،
IL
���


.




�ـ�ـ�ـ�ع
ا�
ـ�ـ�



،Lو
مكعبا
ABCDEFGHليكنM،
J،
I
،

K،
P،
R،
Qالقطع

هي
منتصفات[ ]AB،
[ ]BC
،


[ ]DC
،
[ ]AD،
[ ]EF،
[ ]FG،
[ ]GHو
[ ]EH


الترتيب
على.
Oالوجه

هو
مركزABCDو
،
'O

هو


.EFGHمركز
الوجه




:عين
الأشعة
المعرفة
بالمجاميع
الشعاعية
التالية



أ
(AB AD+
���� ����

.

 

ب(LB BF+
���� ����

.




ج(OB OC+

���� ����
.

 

د
(OB OD+

���� ����
.




��

��أشـعـة�الفـضاء


عين
الأشعة
المعرفة،
نعتبر
نفس
المكعب
السابق


 :بالمجاميع
الشعاعية
التالية



)أ� �IA AL LO+ +
��� ���� ����

.





)ب��AL LF FE+ +

���� ���� ����
.






)ج��HB BF FG+ +
���� ���� ����

.
 


لتكن�،21�،�22�،�23بالنسبة�للتمارين�O،
I،
J،
K


تقع
خارج
المستويKأربع
نقط
متمايزة
حيث( )OIJ.






ممثّلا
للشعاع
المعرف
بالحالات
Oشعاعا
مبدؤهأنشئ


:المقترحة
التالية



��2
)أOI OJ+
��� ����

.




�2
)بOI OK+

��� ����
.





�5
)ج

2
OJ OK+
���� ����

.





ممثّلا
للشعاع
المعرف
بالحالات
Oأنشئ
شعاعا
مبدؤه

:قترحة
التالية
الم



)أ� �OI OJ OK+ +

��� ���� ����
.





�2
)بOI OJ OK+ +
��� ���� ����

.





��3
)ج 1

2 2
OI OJ OK+ +
��� ���� ����

.





ممثّلا
للشعاع
المعرف
بالحالات
Oأنشئ
شعاعا
مبدؤه


:المقترحة
التالية




)أ� �OI OJ−
��� ����

.





)ب�OI OJ OK− +

��� ���� ����
.





��2
)جOI OJ OK+ −
��� ���� ����

.




رباعي
وجوه
عين
الأشعة
المعرفة
ABCDليكن



:بالمجاميع
الشعاعية
التالية



)أ� �BC CD+

���� ����
.






)ب�AB BC CD+ +
���� ���� ����

.
 



)ج��BA AC CD+ +
���� ���� ����

.
 


نعتبر�،25�،�26بالنسبة�للتمرينين�ABCD

متوازي

وOأضلاع
مركزه،
Sالمستوي

نقطة
خارج( )ABC.






:عين
الشعاع
المعرف
بالمجاميع
الشعاعية
التالية


أ(AB BC+

���� ����
.

 

ب

(AC CS SD+ +

���� ���� ����
.




AC)ج BD+
���� ����

.




15 

16 

17 

18 

19 

21 

20 

A 

K 

I C

D 

EL

H 

G 

J

B

O 

E

A B

D C

F 

G H 
N 

K 

I
J

M
L

22 

23 

24 

25 

10 
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��تمارين�تطبيقية


:عين
الشعاع
المعرف
بالمجاميع
الشعاعية
التالية



أ(AB CB+
���� ����

.

 

ب

(SA AB−
��� ����

.



AO)ج OB BS+ +

���� ���� ����
.
 


أنشئ
ممABCDليكن،

Bثلاً
مبدأه
رباعي
وجوه


:لكل
من
الأشعة
المعرفة
بِـ



أ(2BC
����

.



 

ب(1

2
BD DC+
���� ����

.





ج(1 1

2 3
CB CA+
���� ����

.





عين
الشعاع
المعرفة
ABCDليكن،

رباعي
وجوه

:ة
بالمجاميع
المقترحة
التالي




)أ��BC BD+
���� ����

.
 



)ب��BC BD BA+ +
���� ���� ����

.
 



)ج��DB DC DA+ +
���� ���� ����

.
 


ا�����ي���
��
 أ
ـ�ـ�


،Iمتوازي
المستطيلات
و
ABCDEFGHليكن

J
،
K،
Lمنتصفات

هي[ ]AB،
[ ]EF،
[ ]HG

]و ]DC

على
الترتيب.


















هل،
في
كل
حالة
من
الحالات
المقترحة
التالية

الأشعة
هي
من
نفس
المستوي
؟




)أ��EG
����

،
AD
����


وDI
����

.
 



)ب��IA
���

،

IJ
���


وKL
����

.
 



)ج��DI
����

،
BC
����


وHK
����

.




متوازي
أضلاع
وABCDليكنS

نقطة
خارج
)المستوي )ABC
.

في
كل
حالة
من
الحالات
المقترحة


هل
الأشعة
هي
من
نفس
المستوي
؟،

أدناه



)أ��SA

���
،
SB

���
،

SD

����
.
 



)ب��SA
���

،
AB
����

،
SC

����
.
 



)ج��SA
���

،
SB
���

،

CD
����

.
 




 






مكعبا
ABCDEFGHليكن.




هل
الأشعة
هي،
في
كل
حالة
من
الحالات
المقترحة
أدناه


من
نفس
المستوي
؟



)أ��FE

����
،
FG

����
،
BF

����
.
 



)ب��AB
����

،
FD
����

،
CG
����

.
 



)ج��AB
����

،
AD
����

،
EG
����

.




رباعي
وجABCDليكن،

ولتكن
النقطةوهE

بحيث

2 2 2AE AD EC BD+ = +
���� ���� ���� ����

.



AEبرهن
أن
الأشعة

����
،AB

����
،AC

����


.هي
من
نفس
المستوي


�،�المطلوب�البرهان�أن�33�،�34�،�35بالنسبة�للتمارين�

uالأشعة
����

�،�v
����

�،�w
��������

��.��هي�من�نفس�المستوي�


��2
)أ 3u v w= +
� � ��

.
 


��3
)ب 0u v− =
� � �

2
و 5 0u w− =
� �� �

 


��2
)أu v=
� �

3
وw u v= +
�� � �

.
 


��0
)بu =
� �

2
و 3 0v w− =
� �� �

.
 


��3
)أ 5 0u v− =
� � �

0
وw =
�� �

.
 


��0
)بu ≠
� �


،
0v =
� �

0
وw =
�� �

.
 

�i،�لتكن�الأشعة�41إلى�36في�التمارين�من�
����

،�j
����

،�k
��������

�

��.ليست�من�نفس�المستوي�

uالمطلوب�هل�الأشعة
����

،�v
����

،�w
��������


�هي�من�نفس�المستوي؟


u j k= +
� � �


،
v j k= −
� � �


،
2w j=
�� �

.




u i k= +
� � �


،
v i j k= + +
� � � �


،
w j k= +
�� � �

.




u i j k= + −
� � � �


،
v i k= −
� � �


،
w j k= +
�� � �

.




u i j k= + −
� � � �


،
3v i j= +
� � �


،

5 2 2w i j k= − − +

�� � � �
.




u i j= +
� � �


،
v i k= −
� � �

،

w j k= +
�� � �

.




u i j k= + −
� � � �


،
v i j k= − + +
� � � �


،

w i j k= − +
�� � � �

.




وGليكن'Gلمثلثين

مركزا
الثقلABC


'و ' 'A B C

على
الترتيب،

من
الفضاء،
.



':برهن
أن ' ' 3 'AA BB CC GG+ + =

���� ���� ����� �����
.




10 
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��تمارين�تطبيقية

وABCDليكن' ' ' 'A B C D

متوازيا
أضلاع
من


وOمستويين
متمايزين
مركزاهما'Oالت

على

.رتيب


':برهن
أن ' ' ' 4 'AA BB CC DD OO+ + + =

���� ���� ����� ����� �����

.




،
�ـ�
ا�����ـ��ـ��
ا� ـ�

!���
"#
�$%�
����&



نعتبر
المعلم
المتعامد
�44�،�45�،�46في�التمارين�
)والمتجانس ); : ;O OI OJ OK

��� ���� ����

ولتكن
النقط،
A،
B
،


C،
D.























أعط
العلاقة
الشعاعية
التي
تعرف
هذه
النقط
بدلالة
أشعة


ثم
أنشئ
هذه
النقط،

.المعلم


( )1;1;1A،
( )1;2;0B
،
( )2;1;0C
،

( )0;0;2D.



( )1; 1;1A −،
( )1;1;0B −
،
( )1;0;1C
،


( )1; 1;0D − −.



( )2;1;2A،
( )1;2;2B
،
( )1; 2;1C −
،


( )1;1; 2D −.




ا����ا��

ز��ا�


)الفضاء
منسوب
إلى
معلم
المتعامد
والمتجانس ); : ;O i j k
� � �




uبرهن
أن
الشعاعين
�


وv
�



متوازيان
في
كل
حالة
من


:الحالتين
التاليتين




)أ� �( )2;1;3u
�


و( )4;2;6v
�

.





��1
)ب
;1;2

3
u
 

− 
 

�

و( )1;3;6v −

�
.




uبرهن
أن
الشعاعين
�


وv
�



متوازيان
في
كل
حالة
من


:الحالتين
التاليتين



��1
)أ 3 1
; ;

5 5 5
u
 

− 
 

�
1
و 3 1

; ;
2 2 2

v
 

− 
 

�
.
 












��1
)ب 3 1
; ;

3 2 2
u
 

− − 
 

�
2
و 3 1

; ;
15 5 5

v
 

− 
 

�
.




uبرهن
أن
الشعاعين
�


وv
�



غير
متوازيين
في
كل


:حالة
من
الحالتين
التاليتين




)أ� �( )2;1;3u
�


و( )3; 1;2v −
�

.





)ب��( )1; 2;3u −

�

و( )1;1;2v

�
.




uبرهن
أن
الشعاعين
�


وv
�



غير
متوازيين
في
كل


:حالة
من
الحالتين
التاليتين




)أ� �( )0;0;6u
�


و( )2;0;2v
�

.





)ب��( )3;3;3u −

�

و( )3;3;3v

�
.




�،��A،�برهن�أن�النقط51�،�52�،�53في�كل�من�التمارين�

B�،�Cهي�على�استقامة�واحدة��.��

( )1 ; 2 ; 3A 
،( )3 ; 1 ; 2Bو
3 5
2 ; ;

2 2
C
 
 
 

.



( )2 ; 1 ; 3A 
،
( )5 ; 2 ; 1B −


13و 2 11
; ;

3 3 3
C
 
 
 

.



( )3 ; 2 ; 2A ،( )1 ; 3 ; 3Bو
7 3 3
; ;

2 2 2
C
 
 
 

.



�،�برهن�أن�54�،�55�،�56في�كل�من�التمارين�

)المستقيمين� )ABو�( )CDمتوازيان��.


( )1;0;2A،
( )2;1;0B
،
( )1;3;2C
،

( )2;4;0D.



( )2;2;3A،
( )1;3; 1B −
،
( )2;2;0C −
،


( )3;3; 4D − −.



( )2;0;1A،
( )0;1;3B
،
( )1;2;0C
،


( )3;1; 2D −.




��(�ن
����و��ن��

�،�عين�إحداثيي�57�،�58�،�59في�كل�من�التمارين�

]]]]�منتصف�القطعةIالنقطة ]]]]AB.���

( )5;2;3A،
( )1;6;3B.



( )1;3; 2A −،
( )3;1;2B.




2 1 1
; ;

3 3 3
A
 
 
 

،
( )3;0;3B −.




43 

44 

45 

46 

47 

48 

49 

50 

51 

52 

53 

54 

55 

56 

57 

58 

59 

10 



 276








��تمارين�تطبيقية
برهان�أن��،�المطلوب�ال60�،�61�،�62في�التمارين�

��.�متوازي�أضلاع�ABCDالرباعي

( )2 ; 3 ; 1A

؛( )1 ; 0 ; 2B

؛( )3 ; 5 ; 3C

؛
( )4 ; 8 ; 2D.




( )1 ; 2 ; 5A 
؛−( )0 ; 3 ; 2B؛
( )1 ; 1 ; 1C

؛
( )2 ; 0 ; 6D −.




( )1 ; 1 ; 1A − −

؛( )3 ; 2 ; 5B −

؛
( )7 ; 3 ; 1C

؛( )5 ; 4 ; 5D −.



�،�المطلوب�تعيين�إحداثيات�63�،�64�،�65في�التمارين�

�تشكل�A�،�B،��C�،�Dقط�بحيث�النDالنقطة

��.متوازي�أضلاع�

( )3 ; 2 ; 1A
،
( )2 ; 5 ; 3B −

؛
( )7 ; 1 ; 2C −.




( )1 ; 2 ; 3A
،
( )3 ; 2 ; 5B −

؛
( )0 ; 1 ; 3C − −.




( )0 ; 1 ; 0A
،
( )1 ; 5 ; 1B −

؛
( )3 ; 1 ; 2C −.




�،�يطلب�تعيين�إحداثيات�66�،�67�،�68في�التمارين�

���.ABCمركز�ثقل�المثلث

( )3 ; 0 ; 0A
،
( )0 ; 2 ; 1B

؛( )1 ; 0 ; 2C.


( )1 ; 3 ; 2A −
،
( )5 ; 2 ; 1B −

؛
( )2 ; 0 ; 3C.




3 1
; ; 1

2 2
A
 
 
 


،
1
; 1 ; 3

2
B
 

− 
 



؛

( )2 ; 1 ; 1C −.



�المطلوب�تعيين�69�،�70�،�71�،�72في�التمارين�

uمركبات�الشعاع
�

��،�O،�A�،�Bثم�استنتج�أن�النقط

Cهي�من�نفس�المستوي��.��

( )3 ; 1 ; 2A
،
( )2 ; 2 ; 1B − − −

؛
1

; 1 ; 0
3

C
 
 
 

2
و 3u OA OB OC= + +
� ���� ���� ����

.




( )1 ; 3 ; 2A
،
( )1 ; 2 ; 1B −

؛


( )4 ; 3 ; 1C 3
و−u OA OB OC= − +

� ���� ���� ����
.














( )2 ; 1 ; 3A −
،
( )1 ; 5 ; 1B −

؛
( )1 ; 17 ; 9C 2
و− 3u OA OB OC= − + +

� ���� ���� ����
.




( )5 ; 3 ; 2A − − −
،
( )1 ; 2 ; 1B −

؛


( )3 ; 7 ; 0Cو
2u OA OB OC= + +

� ���� ���� ����
.





ا��+�ء"#

ا����%���ت

)ليكن )Dالنقطة
)المستقيم
الذي
يشمل )2 ; 1 ; 1A −


)ويوازي
الشعاع )2 ; 3 ; 1u −
�

.



)مجموعة
النقط ); ;M x y z

من
الفضاء
التي
تحقق

AM ku=
����� �


حيث،
kعلى

عدد
يتغيرℝ

هو،

)المستقيم )D.






)أ� 
بدلالةMأكتب
إحداثيات�k
.

هذه
الجملة
لإحداثيات
Mبدلالة
kللمستقيم

تسمى
تمثيلا
وسيطيا( )D.






تربط
بين
إحداثيات
النقطة��
)ب،

Mجد
معادلتين،


.kمستقلتين
عن
العدد
الحقيقي



)هذه
الجملة
تسمى
جملة
معادلتي
المستقيم )D.



)ليكن )Dالمستقيم


الذي
يشمل
النقطة

( )1 ; 3 ; 2A 
ويوازي
الشعاع−( )3 ; 2 ; 2u −
�

.





)أ� )جد
تمثيلا
وسيطيا
للمستقيم� )D.





)ب� )جد
جملة
معادلتي
المستقيم� )D.




)نعتبر
النقطتين )1 ; 1 ; 1A −

و( )1 ; 2 ; 3B
.



ثم
جملة
معادلتين
للمستقيم،
)جد
تمثيلا
وسيطيا )D.






ثم
جملة
معادلتين
لكل
من
محاور،
جد
تمثيلا
وسيطيا

)الإحداثيات )'xx
،
( )'yy

و( )'zz.
 

)ليكن )D

المستقيم
الذي
يشمل
النقطة( )1 ; 2 ; 1A

)ويوازي
الشعاع )1 ; 3 ; 1u

�
.





)جد
تمثيلا
وسيطيا
للمستقيم��
)أ )D.
 


)عين
إحداثيات
نقطة
تقاطع
المستقيم�
)ب )D

والمستوي
P
3
ذي
المعادلةz =.




)نعتبر
النقطتين )2 ; 1 ; 3A
،
( )1 ; 2 ; 0B − −.



)عين
تمثيلا
وسيطيا
وجملة
معادلتين
للمستقيم��
)أ )AB.




)عين
إحداثيات
نقطة
تقاطع
المستقيم�
)ب )AB

مع

2
ذي
المعادلةPالمستويx =.
 

10 

60 

63 

61 

62 

64 

65 

66 

67 

68 

69 

70 

71 

72 

73 

74 

75 

76 

77 

78 
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��تمارين�تطبيقية
))))�المستقيم79�،�80�،�81�،�82في�التمارين� ))))Dمعرف��

�بجملة�معادلتين�،�والمطلوب�تعيين�نقطة�يشملها�المستقيم

(((( ))))Dيكون�شعاع�التوجيه�للمستقيم�وشعاعا�(((( ))))D.���

( )
3 0

:
1 0

x y
D

y z

+ − =


+ − =

.




( )
1 0

:
3 2 0

x y z
D

x y z

+ + − =


+ − + =

.




( )
3

:
1

x
D

y

=


=

.




( )
1 0

:
5 0

x
D

z

− =


− =

.




0$
ا�/.ة�


)ينسب
الفضاء
إلى
معلم
متعامد
ومتجانس ); ; ;O i j k

� � �
.





Oعين
معادلة
ديكارتية
لسطح
الكرة
التي
مركزها

في
كل
من
الحالتين
التاليتين
Rونصف
قطرها،
.





أ(3R =.

 

ب(2R =.




التي
مركزهاSنعتبر
سطح
الكرةO

ونصف
قطرها


والمستقيم3،
( )D
1
المعرف
بِـ

2

x y

z

− =


=
.




)عين
تقاطع
المستقيم )Dالكرة

مع
سطحS.




التي
مركزهاSح
الكرةنعتبر
سطO

ونصف
قطرها


والمستقيم3،
( )D
2
المعرف
بِـx y

z x

+ =


=
.





مع
المستقيمSعين
تقاطع
سطح
الكرة( )D.




التي
مركزهاSنعتبر
سطح
الكرةO

ونصف
قطرها


والمستوي5،
Pالمعادلة
3
ذيx =.




مع
المستويSعين
تقاطع
سطح
الكرةP.





التي
مركزهاSنعتبر
سطح
الكرةO

ونصف
قطرها

والمستوي7،
Pالمعادلة
13
ذيz =
.




مع
المستويSعين
تقاطع
سطح
الكرةP.




&��ر��


ولتكن
النقطةABCDEFGHليكن،

مكعباI

من

]الحرف ]ABبحيث
3

4
AI AB=
��� ����

.












من
الحرفKلنقطةولتكن
ا[ ]ADبحيث
1

4
AK AD=
���� ����





1
هي
معرفة
بـ
Jوالنقطة

4
EJ EH=
���� ����

.






)أ� IKعبر
عن�
���


وFJ
����


بدلالةAB
����


وAD
����

.





،Fاستنتج
أن
النقط��
)بJ،
I،
K

هي
من
نفس


.المستوي

ABCDو

هو
متوازي
أضلاعS

نقطة
خارج

.ABCالمستوي




وIلتكن
النقطتينJمن
[ ]SAو
[ ]SB
،

على
الترتيب

1حيث

3
SI SA=
��� ���


1
؛

3
SJ SB=
��� ���


ولتكن
النقطة،
K


]من ]BCبحيث
1

3
CK CB=
���� ����

.






بالمستويSABCDأنشئ
مقطع
الهرم��
)أ( )IJK.
 


)برهن
أن
المستوي��
)ب )IJKالمستوي

يوازي

( )SCD.




A،
B،
C،
D

هي
أربع
نقط
من
الفضاء
ليست

لتكن
النقطة،

حيث
Eكلها
من
نفس
المستوي
:

2 5 5AE EB AD DC− = +
���� ���� ���� ����

.



AEبرهن
أن
الأشعة

����
،
AB

����

وAC

����


هي
من
نفس



.المستوي

ABCDو

رباعي
وجوهE

نقطة
حيث
:



2EC DA DB AE+ = −
���� ���� ���� ����

.



CEشعةبرهن
أن
الأ

����
،
AB

����

وAC

����


هي
من
نفس



.المستوي


ولتكن
النقطتينABCDEFGHليكن،

مكعباI


1
بحيثJو

3
BI BA=
��� ����

1
و

3
BJ BC=
���� ����

.




IJبرهن
أن
���


يوازيEG
����

.



A،
B،
C،
D

هي
أربع
نقط
من
الفضاء
ليست


لتكن
النقطتينكلها
من
نفس
الم،

وIستويJ

حيث:



2AI AB AC AD= + +

��� ���� ���� ����

؛



3AJ AB AC AD= + +
���� ���� ���� ����

.



)برهن
أن
المستقيم )IJالمستوي

يوازي( )ABC.
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83 
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85 

86 

87 

88 

89 

90 
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��تمارين�تطبيقية


رباعي
وجوه
وABCDليكنE

نقطة
حيث
:



1

3
CE AD=
���� ����

.




AEبرهن
أن
����

،
AC
����


وCD
����


هي
أشعة
من
نفس
المستوي.



A،
B،
C

ثلاث
نقط
من
الفضاء.





برهن
أنه
من
أجل،
في
كل
حالة
من
الحالتين
التاليتين

الشعاعMكل
نقطة،

من
الفضاءu

�

مستقل
عنM.





��2
)أ 3u MA MB MC= + −
� ���� ���� �����

.
 


��3
)ب 2u MA MB MC= − −
� ���� ���� �����

.
 

A،
B،
C

ليست
على
استقامة
واحدة

ثلاث
نقط


.من
الفضاء



بحيث
Mعين
النقطة:
0MA MB MC− + =
���� ���� ����� �

.




A،
B،
C

ثلاث
نقط
ليست
على
استقامة
واحدة


.من
الفضاء



بحيث
Mهل
توجد
نقطة:2 0MA MB MC− + =
���� ���� ����� �


؟



A،
B،
C

ثلاث
نقط
من
الفضاء

Eلتكن
القطة.
]منتصف ]ABو
Fمنتصف
[ ]AC.




)برهن
أن
المستقيمين )EFو
( )BC

متوازيان.




،AلتكنB،
C،
D
،

أربع
نقط
من
الفضاء

وEولتكن
النقطتانF

منتصفي[ ]ABو
[ ]CD



نقطة
كيفية
من
الفضاءMلتكن.
على
الترتيب.





)أ� MEعبر
بدلالة�
����


وMF
����



عن
المجموع
الشعاعي
:
MA MB MC MD+ + +
���� ���� ����� �����

.





0
بحيث
Iعين
النقطة��
)بIA IB IC ID+ + + =
��� ��� ��� ��� �

.






الفضاء
منسوب
إلى
معلم
متعامد،
في
كل
ما
يلي

)ومتجانس ); ; ;O i j k

� � �
















 

)ليكن )Dالنقطة

المستقيم
الذي
يشمل( )1; 1;2A −

)ويوازي
الشعاع )1;2;1u

�

وليكن
المستقيم،
( )∆




المعرف
بِـ:6 0

1 0

x y z

x y

+ + − =


− − =
.




)عين
تقاطع )D

مع( )∆.




)ليكن )Dالنقطة

المستقيم
الذي
يشمل( )1;2;1A −

)لشعاعويوازي
ا )1; 1;2u −

�

وليكن
المستقيم،
( )∆






المعرف
بِـ:10 0

2 4 0

x y z

x y z

− + − =


+ − + =
.




)عين
تقاطع )D

مع( )∆.




)ليكن )D

المستقيم
الذي
يشمل
النقطة
( )1;2; 1A − 
ويوازي
الشعاع−( )2;1;2u

�


ونعتبر،


)المستقيم )∆

المعرف
بِـ
:1

1

x

z

=


=
.




)عين
تقاطع )D

مع( )∆.





ا،
لسطح
عرف
تحليليا
بإعطاء
معادلة
وشرط

ومحوOالمخروطي
الدوراني
الذي
رأسه( )'yy

علما


6
وارتفاعه
3أن
قاعدته
هي
دائرة
نصف
قطرها.






عين
حالة
السطح
يكون
غير
منتهٍ.




السطح،
عرف
تحليليا
بإعطاء
معادلة
وشرط

)الاسطواني
الدوراني
الذي
محوره )'xx

والمحصور

2xبين
المستويين
اللذين
معادلتيهما 5
و=x =

على



علما
أن
قاعدته
هي
دائرة
نصف
قطرها،

.3الترتيب





عين
الحالة
التي
يكون
فيها
السطح
غير
منتهٍ.







10 

94 

95 

96 

97 

98 

99 
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 ���
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��

��المستهدفة�الكفاءات��������

��

��

 .حساب�الجداء�السلمي�لشعاعين� 

 �.إثبات�علاقات�تتعلق�بالتعامد 

 �.�منهكتابة�معادلة�مستقيم�علم�شعاع�ناظمي�له�و�نقطة 

 .ةمعادلة�دائرتعيين�� 

 ���������.ا�حساب�مسافات�و�أقياس�زواي 

 

�������������������������������������������������������������������������������������������. .U V AB HK=
��� �� ���� �����
��

����������������������������������������������������������������������������������������������������

ن�ولد�في�أواخر�القرن�الثام.��الكاشيو�و�المدعغياث�الدين�بن�مسعود�بن�محمد�الكاشانيهو�
درس�الكاشي�النحو�و�الصرف�و�الفقه�و�المنطق،�ثم�درس�).�إيران�(�الهجري�في�مدينة�كاشان�
��.و�لا�غرابة�في�ذلك�فإن�والده�كان�من�أكبر�علماء�الرياضيات�و�الفلك�.الرياضيات�و�تفوق�فيها

��".مرصد�سمرقند�"��و�فيها�بنا�مرصدا�سماه�في�مدينة�سمرقند�هعظم�حياتقد�عاش�الكاشي�م�و�
��:�وضع�الكاشي�مصنفات�في�علوم�مختلفة�نذكر�منها:مؤلفاته

��������iو�فيه�ضبط�لجداول�النجوم"�الزيج�الخقاني�"�كتاب�.��
��������i"رسالة�الجيب"،�"رسالة�في�الهندسة"،�"رسالة�في�الحساب��
��".يجي�القمر�و�عطاردرسالة�عن�إهل"�و�"�و�الوتر�������

��منهلا�استقى�منه�علماء�الشرق"�مفتاح�الحساب��"���������و�كان�كتابه
���������و�الغرب�على�حد�سواء�و�اعتمدوا�عليه�في�تعليم�أبنائهم�في� ���

���استخدموا�كثيرا�من��������المدارس�و�الجامعات�عدة�قرون،�كما
��م		���/	هـ	���الكاشي	����������.نها�و�ابتكرها�المبرهنات�و�القوانين�التي�أتى�بها�و�بره�������

��
��

����



 ��


�� 

��

��أنشطة

						
��	نشاط	أول				

��""مبرهنة	فيثاغورس	الشهيرة	""��المثلثات�القائمة�من�مميزات�������������
��

���������ABCمثلث�قائم�في�النقطة�A��2يعني�� 2 2
AB AC BC+ =�����

���������������������������������������
�2لدينا 2 2

AB AC BC+ �2يعني�= 2 2 0AB AC BC+ − =��

):��المعرف�بـ����wِسوف�نهتم�بصفة�خاصة�بالعدد� )2 2 21

2
w AB AC BC= + −��

�0wمثلثا�قائما�يكون�ABCمن�الواضح�أنه�إذا�كان� ��.�قائما�ABCإذا�لم�يكن�المثلثwنتساءل�إذن�عن�قيمة�العدد.�=
)�على�المستقيم�Cالمسقط�العمودي�للنقطة�Hو�لتكن�النقطةABCمن�أجل�ذلك�نعتبر�مثلثا�كيفيا )AB.��

��.�HوA،Bنميز�ثلاث�حالات�حسب�وضعية�النقط
��
��

���������������������������������������������������������������������������������������������
���������������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������������������

��
		�الوضعية																															�الوضعية																																�الوضعية�����

		
2:�بين�أن .1 2 2

BC HB HC= 2:�������و�أن+ 2 2
AC HA HC=  :���ثم�استنتج�أن+

( )2 2 21

2
w AB HA HB= + −��

�HBبكتابة:�الوضعية�• .2 AB HA= �cosw:�����بين�أن− AB AH AB AC BAC= × = ×��
�cosw:����بين�أن:�الوضعية�•��������� AB AH AB AC BAC= × = ×��
�cosw:����بين�أن:�الوضعية�•������ AB AH AB AC BAC= − × = ×��

ABبفرض� .3 u=
���� �

���ACو��� v=
����� �

):������بين�أن )2 2 21

2
w u v u v= + − −

� � � �
 

)نذكر�أنه�إذا�كان .4 ); ,O I Jمعلما�متعامدا�و�متجانسا�للمستوي�و�كان�( ),u x y
�

 :�شعاعا�من�المستوي�فإن

2 2
u x y= +
��

��

)�����بفرض� ),u x y
�

)�و� ),v x y′ ′
�

w:��������بين�أن xx yy′ ′= +��
��

AB	الجداء	السلمي	للشعاعينwيسمى	العدد	
����

AC	و
�����

		



 ���

�� 

		

��أنشطة

		ثان					نشاط	

		

�������ABC4:�مثلث�حيثAB cm=�،5AC cm=و�� 60CAB = °��

)تحقق�أن� .1 )
2

2BC AC AB= −
����� ����

 .�BCثم�أحسب�المسافة

�cosأحسب�القيمة�المضبوطة�للعدد .2 ABCثم�عين�قيمة�مقربة�  

��.���ABCللزاوية�0.01لى���إ
 .���BCAللزاوية�0.01عين�قيمة�مقربة�إلى��� .3

 

���

		ثالث					نشاط	

		
������( ); ,O I Jنعتبر�النقطتين.��معلم�متعامد�و�متجانس�للمستويAو�B���

الصورتين�على�الترتيب�للعددين�
4

πو�
6

πعلى�الدائرة�المثلثية�التي���

��.��Oمركزها�النقطة
)عين�قيسا�بالراديان�للزاوية� .1 ),OB OA

���� ����
 :�ثم�بين�أن

������������������������cos
12

OA OB
π

⋅ =
���� ����

��

OAأحسب،�بعد�تعيين�إحداثيات�كل�من .2
����

�OBو
����

��،OA OB⋅
���� ����

. 

cosاستنتج�مما�سبق�القيمة�المضبوطة�للعدد .3
12

π��������. 

�������������

		رابع					نشاط	
 

				�ABCمثلث�متساوي�الساقين�حيث�:		
��������������AB AC α= �����و���= 2A a rad=��

����Aالمسقط�العمودي�للنقطة�ABC،Hمساحة�المثلثSنسمي
)على )BCو�Kالمسقط�العمودي�للنقطة�Cعلى( )AB.��
S:تحقق�أن .1 AH BH=  :�ثم�استنتج�أن×

��������������������2 sin cosS a aα=��
�sinبدلالةSأحسب .2 2aو�α 

sinاستنتج�مما�سبق�عبارة .3 2aبدلالة�sinaو�cosa. 

��



 ���

�� 

��

��الدرس

 الجداء	السلمي

 عاعينالجداء	السلمي	لش .�

u	الجداء	السلمي	لشعاعين	:تعريف			
�

v	و
�

u	هو	العدد	الحقيقي	الذي	نرمز	إليه	بالرمز v⋅
� �

		:	و	المعرف	بـِ

					•	0u v⋅ =
� �

0u				إذا	كان			 =
� �

0v	أو	 =
� �

		

					•	( )cos ,u v u v u v⋅ =
� � � � � �

0u			إذا	كان			 ≠
� �

0v	و	 ≠
� �

		

uإذا�كان•	:حالات	خاصة
�

�vو
�

�uمرتبطين�خطيا�و�كان�لهما�نفس�الاتجاه�فإن� v u v⋅ =
� � � �

)���لأن� )cos , 1u v =
� �

 

uإذا�كان•
�

�vو
�

uعاكسين�فإن��مرتبطين�خطيا�و�كانا�اتجاهاهما�مت v u v⋅ = −
� � � �

)���لأن� )cos , 1u v = −
� �

 

uإلى�الجداء�السلمينرمز�• u⋅
� �

���2بـِ�

u
�

�uو�نسميه�المربع�السلمي�للشعاع
�

�و�هكذا�
22

u u=
� �

�و�بصفة�خاصة�إذا�

�نقطتين�فإن��BوAكانت
22 2AB AB AB= =

���� ����
��

     

uإذا�كان	:مبرهنة	
�

vو	
�

)�:��شعاعين�فإن )2 2 21

2
u v u v u v⋅ = + − −
� � � � � �

��48أنظر�البرهان�في�التمرين�رقم����

 

 العبارة�التحليلية�للجداء�السلمي .�

uإذا	كانت،	في	معلم	متعامد	و	متجانس،	إحداثيات��:مبرهنة		
�

)	هي ),x yإحداثيات	كانت	و	v
�

)	هيٍ ),x y′ 		:	فإن′

u v xx yy′ ′⋅ = +
� �

		

)�إذا�كان:البرهان ); ,O i j
� ��

)��معلما�متعامدا�و�متجانسا�و�كان ),u x y
�

)��و� ),v x y′ ′
�

��:��شعاعين�فإن
2

2 2
u x y= +
�

�ٍ،
2

2 2
v x y′ ′= +
�

)�و ) ( )
2 2 2

u v x x y y′ ′− = − + −
� �

�( ),u v x x y y ′ ′− − − 

� �
���

)بعد�التعويض�في� )2 2 21

2
u v u v u v⋅ = + − −
� � � � � �

u:��و�بعد�إجراء�حسابات�بسيطة�نجد v xx yy′ ′⋅ = +
� �

 

 الأشعة	المتعامدة .�

u	القول	أن	الشعاعين	غير	المعدومين		:تعريف			
�

v	و
�

	 :	متعامدان	يعني	أنه	إذا	كان 			

						AB u=
���� �

ACو� v=
����� �

)	يكون	المستقيمان )ABو	( )ACمتعامدين	.		

		

��.عاع�المعدوم�عمودي�على�كل�الأشعةالشنصطلح�على�أن��:ملاحظة
	 	 

uين	الشعاعالقول	أن��:مبرهنة���
�

v	و
�

0u	متعامدان	يعني	أن	 v⋅ =
� �

.��

0u	إذا�كان�•�:البرهان =
� �

���0vأو� =
� �

0u:�������فمن�الواضح�أن v⋅ =
� �

��

0u	إذا�كان	• ≠
� �

0v	و	 ≠
� �

�0uفالقول�أن v⋅ =
� �

)�يعني )cos , 0u v =
� �

)�أي ),
2

u v k
π

π= +
� �

���عدد�صحيح�kحيث

uو�هذا�يدل�على�أن�الشعاعين�
�

�vو
�

��.�متعامدان



 ���

�� 

���

��طرائق

��

		�			تمرين	محلول	
	ABC	حيث	الأضلاع	متقايس	مثلث	3AB AC BC= = A	و	لتكن	النقط= ′،B C	و′ 			منتصفات	القطع′

]			المستقيمة ]BC،[ ]ACو	[ ]ABالترتيب	على	.		

AB:				أحسب	الجداءات	السلمية	الآتية AC⋅
���� �����

	ٍ،BC CA⋅
����� ����
�،CC AB′ ⋅

����� ����
�Aو B AB′ ′ ⋅

������ ����
.			

��:حــل
��
��
��
��

��

��

��

�� 9
cos 3 3cos

3 2
AB AC AB AC BAC

π
⋅ = × = × =

���� �����
��

�BCحيثDنعتبر�النقطة CD=
����� ����

�1و�منه� 9
cos 3 3

3 2 2
BC CA CD CA CD CA

π
π
   

⋅ = ⋅ = × − = × × − = −   
   

����� ���� ���� ����
		

( )CC )�و�منهABCرتفاع�في�المثلث�هو�ا′ ) ( )CC AB′ �0CCو�بالتالي�فإن�⊥ AB′ ⋅ =
����� ����

��

1نعلم�أن�

2
A B AB′ ′ = −
������ ����

�Aو�منه�الشعاعان B′ ′
������

�ABو
����

��:ين�و�بالتالي�فإن�مرتبطين�خطيا�و�اتجاهاهما�متعاكس

3 9
3

2 2
A B AB A B AB′ ′ ′ ′⋅ = − × = − × = −
������ ����

��

	�			تمرين	محلول	 			
ABCDمربع	.Iو	Jالمستقيمتين	القطعتين	منتصفا	هما	[ ]ADو	[ ]DCالترتيب	على	.		

)ن	أن	المستقيمينبره )AJو	( )BIمتعامدان	.		

��:حــل
��
)لإثبات	أن	مستقيمين			:طريقة��� )ABو	( )CD	أن	إثبات	يمكن	متعامدان	0AB CD⋅ =

���� ����
		

��
0AJلنبين�أن� BI⋅ =

���� ����
)و�من�أجل�ذلك�نعتبر�المعلم�المتعامد�و�المتجانس.� ); ,A B D��

):لدينا )0,0A،1
,1

2
J
 
 
 

،( )1,0B�1و
0,

2
I
 
 
 

�1و�منه
,1

2
AJ

 
 
 

����
�1و

1,
2

BI
 

− 
 

����
�ر ���

):���و�هكذا ) ( )
1 1

1 1 0
2 2

AJ BI
   

⋅ = − + =   
   

���� ����
��

AJنستنتج�إذن�أن�الشعاعين
����

�BIو
����

)�متعامدان�و�منه�المستقيمان )AJو	( )BI	متعامدان.��



 ���

�� 

��

��الدرس

��

 قواعد	الحساب

��لجداء	السلميخواص	ا .�

�uمن�اجل�كل�ثلاث�أشعة:مبرهنة���
�

،v
�

�wو
���

���لدينا�λو�من�أجل�كل�عدد�حقيقي
�������( )1�u v v u⋅ = ⋅

� � � �
�����( )2�( )u v w u v u w⋅ + = ⋅ + ⋅

� � ��� � � � ���
������( )3�( )u v w u w v w+ ⋅ = ⋅ + ⋅

� � ��� � ��� � ���
��

������������������( )4�( ) ( )u v u vλ λ⋅ = ⋅
� � � �

����������������( )5�( ) ( )u v u vλ λ⋅ = ⋅
� � � �

��

��
)�شعةالأنعتبر�في�معلم�متعامد�ومتجانس��:البرهان ),u x y

�
،( ),v x y′ ′

�
)�و ),w x y′′ ′′

���
���

uلدينا� .1 v xx yy

v u x x y y

 ′ ′⋅ = +


′ ′⋅ = +

� �

� �xxو�بما�أن�� x x′ �yyو=′ y y′ �uفإن�=′ v v u⋅ = ⋅
� � � �

 

vإحداثيات�الشعاع .2 w+
� ���

)�هي� ),x x y y′ ′′ ′ ′′+  :�لدينا�إذن.�+

( ) ( ) ( )u v w x x x y y y xx xx yy yy

u v u w xx yy xx yy xx xx yy yy

 ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′⋅ + = + + + = + + +


′ ′ ′′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ⋅ + ⋅ = + + + = + + +

� � ���

� � � )�و�منه���� )u v w u v u w⋅ + = ⋅ + ⋅
� � ��� � � � ���

��

uλإحداثيات�الشعاع� .3
�

)�هي� ),x yλ λ�.لدينا�إذن: 

�������������������( ) ( ) ( ) ( ) ( )u v x x y y xx yy u vλ λ λ λ λ′ ′ ′ ′⋅ = + = + = ⋅
� � � �

��

)���يتم،�بإتباع�نفس�الطريقة،�البرهان�على�الخاصيتين�:ملاحظة )�و�3( )5.��

)	•:أمثلة ) ( ) ( )1 1
2 3 2 3 2 6

2 2
u v w u v u w u v u w
   

⋅ − + = ⋅ − + = − ⋅ + ⋅   
   

� � ��� � � � ��� � � � ���
		

						•	( ) ( )
2 2 2 2

2 3 2 6 3 2 5 3u v u v u u v v u v u u v v− ⋅ + = + ⋅ − ⋅ − = + ⋅ −
� � � � � � � � � � � � � �

		

 المتطابقات	الشهيرة .�

):�لدينا•�������� ) ( )( )
2 2 2 2 2

2u v u v u v u u v v u v u u v v+ = + + = + ⋅ + ⋅ + = + ⋅ +
� � � � � � � � � � � � � � � �

��

):�لدينا•�������� ) ( )( )
2 2 2 2 2

2u v u v u v u u v v u v u u v v− = − − = − ⋅ − ⋅ + = − ⋅ +
� � � � � � � � � � � � � � � �

 

):�لدينا•�������� )( )
2 2 2 2

u v u v u u v v u v u v+ − = − ⋅ + ⋅ − = −
� � � � � � � � � � � �

��

( )
2 2 2

2u v u u v v+ = + ⋅ +
� � � � � �

�أو�
2 2 2

2u v u u v v+ = + ⋅ +
� � � � � �

��

( )
2 2 2

2u v u u v v− = − ⋅ +
� � � � � �

�أو�
2 2 2

2u v u u v v− = − ⋅ +
� � � � � �

 

( )( )
2 2

u v u v u v+ − = −
� � � � � �

)�أو� )( )
2 2

u v u v u v+ − = −
� � � � � �

��

��

)	:بين�أن:	تطبيق )2 2 21

2
u v u v u v⋅ = + − −
� � � � � �

)����و��� )2 2 21

2
u v u v u v⋅ = + − −
� � � � � �

���



 ���

�� 

��

��ائقطر

��

	�			تمرين	محلول 			
�. A،Bو	Cنقط	ثلاث		نقطة.	كل	أجل	من	أنه	بينM	:0AM BC BM CA CM AB⋅ + ⋅ + ⋅ =

����� ����� ����� ���� ����� ����
 

		.Hاستنتج	أن	ارتفاعات	مثلث	متقاطعة	في	نقطة .�

��:حــل
AM:�نضع .1 BC BM CA CM ABα = ⋅ + ⋅ + ⋅

����� ����� ����� ���� ����� ����
��

)�:لدينا ) ( ) ( )AM BA AC BA AM CA CA AM ABα = ⋅ + + + ⋅ + + ⋅
����� ���� ����� ���� ����� ���� ���� ����� ����

��:��و�منه

AM BA AM AC BA CA AM CA CA AB AM ABα = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅
����� ���� ����� ����� ���� ���� ����� ���� ���� ���� ����� ����

��
0AM:��و�بما�أن BA AM AB⋅ + ⋅ =

����� ���� ����� ����
،0AM AC AM CA⋅ + ⋅ =

����� ����� ����� ����
�0BAو CA CA AB⋅ + ⋅ =

���� ���� ���� ����
�0αفإن� =��

 �لأنهما�عموديان�على�Hمتقاطعان�في�نقطةB	وAارتفاعيه�اللذين�يشملان)��مثلا(�مثلثا�فإن�ABCإذا�كان .2

��.Cي�إلى�الارتفاع�الذي�يشمل�النقطة�تنتمHلنبين�أن�النقطةٍ.��مستقيمين�متقاطعين
�Mو�بأخذ1لدينا�حسب�السؤال H=�:0AH BC BH CA CH AB⋅ + ⋅ + ⋅ =

����� ����� ����� ���� ����� ����
��

)و�بما�أن� ) ( )AH BC⊥و�( ) ( )BH AC⊥�0فإن�AH BC⋅ =
����� �����

�0BHو CA⋅ =
����� ����

���
0CH:�و�منه AB⋅ =

����� ����
)�يعني�أنو�هذا� ) ( )CH AB⊥��
��.�Cتنتمي�إلى�الارتفاع�الذي�يشمل�النقطة�Hنستنتج�هكذا�أن�النقطة

��

			.ABCالمثلث	"	orthocentre"	قطة	ارتفاعات		نH	تسمى	النقطة	:تعريف���
			

	�			تمرين	محلول	 			
	ABCDضلعه	طول	مربع	a.Iو	Jِبـ	المعرفتان	النقطتان	هما	1:

3
BI BC=
���� �����

1	و

3
CJ CD=
���� ����

.		

AB:	أحسب	الجداءات	السلمية	التالية .� BC⋅
���� �����

،BI CJ⋅
���� ����

،BI BC⋅
���� �����

AB	و CJ⋅
���� ����

 

AIبكتابة			 .� AB BI= +
���� ���� ����

BJ			و		 BC CJ= +
���� ����� ����

0AI			أثبت	أن	 BJ⋅ =
���� ����

		ماذا	تستنتج	؟.	

��:حــل
0AB			�لدينا .1 BC⋅ =

���� �����
���،0BI CJ⋅ =

���� ����
 ��بينما�

2
21 1

3 3 3

a
BI BC BC BC BC⋅ = ⋅ = =
���� ����� ����� ����� �����

��

)�و�� )
21 1

3 3 3

a
AB CJ AB CD AB AB

 
⋅ = ⋅ = ⋅ − = − 

 

���� ���� ���� ���� ���� ����
��

2. ( ) ( )AI BJ AB BI BC CJ⋅ = + ⋅ +
���� ���� ���� ���� ����� ����

 ��و�منه�

AI BJ AB BC AB CJ BI BC BI CJ⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅
���� ���� ���� ����� ���� ���� ���� ����� ���� ����

��

	:و�بالتالي
2 2

0 0 0
3 3

a a
AI BJ⋅ = − + + =
���� ����

)نستنتج�أن�.� ) ( )AI BJ⊥.��



 ��	

�� 

��

��الدرس

��

 الجداء	السلمي	و	الإسقاط	العمودي

 المسقط	العمودي	لشعاع	على	محور	أو	شعاع .�

v:تعريف		
�

��vشعاع�حيث CD=
� ����

.C Dو�′ )محور�على�Dو�Cللنقطتينسقطان�العموديان�على�الترتيب�الم′ );O u
�

.��

�vيسمى�الشعاع�� ′
��

�v،�المعرف�بـِ� C D′ ′ ′=
�� ������

�v،�المسقط�العمودي�للشعاع
�

)�على�المحور );O u
�

uأو�على�الشعاع�(�
�

(�		

��الجداء	السلمي	والمسقط	العمودي	لشعاع .�

��uإذا�كان:مبرهنة���
�

�vو�
�

0uين�حيث���شعاع ≠
� �

�vو�كان ′
��

vالمسقط�العمودي�للشعاع�
�

�uعلى
�

��:�فإن

u v u v ′⋅ = ⋅
� � � ��

��
��

)نزود�المستوي�بمعلم�متعامد�و�متجانس�:البرهان ); ,O i j
� ��

���الشعاعانبحيث�يكون

i
�

�uو
�

��.��مرتبطين�خطيا�و�يكون�لهما�نفس�الاتجاه
uنضع OA=

� ����
�vو OB=

� ����
�Bو�لتكن� )على�Bالمسقط�العمودي�لـِ′ )OA.��

�vإذن� OB′ ′=
�� �����

�vهو�المسقط�العمودي�للشعاع OB=
� ����

�uعلى�الشعاع OA=
� ����

��
):�لدينا�هكذا )0,0O،( ),0

A
A x،( ),

B B
B x yو�( ),0

B
B x′و�منه����

( ),0AOA x
����

�،( ),B BOB x y
����

)�و ),0BOB x′
�����

��

0:�لدينا

0 0

A B B A B

A B A B

OA OB x x y x x

OA OB x x x x

 ⋅ = + × =


′⋅ = + × =

���� ����

���� �OAو�منه������ OB OA OB ′⋅ = ⋅
���� ���� ���� �����

u:����أي v u v ′⋅ = ⋅
� � � ��

��

��
��ABإذا�كان:نتيجة���

����
�CDو�

����
��ين�غير�معدومين�و�كانتا���شعاع

���C �Dو′ ���Dو�Cالمسقطان�العموديان�على�الترتيب�للنقطتين′
)�المستقيمعلى��� )ABفإن����:AB CD AB C D′ ′⋅ = ⋅

���� ���� ���� ������
��

���
ABإذا�كان�الشعاعان•:	حالات	خاصة

����
�CDو�

����
AB:��مرتبطين�خطيا�و�من�نفس�الاتجاه�يكون CD AB CD⋅ = ×

���� ����
 

ABإذا�كان�الشعاعان •
����

�CDو�
����

AB:��مرتبطين�خطيا�و�كانا�اتجاهاهما�متعاكسين�يكون CD AB CD⋅ = − ×
���� ����

 

�5ABمستطيلا�حيث�ABCDإذا�كان:مثال �3CBو= ��:�فإن=

�����•�( )
2 2 25AB BD AB BA AB AB AB AB⋅ = ⋅ = ⋅ − = − = − = −

���� ���� ���� ���� ���� ���� ����
��

�BDلأن�المسقط�العمودي�للشعاع
�����

�ABعلى�الشعاع�
����

�BAهو�
����

��

�����•�2

3BC BD BC BC BC⋅ = ⋅ = =
����� ����� ����� ����� �����

��
BDلشعاع��لأن�المسقط�العمودي�ل

�����
�BCعلى�الشعاع�

�����
�BCهو�

�����
��

��



 ���

�� 

��

��طرائق

��

	�			تمرين	محلول 			
�ABCفي	قائم	مثلث	A.A ]	نقطة	من	القطعة	المستقيمة′ ]AB	.من	المار	المستقيمA )	و	الموازي	للمستقيم′ )AC		

)	يقطع	المستقيم )BCالنقطة	في	B ′.		

ABقارن	بين	العددين	 AB ′⋅
���� �����

AB	و	 A C′⋅
���� �����

.		

�� :حــل
ABالمسقط�العمودي�للشعاع����� ′

�����
�ABعلى�الشعاع

����
�AAهو�الشعاع ′

�����
���و�منه

����������������������AB AB AB AA AB AA′ ′ ′⋅ = ⋅ = ×
���� ����� ���� �����

��
ABلأن�للشعاعين�

����
�AAو� ′

�����
��.�نفس�الاتجاه

Aالمسقط�العمودي�للشعاع����� C′
�����

�ABعلى�الشعاع
����

�Aهو�الشعاع A′
�����

���و�منه

����������������������AB A C AB A A AB AA′ ′ ′⋅ = ⋅ = − ×
���� ����� ���� �����

��
ABلأن�اتجاهي�الشعاعين

����
�Aو� A′

�����
��.�متعاكسان

�����ABنستنتج�مما�سبق�أن�العددين AB ′⋅
���� �����

AB	و	 A C′⋅
���� �����

�ABمتعاكسان�أي� AB AB A C′ ′⋅ = − ⋅
���� ����� ���� �����

��
��

					تمرين	محلول 			
�ABC	مثلث	حي	الساقين	متساوي	4ثAB AC= 5BC	و= ]	منتصف	القطعة	المستقيمةHو	لتكن.	= ]BC.		

CA:	أحسب	الجداءات	السلمية	التالية .� CB⋅
���� ����

	،HA CB⋅
���� ����

AB	وٍ BC⋅
���� �����

. 

)	علىB	المسقط	العمودي	للنقطةKلتكن .� )AC	.المسافة	أحسبCK.		

 

�� :حــل
CAبما�أن�المسقط�العمودي�لـِ• .1

����
�CBعلى

����
�CHهو

�����
 :�فإن

5 25
5

2 2
CA CB CH CB CH CB⋅ = ⋅ = × = × =
���� ���� ����� ����

 

)�بما�أن�•��������� ) ( )HA CB⊥0:���فإنHA CB⋅ =
���� ����

 

ABبما�أن�المسقط�العمودي�لـِ•���������
����

�CBعلى
����

�HBهو
����

��:�فإن
5 25

5
2 2

AB BC HB BC HB BC⋅ = ⋅ = − × = − × = −
���� ����� ���� �����

��

CBبما�أن�المسقط�العمودي�للشعاع .2
����

�CAعلى
����

�CKهو
����

CA:���فإن�� CB CA CK⋅ = ⋅
���� ���� ���� ����

��

���������������������1�25لدينا�من�جهة�ثانية�حسب�السؤال

2
CA CB⋅ =
���� ����

��

25:���لدينا�هكذا

2
CA CK⋅ =
���� ����

�25أي�

2
CA CK× �4CAو�علما�أن�= =��

25:�ير�����������������������������������نجد�في�الأخ

8
CK =��



 ���

�� 

n
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��

��الدرس

��

 تطبيقات	الجداء	السلمي

 الشعاع	الناظمي	لمستقيم .�

n	القول	أن	الشعاع	غير	المعدوم:تعريف		
��

)	شعاع	ناظمي	لمستقيم )Dأن	يعني	n
��

)لـِ	عمودي	على	شعاع	توجيه	 )D		

 معادلة	مستقيم	علم	شعاع	ناظمي	له	و	نقطة	منه .�

( ); ,O i j
� ��

).�معلم�متعامد�و�متجانس ),n a b
��

)�شعاع�غير�معدوم�و )0 0,A x yنقطة�من�المستوي����

)و�ليكن )Dالذي�يشمل�المستقيم�Aو�n
��

)	.�شعاع�ناظمي�له )Dهي�إذن�مجموعة�النقط�M���
0AM:من�المستوي�بحيث n⋅ =

����� ��
)إذا�فرضنا. ),M x yيكون�لدينا�( )0 0,AM x x y y− −

�����
���

)و�بالتالي ) ( )0 0AM n a x x b y y⋅ = − + −
����� ��

��
)إذن�تكون ),M x yنقطة�من�( )Dإذا�وفقط�إذا�كان��( ) ( )0 0 0a x x b y y− + − =��

)�أي )0 0 0ax by ax by+ − + �0axأو= by c+ + )�بوضع= )0 0c ax by= − +��

)��في�معلم�متعامد�و�متجانس�يكون�لكل�مستقيم�حيث�الشعاع�غير�المعدوم:مبرهنة��� ),n a b
��

���شعاع�ناظمي�له�معادلة
0ax:�����من�الشكل by c+ + ��.�عدد�حقيقي�cحيث=

�0axإذا�كانت:ملاحظة by c+ + )�معادلة�لمستقيم= )Dفإن��( ),u b a−
�

)��شعاع�توجيه�له�و�منه�الشعاع ),n a b
��

�
)شعاع�ناظمي�للمستقيم )Dلأن�فعلا��n

��
�uو
�

0nدان�مادام��متعام u⋅ =
�� �

.��

 معادلة	دائرة .�

)توي�منسوب�إلى�معلم�متعامد�و�متجانسلمسا ); ,O i j
� ��

. 

		معادلة	دائرة	علم	مركزها	و	نصف	قطرها �
)لتكن )Cالدائرة�التي�مركزها�( )0 0,x yΩو�نصف�قطرها�r�( )>0r.��

( )Cهي�مجموعة�النقط�( ),M x yحيث��:M rΩ �2أي= 2
M rΩ =��

):��و�هذا��يعني�أن ) ( )
2 2 2

0 0x x y y r− + − =��

)جانس�معادلة�الدائرة��في�معلم�متعامد�و�مت:مبرهنة� )Cمركزها��التي( )0 0,x yΩو�نصف�قطرها�r�( )>0rهي�:��

( ) ( )
2 2 2

0 0x x y y r− + − =��
��

  معادلة	دائرة	علم	قطر	لها �

)لتكن )Cقطراهاي�الدائرة�الت�[ ]AB.( )Cباستثناء�Aو�Bهي�مجموعة���
�0MAأي�M �قائما�في�AMBبحيث�يكون�المثلثMالنقط MB⋅ =

����� �����
.��

0MAلدينا�كذلك MB⋅ =
����� �����

��.�Bأو�على�Aمنطبقة�على�Mإذا�كانت
��

]�الدائرة�التي�قطرها ]ABهي�مجموعة�النقط�M�0حيث�MA MB⋅ =
����� �����

 



 ���

�� 

��

� �طرائق� ���

��

	�			تمرين	محلول 			
��( ); ,O i j

� ��
):��حيثABCنعتبر�المثلث.�معلم�متعامد�و�متجانس� )1,1A،( )2,3B )�و− )3,2C.��

]��أكتب�معادلة�للارتفاع�المتعلق�بالضلع ]BC��
		

)�ليكن :حــل )Dالارتفاع�المتعلق�بالضلع�[ ]BCفي�المثلث�ABC�.ٍإذن( )Dطة�هو�المستقيم�الذي�يشمل�النقA�
BCو

�����
BCو�بما�أن�إحداثيات.��شعاع�ناظمي�له

�����
)�هي� )5, )��فإن�معادلة−1 )Dهي�من�الشكل�:��

5 0x y c− + =��
)�تنتمي�إلى�المستقيمAو�بما�أن�النقطة )Dفإن��:( )5 1 1 0c− + �4cو�منه�= = −��

5إذن��� 4 0x y− − ]����هي�معادلة�للارتفاع�المتعلق�بالضلع= ]BC.��
��

	�			تمرين	محلول 			
��( ); ,O i j

� ��
��.معلم�متعامد�و�متجانس�

)عين�معادلة .1 )Cالدائرة�التي�مركزها�( )2,1Ω  .�3و�نصف�قطرها−

)عين�معادلة .2 )C ]�الدائرة�التي�قطرها′ ]ABما�أن��عل( )2, 1A − )�و− )3,2B −. 

)بين�أن�مجموعة�النقط .� ),M x y�2حيث 2 2 3 0x y x+ − −  .�دائرة�يطلب�تعيين�مركزها�و�نصف�قطرها=

)هل .4 )Γمجموعة�النقط�( ),M x y�2حيث 2 2 4 8 0x y x y+ + − + ���؟�دائرة=

��� :حــل

)معادلة .1 )Cهي�( ) ( )
22 2

2 1 3x y+ + − 2:��أي= 2 4 2 2 0x y x y+ + − + = 

2. ( ) ( ),M x y C �0MAيعني�أن∋′ MB⋅ =
����� �����

):�أي )( ) ( )( )2 3 1 2 0x x y y− − − − + − − − = 

)و�منه�معادلة )C �2هي��′ 2 5 4 0x y x y+ + − + =��
)لتكن .3 )C )�مجموعة�النقط′′ ),M x y�2التي�تحقق� 2 2 3 0x y x+ − − =�( )∗ 

)لدينا� )
22 2 1 1x x x− = − )��و�منه���تكتب�− ):�على�الشكل∗( )

2 21 1 3 0x y− − + − =��
)��لدينا�إذن� )

2 2 21 2x y− + =.( )C )�هي�إذن�الدائرة�التي�مركزها�النقطة′′ )1,0I�2و�نصف�قطرها.��
2نكتب .4 2 2 4 8 0x y x y+ + − + )�على�الشكل= ) ( )2 22 4 8 0x x y y+ + − + = 

)و�بما�أن� )
22 2 1 1x x x+ = + )��و�− )

22 4 2 4y y y− = − ):���يكون�لدينا− ) ( )
2 2

1 2 3x y+ + − = −��
)الطرف�الأول�للمساواة�موجب�بينما�طرفها�الثاني�سالب�و�بالتالي�لا�توجد�نقط ),M x yواة�إحداثياها�تحقق�هذه�المسا��.��

)�المجموعة� )Γهي�إذن�مجموعة�خالية�.��
��
2لكل�دائرة�معادلة�من�الشكل :ملاحظة	 2 0x y ax by c+ + + + ���لكن�ليس�كل�معادلة�من�هذا�الشكل�معادلة�لدائرة=



 ��


�� 

��

��الدرس

 حساب	أطوال	و	أقياس	زوايا

 مبرهنة	المتوسط .�

Aو�Bنقطتان�.Iمنتصف�القطعة�المستقيمة�[ ]AB.Mنقطة�كيفية�من�المستوي�. ��

):���لدينا ) ( )
2 22 22 2

MA MB MA MB MI IA MI IB+ = + = + + +
����� ����� ���� ��� ���� ���

��

):���و�منه )
2 2 22 2 2 2MA MB MI MI IA IB IA IB+ = + ⋅ + + +

���� ���� ��� ��� ��� ���
��

0IA:���و�بما�أن IB+ =
��� ��� �

��1و�

2
IA IB AB= ��2أي��= 2 21

4
IA IB AB= =
��� ���

��

�2:فإن 2 2 21
2

2
MA MB MI AB+ = +��

]�منتصف�القطعة�المستقيمة�Iنقطتان�و�Bو�A:مبرهنة��� ]AB.من�أجل�كل�نقطة�Mلدينا�:��
2 2 2 21

2
2

MA MB MI AB+ = +��

 

 العلاقات	المترية	في	مثلث .�

ABCنضع.��مثلثAB c=،AC b=،BC a=،� �BAC A=،� �CBA B=،��
�� �ACB C=و�لتكن�Sمساحة�المثلث�ABC. 

 مبرهنة�الكاشي �

):���لدينا )
22 2 22 2BC BC AC AB AC AB AC AB= = − = + − ⋅

����� ����� ���� ����� ���� ����� ����
��

�cosAC:و�بما�أن AB AC AB A⋅ = ×
����� ����

،2 2
AC b=
�����

�2و 2
AB c=
����

�2:��فإن 2 2 2 cosa b c bc A= + −��
�2و�بإتباع�نفس�الطريقة�نثبت�أن� 2 2 2 cosb a c ac B= + ��2و− 2 2 2 cosc a b ab C= + −��

�ABمثلث�حيث�ABC:مبرهنة��� c=،AC b=و�BC a=�.لدينا�العلاقات�التالية:��
���( )1��2 2 2 2 cosa b c bc A= + −����( )2��2 2 2 2 cosb a c ac B= + −���( )3���2 2 2 2 cosc a b ab C= + −��
��

 �)�306الصفحة��105لنسبة�للبرهان�أنظر�التمرين�رقمبا(��قاعدة�المساحة �

�ABمثلث�حيث�ABC:مبرهنة��� c=،AC b=،BC a=و�Sمساحة�المثلث�ABC�.العلاقات�التاليةلدينا�:��
� � �1 1 1

sin sin sin
2 2 2

S bc A ac B ab C= = =��

 

 �)�306الصفحة�105بالنسبة�للبرهان�أنظر�التمرين�رقم�(�قانون�الجيوب �

�ABمثلث�حيث�ABC:مبرهنة��� c=،AC b=و�BC a=�.قات�التاليةلدينا�العلا:��

� � �sin sin sin

a b c

A B C
= =��



 ���

�� 

��

� ��طرائق�

��

	�			تمرين	محلول 			
	ABCحيث	مثلث		5:AB =،8AC 7BC	و= =.		

)عين .� )Γالنقط	مجموعة	Mتحقق	التي	المستوي	من		2: 2 38MA MC+ = 

 .�C	و�B		لكل	من	��
	و	عين	قيمة	مقربة	إلى	�Aأحسب .�

)	علىB	هي	المسقط	العمودي	للنقطةH	حيثBHأحسب	المسافة	 .� )AC		

��� :حــل
]�منتصف�القطعة�المستقيمةIلتكن�النقطة .1 ]AC�.بتطبيق�مبرهنة�المتوسط�يكون�لدينا: 

2 2 2 21
2

2
MA MC MI AC+ = )�نقطة�منMأنإذن�القول�.�+ )Γ2:��يعني�أن 21

2 38
2

MI AC+ =��

22أي� 32 38MI + �2أو�= 3MI )و�بالتالي�فإن.�= )Γهي�الدائرة�التي�مركزها�النقطة�I�3و�نصف�قطرها.��
�2:�يكون�لديناABCبتطبيق�مبرهنة�الكاشي�في�المثلث .2 2 2 2 cosBC AB AC AB AC A= + − × 

�49أي� 64 25 2 5 8 cos A= + − × × ��و�منه× 1
cos

2
A >�0و�بما�أن.�= <180A

�:��فإن� 60A = �.��

�:�بتطبيق�مبرهنة�الكاشي�و�بعد�الحساب�نجد 1
cos

7
B �:��و�باستعمال�آلة�حاسبة�نقرأ= 81.2B ≈ °.��

�نعلم�أن� � � 180A B C+ + = ��و�منه° 38.8C ≈ °.��

1لدينا�من�جهة .3

2
S AC BH= ×� 

�1و�لدينا�حسب�قاعدة�المساحة
sin

2
S AB AC A= × 

�sinAHو�منه� AB A=�3إي�
5

2
AH = �3لأن�×

sin 60
2

° =��

��


�			تمرين	محلول	 			
��ABCحيث	مثلث	8:BC =،� 50B = �	و° 70C = °.		

		.�Aأحسب .�
		.−210	ثم	عين	مدور	كل	منهما	إلىAC	وABأحسب	 .�

��� :حــل
�من� .1 � � 180A B C+ + = ���نجد��° 60A = °. 

:��يكون�لديناABCبتطبيق�قانون�الجيوب�في�المثلث .2
� � �sin sin sin

AB AC BC

C B A
= = 

و�منه�
�

�

sin 8sin 70

sin 60sin

BC C
AB

A

°
= =

°
�و�

�

�

sin 8sin 50

sin 60sin

BC B
AC

A

°
= =

°
��

��.7.08هو	−�210إلى�ACبينما�مدور�8.68هو−�210إلىABنجد�هكذا�باستعمال�آلة�حاسبة�أن�مدور
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�� 

��

��أعمال�موجهة
��

 المسافة	بين	نقطة	و	مستقيم 

 
)	و	مستقيمA	المسافة	بين	نقطة:تعريف		 )Dالمسافة	هي	AHبين	Aالنقطة	و	Hعلى	العمودي	مسقطها	( )D.		

		

)���������������نعتبر�في�المستوي�المنسوب�إلى�المعلم�المتعامد�و�المتجانس ); ,O I Jنقطة�( )0 0,A x yو�مستقيما�( )D	

0axمعادلته� by c+ + )��حيث�= ) ( ), 0,0a b ≠.��
)�على�Aالمسقط�العمودي�للنقطةHلتكن�النقطة )Dوليكن�n

��
)�الشعاع�الناظمي�للمستقيم )D	هالذي�إحداثيتا	هما( ),a b.��

��
��
��
��
 

		
		

��.�0yو�a،b،c،0xبدلالة�AHحساب�المسافة:الهدف

nبين�أن� .1 AH n AH⋅ = ×
�� ������ ��

��2ثم�استنتج�أن�� 2
n AH a b AH⋅ = + ×
�� ������

���( )1 

)�تنتمي�إلى�المستقيمHعلما�أن�النقطة .2 )Dهيا�و�بفرض�أن�إحداثيتيه�( ),x yبين�أن�: 

0 0n AH ax by c⋅ = + +
�� ������

���( )2��

)�استنتج�من� .3 )�و1( 0:��أن2( 0

2 2

ax by c
AH

a b

+ +
=

+
 

 

)�في�معلم�متعامد�و�متجانس�المسافة�بين�نقطة:مبرهنة�� )0 0,A x yو�مستقيم�( )D�0معادلته�ax by c+ + ��:�هي=

0 0

2 2

ax by c

a b

+ +

+
��

 

		:تطبيقات
)أحسب�المسافة�بين�النقطة � )2,3Aو�المستقيم�( )D2:��ذو�المعدلة 1y x= + 

)عين�معادلة�الدائرة � )Cالتي�مركزها�( )2,1Ω )�و�تمس�المستقيم− )D2:�ذو�المعادلة 0x y+ − = 

)لتكن� � )C )مجموعة�النقط�′ ),M x y2:�و�التي�تحقق�المعادلة 2 2 6 3 0x y x y+ − − − = 

)�بين�أن•��� )C ��.�دائرة�يطلب�تعيين�مركزها�و�نصف�قطرها′
)�هل�المستقيم•��� )D �3ذو�المعادلة�′ 2 4 0x y+ + )�مماس�للدائرة= )C ���؟′



 ���

�� 
��

��أعمال�موجهة

��

 دساتير	الجمع 

)حساب .1 )cos a b−،( )cos a b+،( )sin a b−و	( )sin a b+ 

�����( ); ,O I Jنعتبر�النقطتين.��معلم�متعامد�و�متجانس�للمستويAو�B��
��:�بحيثOمن�الدائرة�المثلثية�التي�مركزها�النقطة

�����������������������( ),OI OA a=
��� ����

)�و� ),OI OB b=
��� ����

��

��
OAعين�إحداثيات�الشعاعين �

����
�OBو

����
 �ثم�باستعمال�العبارة�التحليلية

OB.:�للجداء�السلمي�أحسب OA
���� ����

��
):�لدينا�حسب�علاقة�شال � ) ( ) ( ), , ,OB OA i OA i OB= −

���� ���� � ���� � ����
 بين،.�

):�مي،�أنباستعمال�التعريف�المناسب�للجداء�السل ). cosOB OA a b= −
���� ����

��
��

):�نستنتج�مما�سبق�أن )cos cos cos sin sina b a b a b− = +���( )1��
)�بـb�ِباستبدال�العدد � )b−في�النتيجة�(  :�بين�أن1(

�����������������( )cos cos cos sin sina b a b a b+ = −��( )2��

sinعلما�أن� � cos
2

x x
π 

= − 
 

�cosو sin
2

x x
π 

= − 
 

 �:�بين�أن

( )sin sin cos cos sina b a b a b− = −��( ):���ثم�استنتج�أن3( )sin sin cos cos sina b a b a b+ = +���( )4��

									أكتب	النتائج	السابقة	على	شكل	مبرهنة
		

�تحق�أن•:تطبيق
12 4 6

π π π
= �cosثم�أحسب�القيم�المضبوطة�لـِ�−

12

πو�sin
12

π��

5لـِ��استنتج�القيم�المضبوطة•�������
cos

12

π�5و
sin

12

π��

cos	عبارة .2 2aو	sin 2a 

2:�بين،�باستعمال�النتائج�السابقة،�أن � 2cos 2 cos sina a a= �sinو�− 2 2sin cosa a a= 

 

2:�بين�أن � 2cos 2 2cos 1 1 2sina a a= − = −��
��	أكتب	النتائج	السابقة	على	شكل	مبرهنة						

��

cosأحسب�القيم�المضبوطة�لـِ�•:تطبيق
8

πو�sin
8

π��

2:�بين�أن•��� 1 cos 2
cos

2

a
a

+
�2و= 1 cos 2

sin
2

a
a

−
=��
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��

��حلولةمسائل�م

��

		( ); ;O i j
� ��

).	معلم	متعامد	و	متجانس )Dيشمل	الذي	النقطةالمستقيم	( )1,1Bو	( )2,1n
��

		.	شعاع	ناظمي	له

)عين	معادلة	للمستقيم .� )D	كانت	إذا	أنه	بين	ثم( ),M x yمن	نقطة	( )Dتحقق	إحداثييها	فإن	: 

1x k= − 2				و		+ 1y k= 		.	عدد	حقيقي	كيفيk	حيث		+
):		بـℝِى	المعرفة	علfعين	القيمة	الحدية	الصغرى	للدالة .� ) 25 10 10f k k k= − + 

)لتكن	النقطة .� )2;4A	.2أحسب
AMبدلالة	kالنقطة	بين	المسافة	استنتج	ثم	Aالمستقيم	و	( )D. 

		
		

 

)معادلة�المستقيم .1 )D2:�هي�من�الشكل 0x y c+ + )�لأن�= )2,1n
��

 .شعاع�ناظمي�له	

)بما�أن�النقطة )1,1Bتنتمي�إلى�( )D	فإن�إحداثييها�تححق�معادلة( )Dأي	:( )2 1 1 0c+ + 3c:�و�منه	= = −��
2نستنتج�أن��� 3 0x y+ − )���هي�معادلة�للمستقيم= )D.��

)القول�أن�النقطة ),M x yتنتمي�إلى�المستقيم�( )Dيعني�أن�الشعاعين�BM
�����

�uو
�

�uمرتبطان�خطيا�حيث
�

�شعاع�
)توجيه�للمستقيم )D�.نأخذ�مثلا( )1,2u −

�
.��

BM
�����

�uو
�

BM:��بحيث�kمرتبطان�خطيا�يعني�أنه�يوجد�عدد�حقيقي k u=
����� �

�1أي�

1 2

x k

y k

− = −


− =
��

)نجد�هكذا�أن�إحداثيات�النقطة ),M x y�1تحقق���

2 1

x k

y k

= − +


= +
��

):�لدينا .2 ) 25 10 10f k k k= − ):��و�منه+ ) ( )10 1f k k′ = − 

��:لدينا
+∞������������������1����������������−∞��k��

)إشارة��-����������������������0+��������� )f k′��
��

fبما�أن� )�هي��1تقبل�قيمة�حدية�صغرى�عند�fفإن�الدالة�1تنعدم�مغيرة�إشارتها�عند�القية′ )1f��
):لدينا ) ( ) ( )

2
1 5 1 10 1 10 5f = − + ��.�5هي��ℝعلىfإذن�القيمة�الحدية�الصغرى�للدالة.�=

):لدينا .3 ) ( )
2 22 2 4AM x y= − + − 

−�1kبـx�ِو�منه�بعد�تعويض�� �2بـ��y�ِو�تعويض���+ 1k +���
):�يكون�لدينا ) ( )

2 22 1 2 3AM k k= − − + ��2أي�− 25 10 10AM k k= − +��
��

		المسافة	بين	نقطة	و	مستقيم	هي	أصغر	مسافة	بين	هذه	النقطة	و	نقطة	كيفية	من	هذا	المستقيم���
��

�2أن����نلاحظ ( )AM f k=�2و�منه�أصغر�قيمة�تأخذها�
AM�5هي��

)�و�المستقيمAتج�هكذا�أن�المسافة�بين�النقطةنستن )D5:��هي.��



 ���

�� 

��

� �مسائل�محلولة� ���

��

				ABCمثلث		نضع.AB c=،AC b=،BC a=،� �BAC A=،� �CBA B=،� �ACB C=	.		
		.	إلى	نصف	محيطهp		و	بالرمزABC	المثلث	إلى	مساحةS		نرمز	بالرمز

�بين	أن			 .� ( )2
1 cos

p p a
A

bc

−
+ �			و	أن			= ( ) ( )2

1 cos
p b p c

A
bc

− −
− = 

�sinاستنتج .� Aبدلالة	p،a،bو	cأن	بين	ثم			:( ) ( ) ( )S p p a p b p c= − − − 

15a:	نفرض .� cm=،9b cm=و	11c cm= 

2أحسب	بـِ	 •
cmالمساحة	S	إلى	لها	مقربة	قيمة	عين	ثم	
�
� 


	إلى	�Aعين	قيمة	مقربة	لـِ	 •�
� 

 

��2:يق�مبرهنة�الكاشيلدينا�بتطب .�1 2 2 2 cosa b c bc A= + ��و�منه�−
2 2 2

cos
2

b c a
A

bc

+ −
= 

:���و�بالتالي
� ( )

� ( )

2 22 2 2

222 2 2

2
1 cos

2 2

2
1 cos

2 2

b c abc b c a
A

bc bc

a b cbc b c a
A

bc bc

 + −+ + −
+ = =




− −− − +
− = =

��

)�لدينا� )
1

2
p a b c= + :��و�منه+

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

2 2

22

1 1

4 4

1 1

4 4

p p a a b c a b c b c a

p b p c a b c a b c a b c

  − = + + − + + = + −  

  − − = − − + − = − −        

��

�:��نجد�بعد�التعويض ( )2
1 cos

p p a
A

bc

−
+ ����و����= ( )( )2

1 cos
p b p c

A
bc

− −
− =��

�نعلم�أن� .�2 �2 2cos sin 1A A+ ��و�منه�= � �( ) �( )2 2sin 1 cos 1 cos 1 cosA A A A= − = − + 

�نجد�هكذا� ( )( ) ( )2

2 2

4
sin

p p a p b p c
A

b c

− − −
=��

�1نعلم�أن�
sin

2
S bc A=��2و�منه� 2 2 21

sin
4

S b c A=أي��( )( )( )2
S p p a p b p c= − − −��

p،pو�بما�أن�الأعداد� a−،p b−و�p c−موجبة�فإن��( ) ( ) ( )S p p a p b p c= − − −��

��-	Héron	-قاعدة	هيرون	"	تسمى	النتيجة	السابقة	
��

35:��لدينا• .�3

2
p 235:��و�منه�بتطبيق�قاعدة�هيرون�يكون�لدينا= 5 17 13 38675

16 4
S cm

× × ×
= = 

249,16S:�����������������������������������نجد�هكذا cm≈��

���نعلم�حسب�مبرهنة�الكاشي�أن��•�����
2 2 2

cos
2

b c a
A

bc

+ −
���و�منه�= 23

cos
198

A = −��

�:���باستعمال�آلة�حاسبة�نجد 96,67A ≈ °��



 ��	

�� 
��

��أعمال�تطبيقية

 تعيين	مجموعات	نقط 

)معلم�متعامد�و�متجانس�نعتبر�في�المستوي�المنسوب�إلى ), ,O A Bالنقطة�( )2;1Cو�لتكن�Pتغيرة��نقطة�م
)على�محور�الفواصل ),O A.��

��:		هوالهدف
)تعيين.	������� )1Eللنقطة	الهندسي	المحل	Mبالمثلث	المحيطة	مركزالدائرة	PBC	لما	تمسحPالمحور( ),O A 

)تعيين.	�						 )2Eللنقطة	الهندسي	المحل	Hالمثلث	ارتفاعات	تقاطع	نقطة	PBCتمسح	لما	Pالمحور( ),O A		

)تعيين	المجموعة .� )1E		
 :التخمين	باستعمال	برمجية	هندسية	ديناميكية �

 

)خطوات�الانجاز�باستعمال�برمجية�ديكليك������� )Declic��
)�������أنشئ�في�البداية�المعلم�المتعامد�و�المتجانس� ), ,O A Bباستعمال�الأزرار�      ���������������������
���باختيار�التعليمة�����������������������������������Cثم��أنشئ�النقطة

��
������( )int ,po x yضمن�فئةcréerالموجودة�في�القائمة�العلوية�للبرمجية�.��

)�متحركة�على�المحور���Pنقطة   �������أنشئ�بواسطة�الزر ),O A.��
�������.������مرتين�و�الزر��تقاطع�محورين�باستعمال�الزر�������Mأنشئ�النقطة

��التعليمة���أنقر�بالفأرة�علىDiversثم�في�القائمة�العلوية�للبرمجية�ضمن�فئة�������
�������Lieu de pointsو�أنقر�على�النقطة��Pالنقطة�و�اسحب�نحوMدون�تحرير�زر�الفأرة���

)على�المحور�������Pبعد�ذلك�قم�بتحريك�النقطة ),O Aو�لاحظ�ماذا�ترسم�النقطة��M.��
��

 :برهان	التخمين �

]�عين�معادلة�لمحور�Pإلى�فاصلة�النقطةaإذا�رمزنا�بـِ��•				 ]BCو�معادلة�لمحور�[ ]BPبدلالة�a.��
)،��aعين،�بدلالة•���� ),x yإحداثيي�النقطة�M�.بين�أنه�من�أجل�كل�عدد�حقيقيa1:�لدينا 0y − ≤. 

)تعيين	المجموعة .� )2E		
 :التخمين �

)�بعد�إنشاء�المعلم�المتعامد�و�المتجانس•			 ), ,O A Bأنشئ�النقطC،Pو�Hباستعمال�الأزرة�المناسبة�.��
)على�المحور�Pبإتباع�نفس�الخطوات�السابقة�قم�بتحريك�النقطة•��� ),O Aو�لاحظ�ماذا�ترسم�النقطة��H.��
)�بتخمين�عين�بيانيا�طبيعة�المجموعة•��� )2E.��
 :برهان	التخمين �

���؟�HوPماذا�تلاحظ�بالنسبة�لفاصلتي�النقطتين•			
]�المتعلق�بالضلع�PBCعين�معادلة�لارتفاع�المثلث�Pإلى�فاصلة�النقطة�aإذا�رمزنا�بـِ�•��� ]PC.��
��.�aبدلالة�Hعين�ترتيب�النقطة•���
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��

� ��أعمال�تطبيقية�

��

 نقطتعيين	مجموعة	 

( )Cدائرة�مركزها�Oو�نصف�قطرها�R.Aنقطة�ثابتة�داخل�الدائرة�( )Cو�Pنقطة�متغيرة�على�الدائرة�( )C�.
)المستقيم�العمودي�على )APفي�النقطة�Aيقطع�الدائرة�( )Cفي�نقطة�Q�.نسميMمنتصف�القطعة�[ ]PQ. 

��:	و	هالهدف
)تعيين					 )Eللنقطة	الهندسي	المحل	Mمنتصف	[ ]PQ		لما	النقطةتمسح	Pالدائرة	( )C.		

 

)تعيين	المجموعة )E		
 :استعمال	برمجية	هندسية	ديناميكيةالتخمين	ب �

)خطوات�الانجاز�باستعمال�برمجية�ديكليك )Declic��
��
 

)�الدائرةباستعمال�الأزرة�المناسبة�أنشئ�كلا�من������ )Cو�النقط��A،P،Qو�M.��
��التعليمة��أنقر�بالفأرة�علىDiversفي�القائمة�العلوية�للبرمجية�ضمن�فئة��������
������Lieu de pointsو�أنقر�على�النقطة��Pالنقطة�و�اسحب�نحوMدون�تحرير���

)علىPبعد�ذلك�قم�بتحريك�النقطة.�������زر�الفأرة )Cو�لاحظ�ماذا�ترسم�النقطة�M.��
]�منتصف�������Mيظهر�جليا�أن�المحل�الهندسي�للنقطة ]PQلما�تمسح�النقطة�P��

)�������الدائرة )Cهي�دائرة�( )C )إلا�أن�مركز�الدائرة.�′ )C ��لتخمين�وضعيته.�غير�معلوم′
)�������نعتبر�ثلاث�نقط�من�الدائرة )C Oنقطة�تقاطعهما.�ستقيمتين�ثم�ننشئ�محوري�قطعتين�م′ ���هي�مركز′

)�������الدائرة )C ′.��
������Oما�هو�تخمينك�بالنسبة�لوضعية�المركز ���؟′

��
��

 )يرتكز�البرهان�أساسا�على�مبرهنة�المتوسط��(� برهان	التخمين �

�MAو�أن�Mقائم�فيOMPأثبت�أن�المثلث .�1 MP=��2ثم�بين�أن 2 2
MA MO R+  :استنتج�أن.�=

O M r′ يث��ح��=
2 2

2 2

4

R OA
r

−
=��( )0r >.��

 :دراسة�المسألة�العكسية .2

�Oتحقق�Mنقطةنعتبر� M r′ �مع�=
2 2

2 2

4

R OA
r

−
=��

2بين�أن� • 2 2
MA MO R+ )�تقع�داخل�الدائرة�Mثم�استنتج�أن�النقطة= )C. 

)المستقيم�العمودي�على • )OMيقطع�الدائرة�( )Cفي�نقطتين�Pو�Q�.بين�أنMمنتصف�[ ]PQو�أن��
)�تنتمي�إلى�الدائرة�Mأن�النقطةجاستنت.�Aقائم�في�النقطةAPQالمثلث )C ′. 
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		.أصحيح	أم	خاطئ	
��.الجداء�السلمي�لشعاعين�هو�عدد�حقيقي�موجب�

uإذا�كان�
�

�vو
�

:�ن��شاعين�مرتبطين�خطيا�فإ
. || || || ||u v u v= ×
� � � �

���
uمن�أجل�كل�شعاع
�

�،�2 2|| ||u u=
� �

||�إذن� ||u u=
� �

��
.�إذا�كان 0u v =

� �
�0uفإن� =

�
�0vأو =

�
.���

||�إذا�كان || 1u =
�

،|| || 2u =
�

)و� )
2

,
3

u v
π

=
� �

��فإن
. 1u v = −
� �

�����

||�إذا�كان || 2u =
�

،|| || 1u =
�

)و� ),
4

u v
π

= −
� �

�

||2فإن� || 4u v+ =
� �

��
uمن�أجل�كل�الأشعة
�

،�v
�

�،�w
��

�،
( ) ( ). 2 .2 .w v wu v u w= −−

�� � ��� � � ����
uمن�أجل�كل�شعاعين
�

،�v
�

�،�
2 2 2|| || || || 2 . || ||u v u u v v+ = + +

� � � � � �
��

.�إذا�كان .u v u w=
� � � ��

�vفإن� w=
� ��

.���
AB.2إذا�علمنا�أن� AC AB=

���� ����
�مثلث��ABCفإن�

���.Aمتساوي�الساقين�رأسه
Aنقطة�و�u

�
�Mمجموعة�النقط.��شعاع�غير�معدوم

.يث�ح 0AM u =
����� �

��.�هي�مستقيم�
في�معلم�متعامد�ومتجانس�،�معادلة�الدائرة�ذات�

)المركز )1;2Aهي��2ونصف�القطر��
2 2 2 4 1 0x y x y+ − − + =��
1

cos 3 sin cos
23 7 7 7

π π π π   
=+ −   

   
.���

x�،�2من�أجل�كل�عدد�حقيقي 1 cos
cos

2 2

x x+
=.��

ان�إذا�ك
3

3
u
 
 
 
 

�
||�فإن� || 3u =

�
.���

إذا�كان�
2

3
u

− 
 
 
 

�
�و�

1

1
v
 
 
 − 

�
.�فإن� 5u v = −

� �
�.���

إذا�كان�
3

1
u
 
 
 
 

�
�و�

1

3
v

− 
 
 − 

�
�uفإن� v⊥

� �
��

��
��

		

		أسـئـلة	متـعـددة	الاختيارات
		.اختر	الأجوبة	الصحيحة	من	بين	الاقتراحات	

ABCDمربع�مركزه�O�1وطول�ضلعه�.���
OBالجداء�السلمي�للشعاعين�

����
�ODو�

����
��:�هو�

�0)�أ 1)�ب�

2
���� 1)�ج�

2
−.���

DC.نفس�المربع�للتمرين�السابق�لدينا� DB
���� ����

��:�يساوي�
��1)�أ ��2)�ب� ��0)�ج�

ABCــث�حيـــث�� �1ACمثلـ =�،�2BC =�

)و );
3

CA CB
π

=
���� ����

CACB.:��لدينا�
���� ����

��:�يساوي�

1)�أ

2
−�� ��1)�������ب� ��� ���.3)�ج�

)في�معلـم�متعامـد�ومتجـانس�لـدينا���������� )1 ; 2u −
�

��،�
( )2 ; 3v −
�

u.�؛� v
� �

��:�يساوي�
�−8)�أ ��8)����ب� ��4)�ج�

في�معلم�متعامد�ومتجانس�إذا�كان�من�أجل�كل�عـدد�����������

�؛�θحقيقي
sin

cos
u

θ

θ

 
 
 
 

�
��:��فإن�

||)�أ || 1u =
�

��� ||�)ب� || | cos 2 |u θ=
�

���
||�)ج || | sin 2 |u θ=

�
.���

2القول� 2

u v=
� �

�� ��:يعني�القول��
u)�أ v=

� �
���� ))ب� ) ( )u v u v⊥+ −

� � � ����
2u)�ج v u+ =

� � �
�0uأو v+ =

� � �
.���

2 22|| ||u v u v+ = +
� � � �

��:�معناه�
u//)�أ v

� �
� u)����ب� v⊥

� �
� u)����ج� v=

� �
.���

( )2;3u −
�

��:�هو�شعاع�ناظمي�للمستقيم�ذي�المعادلة�
�3)أ 2 2 0x y− + + �2)�������ب= 3 1 0x y− + − =��

3)�ج 2 1 0x y+ + =��
Aو����Bمجموعة�النقط���.��نقطتان�من�المستوي�����M�

.:�من�المستوي�التي�تحقق�العلاقة� 0MA MB =
���� ����

��:�هي�
��)�أ� ]محور�القطعة�� ]AB.���
���)�ب� ]الدائرة�ذات�القطر�� ]AB.� 

)المستقيم� )AB.���
��
��

� 

� 
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		الجداء	السلمي	لشعاعين
�����ABDو��BCDمثلثان�متقايسا�الأضلاع����
4BDحيث� ��:احسب�الجداءات�السلمية�التالية.�=
.AB AD

���� ����
�،��.BA BC

���� ����
�،���

.DO CD
���� ����

AD.�و� CB
���� ����

��
��

������( );O Iمحور�للمستقيم��( )d�1حيث�OI =���
���

����احسب�الجداءات�السلمية�التالية
.AB AC

���� ����
�،�.AD CB

���� ����
�،��.AB CD

���� ����
���

�.DC AD
���� ����

�،��.OD OI
���� ���

�،�.IA DB
��� ����

��
�����ABCD�6مربع�حيث�AB ���نقطة�تقاطع��Iو=

��:احسب�الجداءات�السلمية�التالية.����قطريه
.AB DC

���� ����
�،�.AB CB

���� ����
�،�.IB IC

��� ���
�،��.DI BI

���� ���
��

�����ABCمثلث�متساوي�الساقين�و�قائم�في��Bو�ACD��
6ACعلما�أن�.مثلث�متقايس�الأضلاع� =��

��احسب�الجداءات�السلمية)��1
AB.�التالية� AC

���� ����
،�.AC CD

���� ����
،���

��.DC DA
����� ����

�،�.DC DB
���� ����

��
����Hحيث�DHاحسب�)���2

)�على�المستقيم�Bدي�لـ�����هو��المسقط�العمو )DC.���
CD.احسب�الجداء�السلمي�)����3 CB

���� ����
���و�استنتج�قيمة�

������cosDCB��
�����ABCD�3مستطيل�حيث�AD �5ABو�= =.���

Eمنتصف�[ ]AB.��
��)انظر�الشكل�المقابل�(
��.�DEوACاحسب�)�1
��عبر�عن�الشعاعين�)�2
�AC

����
�DEو�

����
�ABبدلالة

����
��ADو�

����
.��

AC.�احسب�الجداء�السلمي-��� DE
���� ����

.���
)استنتج�قيمة�الزاوية)�3 );DE ACθ =

���� ����
���بالدرجات

���.���0,01بتقريب�
�������ABCمثلث�متساوي�الساقين�في��Aحيث����

��
��
��

3AB cm=،�4BC cm=.�Oمنتصف�القطعة��[ ]BC���
CA.احسب�)�1 CB

���� ����
OA.���و BC

���� ����
���

2�(Iـ��المسقط�العمودي��Bعلى��( )AC���
��.���CIاحسب�المسافة�

������ABC�2مثلث�حيث�AB ��3ACو�= =��
.���و� 4AB AC =

���� ����
.���

��.�؟�علل�Aفي�هل�هذا�المثلث�قائم
�����ABC�2مثلث�حيث�AB =�،�3AC =���
.���و� 4AB AC =

���� ����
��

��.��Bقائم�فيABCبين�أن�المثلث�)�1
CA.احسب�)�2 CB

���� ����
بالدرجات��(��Cو��Aثم�قيساً�للزاويتين

���).−110و�بتقريب�إلى�
���حيث�Oمركزه�الاتجاه�المباشر������ABCDنعتبر�معينا

���10AC �6BDو�= =.��
AB.احسب�)�1 AD

���� ����
.��

)�على��Dالمسقط�العمودي�للنقطة�Pليكن�)�2 )AB.���
���.�����APاحسب�

����ABC�5مثلث��متقايس�الأضلاع�طول�ضلعه�cm���
]�منتصف�Iو� ]BC.����

��:�احسب�الجداءات�السلمية�التالية
.BA BC

���� ����
�،�.CA CI

���� ���
�،�( ).AI AB AC−

��� ���� ����
.���

�����ABCD�4متوازي�أضلاع�حيث�AB =،����
�5AD �7ACو�= =.���

AB.�احسب� AD
���� ����

���.BDاستنتج��.�
�����Aو��B�4نقطتان�حيث�AB =.�dهو�المستقيم��

)العمودي�على� )ABفي��B���
����فإن��dنقطة�كيفية�منMا�كانت�بين�أنه�إذ)��1

����. 16AM AB =
����� ����

���
.�نقطة�حيث�Nبين�أنه�إذا�كانت�)�2 16AN AB =

���� ����
���

���.�dنقطة�من�المستقيم��Nفإن�
�������ABCDمربع�طول�ضلعه��a.�Iو��Jمنتصفي��

]القطعتين� ]ABو�[ ]BCعلى�الترتيب��.��
Kنقطة�تقاطع��[ ]AJو���[ ]CI���
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AJ.عبر�بطريقتين�عن�الجداء�السلمي��)�1 CI
���� ���

���
���)�0,1لى�أعط�قيمة�مقربة�إ�(��JKIعين�قيسا�للزاوية�)�2

������ABC�10مثلث�حيث�AB =�،�8BC =��
����12ACو� =���
AB.احسب�)�1 AC

���� ����
��

��.�مدورة�إلى�الوحدة�BACاستنتج�الزاوية�)�2
������u
�

�vو�
�

�3uشعاعان�حيث� =
���

�2vو� =
���

��

.�و� 3u v = −
� �

���

)�احسب� )
2

3 2u v−
� �

)��و� ) ( )4 3 2u v u v− +
� � � �

��

������u
�

�vو�
�

��3uشعاعان�حيث� =
���

�2vو� =
���

��

.�و� 5u v =
� �

���

)�احسب� )
2

u v+
� �

،��( )u v−
� �

�،�( ) ( )u v u v− +
� � � �

��

��نس�نعتبر�الشعاعين��������في�معلم�متعامد�و�متجا
����( )3; 2u −

�
��( )2;4v

�
.���

u.���احسب� v
� �

�،��v
�

�،���2

u
�

���

������ABC�2مثلث�حيث�AB =�،�1,5BC =��

���11و�
.

8
AB AC =
���� ����

��

)�احسب� ),cos AB AC
���� ����

��

������ABC�2مثلث�حيث�AB =�،�3AC =���
�����1,5BCو� =���
CA.احسب� CB

���� ����
)�ثم� ),cos AB AC

���� ����
�و�قيمة�مقربة�إلى��

����BACالوحدة�لـ�
������u
�

�vو�
�

)نرمز�بـ.��شعاعان� ),u v = α
� �

��)بالراديان�(

u.احسب�الجداء�السلمي� v
� �

��:�في�الحالات�التالية

1�(3u =
���

�2vو� =
���

��و�
4

π
α =���

2�(5

7
u =
���

�1و�

2
v =
���

��و�
6

π
α =��

3�(5u =
���

�3و�

2
v =
���

��2و�

3

π
α =��

4�(2u =
���

�7vو� =
���

��5و�

6

π
α =��

������
��
��

��������u
�

��vو�
�

��uشعاعان�حيث� v=
��� ���

،����

������( ) 5
,

6
u v

π
=

� �
�2و� 3

.
3

u v = −
� �

��

�uاحسب�
���

.���
�������uليكن�
�

��vو�
�

��.غير�معدومين���شعاعان�
)�������نضع� ),u v = θ

� �
��

)عبر�عن�)�1 ),u v−
� �

��.�θبدلالة�

):���استنتج�أن ) ( ) ( ). . .u v u v u v− = − = −
� � � � � �

���

)�:بين�العلاقة�)�2 )2 2 21
.

2
u v u v u v= + − −
� � � � � ��

��

3ABيعطى�:��تطبيق)�3 =�،�3

2
AC =���

����9و�
.

4
AB AC = −
���� ����

��

���BCو�الطول���BACعين�الزاوية�
)�������في�معلم�متعامد�و�متجانس� ); ,O I Jيعطى��:��

�1)�أ
, 2

2
u
 

− 
 

�
،�( )4, 1v −

�
u.احسب��. v

� �
)�و� )cos ,u v

� �
��

3)�ب 1
,

2 2
u
 
  
 

�
،��. 1u v = −

� �
�uو� v=

� �
��

��vاحسب�مركبتي�الشعاع�
�

��

2)��جـ 2
cos ,sin

3 3
u

π π 
 
 

�
�cosو� ,sin

4 4
v

π π 
 
 

�
��

u.��احسب� v
� �

)و��الزاوية�� ),u v
� �

���
��Cو��������A،�Bفي�معلم�متعامد�و�متجانس،�النقط�

���(1;0)�و�(4;3)�،(2;5)احداثياتها�على�الترتيب�
AB.احسب�الجداء�السلمي�)�1 AC

���� ����
.��

��.�ACوABاحسب�الطولين�)�2
��.�مدورة�إلى�الوحدة��BACتنتج�قيمة�للزاوية�اس)�3

��Cو�������A،�Bفي�معلم�متعامد�و�متجانس،�النقط�
3)�و�(4;3)�،(1;1)احداثياتها�على�الترتيب� ; 1)k− −��

��.�عدد�حقيقي��kحيث�
���ABCحتى�يكون�المثلث�kعين�العدد�الحقيقي�)�1

��.�����Aقائما�في�
��.�Aمتساوي�الساقين�في�ABCبرهن�أن�المثلث�)�2

��
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�����
������ABCمثلث�قائم�في��A.�'Aنقطة����
]من� ]AC.الموازي�للمستقيم��( )AB���

)�يقطع�A'و�الذي�يشمل� )BCفي�'B���
.�قارن�بين� 'AC AB

���� �����
.�و� 'AC BA

���� ����
��

��.����نأخذ�السنتيمتر�كوحدة� 
��:�حيث��������ABCأنشئ�مثلثا�

3AB)�أ� =�،��6AC .��و�= 9AB AC =
���� ����

���
4AB)��ب =�،��5AC .��و�= 12AB AC = −

���� ����
��

3AB)�جـ =�،��4AC .��و�= 0AB AC =
���� ����

��
       �ABCDو��4مربع�طول�ضلعه���ABIمثلث��

��Iـ�ين�العموديين�المسقط�KوJنسمي.متقايس�الأضلاع�
)على� )ABو�( )ADعلى�الترتيب�.��
��احسب�الجداءات�السلمية)�1
�.IJ IA

��� ���
�،��.AD AI

���� ���
،�����

�.AI CB
��� ����

�،��.IJ DC
��� ����

.���
AB.احسب�)�أ)�2 DI

���� ����
DA.���و�� DI

���� ����
���

����DKIفي�المثلث�DIاحسب�)�ب
����075cosو�015cosاستنتج�من�النتائج�السابقة�قيم�

��)�متساوي�الساقينADIلاحظ�أن�المثلث�(�
AB.ي�كل�حالة�اختر�طريقة�مناسبة�لحساب��ف AC

���� ����
��

������O�،نقطة�من�المستوي��i
�

�jو�
�

�شعاعان�طويلتاهما�
�OA:��ـقطتان�معرفتان��ن�Bو�A.1تساوي� i=

���� �
�

OBو j=
���� �

�AOBنرمز�إلى��. = α.��
�2uنضع� i j= +

� � �
����2vو� i j= −

� � �
��

Cو��Dـ�نقطتان�معرفتان���:�OC u=
���� �

�ODو� v=
���� �

��

2احسب�)�1

u
�

�،�2

v
�

u.��و� v
� �

�����αبدلالة�

1عين�قيمة�مقربة�إلى�)�2

10
��CODوية���لقياس�الزا

��:بالراديان�في�كل�من�الحالتين�التاليتين

)��أ
3

π
α )����ب=

2

π
α =���

��
��

�����������

��������ABCD���������4ف�����AB =،�2AD =��

���������5DCو =			
��:احسب�الجداءات�السلمية�التالية)�1

.DC DB
���� ����

�،�.AB BC
���� ����

�،���
.AD BC

���� ����
�،�.AC DB

���� ����
���

CACB.احسب�)�2
���� ����

.���
���ACBقيس�الزاوية�استنتج�قيمة�مقربة�ل)�3

���ACEF،�نرسم�مربعين���������ABCخارج�مثلث�
���.��BCDGو�
.بين�أن�)�1 .CACB CD CE= −

���� ���� ���� ����
���

BE.احسب�)�2 AD
���� ����

��ماذا�تستنتج؟.
CE.عد�المقارنة�بين�ب)�3 CB

���� ����
���

CACD.�و
���� ����

�BE،�بين�أن AD=��
  ������ABCDمربع�مركزه�O�4حيث�AB =.���

AB.��احسب�الجداء�السلمي AC
���� ����

��:�باستعمال
��.تعريف�الجداء�السلمي )1
2( ( ),cos AB AC

���� ����
�5 

)الإحداثيات�في�المعلم� )3 ); ,A i j
� �

�1حيث�

4
i AB=
� ����

� 

�1و�

4
j AD=
� ����

��

)العلاقة�)�4 )
22

BC AC AB= −
���� ���� ����

��
��������u
�

�vو�
�

��.�شعاعان�من�المستوي

:بين�أن)�1
2 2

4 .u v u v u v+ − − =
� � � � � �

����

)��و� )2 2 2 2
2u v u v u v+ + − = +

� � � � � �
��

)بين�أن�)�2 ) ( )
2 2

.u v u v u v+ − = −
� � � � � �

��
ج�أن�قطرا�متوازي�أضلاع�يكونا�متعامدين�إذا�تاستن �

 .وفقط��إذا�كانت�أضلاعه�متقايسة

		�����ABCمثلث�و��Iمنتصف�[ ]BCحيث�����
�2BI ��3AIو�= ��)انظر�الشكل�(=

AB.��احسب AC
���� ����

�،��2 2
AB AC+�،���

��2 2
AB AC−�،�AB�،�AC��
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��تطبيقات	على	الجداء	السلمي

 

 �������ABCD�1مربع�طول�ضلعه�.�Kنطة�كيفية�من��
[ ]AC.Mو�Nالمقطان�العموديان�لـ�Kعلى��( )DC�

)و )DAعلى�الترتيب��.��
)بين�أن�المستقيمين�)�1 )MN��
)�و )BKمتعامدان���
���

)�نأخذ� ; )K x xفي�المعلم��( ); ,A AB AD
���� ����

��

)هل�المستقيمان�)�2 )BMو�( )CNمتعادين؟علل�.��

)متجانس�في�معلم�متعامد�و ); ,O i j
� �

ن��نعتبر�النقطتي

( 2; 2)A − ���.B(1;1)��و−

)�من�Mعين�النقط�)�1 );O i
�

��حيث�يكون�المستقيمان�

( )AMو�( )BMمتعامدان�.��

)�من�Nعين�النقط�)�2 );O j
�

كون�المثلث���حيث�ي

ABNقائما�في��N.���
�إلى�النقطتين�المحصلتين�عليهما��1Nو�1Mـنرمز�)�3

1بين�أن�الرباعي�.سابقاً� 1AM BNمربع�.��
������ABCDن�ينعرف�النقطت.��4مربع�طول�ضلعه�I�

1:�كما�يليJو

3
AI AD=
��� ����

�3و�

4
BJ BC=
���� ����

.��

�1نضع�

4
u AB=
� ����

��1و

4
v AD=
� ����

.���

)بين�أن�المعلم�)�1 ); ,A u v
� �

عين��متعامد�ومتجانس�و

���.�JوA،�B،�C،�Dاحداثيي�النقط�
)المستقيم�.��نقطة�Mلتكن�)�2 )CDمعرف�بـ����:��

���DM xDC=
����� ����

���
�)�أ )�في�المعلم�Mحداثيي�النقطة�إعين�� ); ,A u v

� �
.��

�بحيث�يكون�المستقيم�Mعين�وضعية�النقطة���)�ب
( )BMالمستقيم��عمودي�على�( )IJ��

��
��
��

المستوي�منسوب�إلى��	���إلى��
		�بالنسبة�للتمارين�من
)متجانس�معلم�متعامد�و ); ,O i j

� �
���

)�������نعتبر�النقط� 2;0)A −�،�(2;1)Bو�( 3;3)C −���
���.�ABCفي�المثلث��Aـ�معادلة�الارتفاع�المار�عين)�1
]عين�معادلة�لمحور�القطعة)��2 ]BC���

)�������عين�معادلة�ديكارتية�للمستقيم� )Dفي�كل�حالة���
��:����من�الحالات�التالية

))�أ )D2)�يشمل�; 1)A ��2و−

3
n
 
 
 

�
��.��شعاع�ناظمي�له

))�ب )Dيشمل��( 2;1)A ��و�عمودي�على�المستقيم�−
( )BCحيث��( 2;1)B ���C(2;5)�و−

))�جـ )Dيشمل��Oو�عمودي�على�المستقيم�الذي����
���2معادلته� 3 6 0x y+ − =��

������1D�2و�Dمستقيمان�معادلتاهما�على�الترتيب��:��

�����2 1y x= �3و+

2

x
y

+
= −���

1nعين�شعاعا�ناظميا)1
��

�2nو�شعاعا�ناظميا�1Dِـ�
���

���2Dِـ�
2nاحسب�)�2

���
.��1n

��
.��

���؟�2Dو�1Dماذا�تستنتج�بالنسبة�للمستقيمين�)�3
������ABC5)�مثلث�حيث�; 2)A −�،�(2; 1)B −�

���.C(3;1)و
���.�Aِـعادلة�للارتفاع�المار�عين�م)�1
���.�Bِـعين�معادلة�للارتفاع�المار�)�2
��.حداثيي�نقطة�تقاطع�الارتفاعاتإعين�)�3

������Aو�Bحداثييهما�على�الترتيبإ�نقطتان���
������( ;3)�و−(1;1 1)−.��
��:��من�المستوي�حيثMما�هي�مجموعة�النقط�)�1

��������. 0AM AB =
����� ����

���؟
��.عين�معادلة�لهذه�المجموعة)�2

    ���Aو�Bقطتان�احداثييهما�على�الترتيب�ن��
������( ��.(0;2)�و−(2;3
]عين�معادلة�الدائرة�التي�قطرها� )1 ]AB.��
 Bعين�معادلة�لمماس�هذه�الدائرة�في�النقطة )2
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��

��

�����
)�وA،�(3;0)B(3;1)��لتكن�النقط� 5; 1)C − −.��

��.�قائمABCبين�أن�المثلث�)�1
��.ABCعين�معادلة�للدائرة�المحاطة�بالمثلث�)�2
��.Aعين�معادلة�لمماس�هذه�الدائرة�في�)�3
�����( )D�1المستقيم�الذي�معادلتهy x= −���

���.(3;2)�النقطة�التي�احداثييها������Aو�
)على���Aإلى�المسقط�العمودي�للنقطةHنرمز�بـ )D.��

AHماذا�يمكن�القول�عن�الشعاع )1
����

���؟
 .Hعين�احداثيي�النقطة� )2

 .AHاحسب�المسافة� )3

3لتكن�النقط�
; 1

2
A
 

− − 
 

،�( 1;3)B ;5)�و− 1)C −��

��Hهى�المسقط�العمودي�للنقطة�Aعلى��( )BC.��
nعين�شعاعا� )1

�
)�ناظميا�على� )BC.��

AB.احسب� )2 n
���� �

 .�بطريقتين

 AHاستنتج�المسافة� )3

9لتكن�         
0;

2
A
 
 
 

)�و� )Dالمستقيم�الذي�معادلته��

4 3 1 0x y+ − =.����
)�العمودي�على∆عين�معادلة�المستقيم )1 )Dالذي��و�

��.Aيشمل
)�و∆عين�احداثيي�نقطة�تقاطع )2 )D. 

)�وAاستنتج�المسافة�بين� )3 )D.��
;3)لتكن� 2)Ω )�و�− )Dالمستقيم�الذي�معادلته��

3 1 0x y− + =.����
)�و�Ωعين�المسافة�بين�)1 )D.��
)�والتي�تمسΩاستنتج�معادلة�للدائرة�التي�مركزها�)�2 )D��

�من�الحالات�التالية�معادلة������عين�في�كل�حالة
)للدائرة )C��

))��أ )Cمركزها�( 1;2)A ��3Rو�نصف�قطرها− =.��
))�ب )C(1;4)�تشمل�النقطة�A(3;2)�ومركزهاB.���

))�جـ )Cقطرها��[ ]AB(1;2)�حيث�A4)�و�; 1)B −��
�������( )Eمجموعة�النقط��( ; )M x yحيث��

2 2 10 4 23 0x y x y+ − + + =���
���

��
��
��

)�ما�هي�طبيعة�المجموعة� )E؟�أعط�عناصرها�المميزة��
������الهدف�من�هذا�التمرين�هو�البرهان�باستعمال�الجداء�

��.السلمي�أن�الارتفاعات�في�مثلث�تتقاطع�في�نقطة�واحدة
�العمودية�ط�المسا�قC'�وA،�'B'.�مثلثا�ABCليكن��
)��على��CوA،�Bللنقط� )BC،�( )ACو�(AB��

)�نقطة�تقاطعH.��على�الترتيب ')BBو��( ')CC.���
��:ما�هي�قيمة�الجداءات�السلمية�التالية)�1

���.BH AC
���� ����

CH.�و� AB
���� ����

.���
AH.احسب�)�2 BC

���� ����
���������تنتجاس�.�

�����ABCDمستطيل��و��Mنقطة�كيفية��من�المستوي��.��
2:���بين�أن 2 2 2

MD MC MA MB= +.�����
�نعتبر�مثلثا��������Oفي�معلم�متعامد�و�متجانس�مركزه

OABنرسم�خارج�هذا�المثلث�.�في�الاتجاه�المباشر��
"المربعين� 'OAA Aو��" 'OBB B���

]�منتصف��Kلتكن� ]' 'A B)انظر�الشكل�المقابل�(��
��
��
��
��
��
��
��
)برهن�أن�الزاويتين)�1 );OA OB

���� ����
)�و )'; 'OB OA

����� ����
�

��.متكاملتان
.بين�أن�)�2 ' '.OA OB OA OB=

���� ����� ���� ����
.��

OK.احسب�)�3 AB
���� ����

.���
'�في�المثلث�Oاستنتج�أن�المتوسط�الذي�يشمل� 'OA B���

���.�OABفي�المثلث��Oهو�الارتفاع�الذي�يشمل�
)برهن�أن�المستقيمين�)�4 ')ABو��( ' )A Bمتعامدان���

�����ABCDمستطيل�طوله��Lو�عرضه��l.لتكن��H�
)�على��DوBالمسقطان�العموديان�لـKو )ACعلى��

��.الترتيب
��

�
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��

��

��

���.�lو�LبدلالةHKاحسب)����1
CA.يمكن�استعمال�الجداء�السلمي������(� BD

���� ����
(���

�2ACحتى�يكون��lوLكيف�نختار�)�2 HK=؟���
�بدلالة�BHDKعبر�إذن�عن�مساحة�متوازي�الأضلاع�

��ABCDمساحة�المستطيل�
  �����ABCمثلث�و�dمستقيم�يشمل��A.'Bالمسقط��

��Cالمسقط�العمودي�لـ��d.�'Cعلى�Bالعمودي�لـ
)�على�B'�المسقط�العمودي�لـd.�"Bعلى� )AC���

��"Cلمسقط�العمودي�لـ�ا'Cعلى��( )AB���
)نفرض�أن�المستقيمين� ' ")B Bو��( ' ")C Cيتقاطعان����

��)انظر�الشكل(��.���Iفي�
��
��
��
��
��:�بين�أن�)�1
.)�أ . ' '. 'AB AI AB AC AB AC= =

���� ��� ���� ����� ����� �����
���

.)�ب . ' '. 'AC AI AC AB AC AB= =
���� ��� ���� ����� ����� �����

��
)استنتج�أن�المستقيمين�)�2 )AIو��( )BCمتعامدان���

)�������في�معلم�متعامد�و�متجانس ); ,O I J�( )Cهي��
2الدائرة�التي�معادلتها� 2 2 4 1 0x y x y+ − + + =��

��T(4;3)�نقطة�احداثييها����
)�مركز�الدائرة�Ωعين�احداثيي�النقطة)�أ)���1 )C���

��.����و�نصف�قطرها�
)ارسم�الدائرة�)��ب )C�.مثل��T.���
)�المماسين�للدائرة�Tنرسم�من�)�2 )C�1و�نسمي�A���

��.��نقطتي�التماس��2Aو�
)��تنتميان�إلى�الدائرة���2Aو�1Aبين�أن�)�أ ')Cذات��

]القطر� ]TΩ.���
)أعط�معادل�للدائرة�)�ب ')C.��

��.��2Aو�1Aعين�احداثيي�)�جـ
��.عين�معادلة�لكل�مماس)�د
��

��
 
 
 

      ����ABCمثلث��I،�Jو�Kمنتصفات�القطع����
�����[ ]BC،�[ ]ACو��[ ]ABعلى�الترتيب��.��

:�بين�أن�

( )2 2 2 2 2 23

4
AI BJ CK AB AC BC+ + = + +���

��ا��
	�ا������

��������ABCما�هي�مجموعة�النقط�.�مثلث�Mمن����
.:������المستوي�حيث .AB AM AB AC=

���� ����� ���� ����
���؟

������Aو��B�4من�المستوي�حيث��نقطتانAB =.���
�من�المستوي�حيث�����Mما�هي�مجموعة�النقط�

2 2 16MA MB+ ���؟=
����Aو��Bنقطتان�متمايزتان�من�المستوي��.��

��:�من�المستوي�حيثMلنقط��������ما�هي�مجموعة�ا
))��أ )2 3 . 0MA MB AB− =

���� ���� ����
����؟

))��ب ) ( )2 . 0MA MB MA MB+ − =
���� ���� ���� ����

���؟
   ���Aو��Bنقطتان�من�المستوي�و��Iمنتصف�[ ]AB��
��:�من�المستوي�يكونMبين�أن�من�أجل�كل�نقطة�)���1

������2 2 2 .MA MB MI AB− =
���� ����

��
1ABنفرض�أن�)�2 =���
��:�من�المستوي�بحيث�Mعين�مجموعة�النقط� -�

�������2 2 2MA MB− =��
��Gنقطتان�متمايزتان�من�المستوي�و�Bو���Aلتكن����

)مرجح� ;3)Aو��( ; 2)B�5حيث�AB =.��
AGاكتب�)�أ)�1

����
�ABبدلالة�

����
��

)لتكن�)��ب )Eمجموعة�النقط��Mمن�المستوي�حيث�:��
�����. 10AM AB =

����� ����
��

)�بين�أن�-� )G E∈���
)�برهن�أن-� )Eي�على�هي�المستقيم�العمود( )ABفي��G.��
)حدد�)�2 )Fمجموعة�النقط��Mمن�المستوي�حيث�:��

����2 2 7MA MB+ =��
������Aو��Bطتان�متمايزتان�من�المستوي��نق.��

��:�من�المستوي�حيث���������Mما�هي�مجموعة�النقط�

������( ). 0MA MB MA+ =
���� ���� ����

���؟
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�������Aو��Bنقطتان�متمايزتان�من�المستوي�حيث��
1AB ��:�من�المستوي�حيثMما�هي�مجموعة�النقط��.=

������1
.

2
AM AB =
����� ����

���؟

�������EFGمثلث�قائم�في��E�3حيث�EF =���
��4EGو� =���
)�مرجح��Dأنشئ�)�1 ;4)Fو�( ;3)Gو��Hمرجح��

( ;4)Fو�( ; 3)G −.���
��:يث�من�المستوي�حMما�هي�مجموعة�النقط�)��2
�( ) ( )4 3 . 4 3 0MF MG MF MG+ − =

���� ����� ���� �����
���؟�

��.�تنتمي�إلى�هذه�المجموعةEبين�أن�النقطة��)�3
������Aو��Bنقطتان�متمايزتان�من�المستوي�حيث��

2AB )�مرجح�Gلتكن��.= ;3)Aو�( ;1)B���
���GBو��AGثم�احسب�Gأنشئ�)��1
��:�المستوي��منMبين�أنه�من�أجل�كل�نقطة�)��2

������2 2 23 4 3MA MB MG+ = +���
)مجموعةال�عين�)���3 )Eمجموعة�النقط��ا�،��Mمن����
2لمستوي�حيث�ا� 23 4MA MB+ =��
)�تنتمي�إلى�Aتحقق�أن�)��4 )E��

�������Aو��Bنقطتان�متمايزتان�من�المستوي�حيث��
2AB )نريد�أن�نبحث�عن�المحل�الهندسي��.�= )E��

�3حيث���Mللنقط�
MA

MB
=���

)بين�أن�)�أ )M E∈�2يكافئ� 29 0MA MB− =���
)�مرجح�Gلتكن�)�ب ;1)Aو�( ;3)Bو��Kمرجح��

( ;1)Aو�( ; 3)B −��� 

)�تنتميان�إلى��KوGبين�أن� )E.���
2عبر�عن�)�جـ 29MA MB−بدلالة��MG

�����
�MKو�

�����
.���

)استنتج�طبيعة�المحل�الهندسي�)�د )E��
)�����نرمز�إلى�المستوي�بالرمز� )Pو�نعتبر�في�معلم���

)�،�A(2;0)متعامد�و�متجانس��النقط� 1;0)B −���
;0)�و� 3)C −���

:��نعتبر�المجموعتين
{ }2 2( ) /D M P MA MB k= ∈ − �kحيث�= ∈ℝ���

���
��
��
}و� }2 2' ( ) / 2 'D M P MA MB k= ∈ − =��

k'حيث ∈ℝ��
)�بين�أن� )Dو�( ')Dمستقيمان�متعامدان��.��

�A(1;0)�������في�معلم�متعامد�و�متجانس�نعتبر�النقط�

(1;0)B،�( 1;2)C �1و− 2
;

3 3
D
 
 
 

)�و�نعتبر )Γمجموعة��

)النقط� ; )M x y��2:�المستوي�حيث���منMB MA=��
)بين�أن)�1 )M ∈ Γ�2يكافئ� 23 3 2 8 3 0x y x y+ + − + =��
)�منMبين�انه�من�أجل�كل�)�2 )Γالمثلث��،�MCDقائم�

��Mالزاوية�في�
������ABCمثلث�قائم�في��A�3حيث�AB �و�=

4AC �،�ξالهدف�من�هذا�التمرين�هو�تعيين�المجموعة.=
��:���من�المستوي��حيثMمجموعة�النقط

���2 2 22 3MA MB MC K− + �kحيث= ∈ℝ����
I(	الأش�	عةباستعمال:��
)�مرجح�Gليكن�)�1 ;1)A،�( ; 2)B )�و− ;3)C��������
��.Gارسم�شكلا�و�مثل�النقطة)��أ
2احسب�)�ب

GA�،�2
GB�2و�

GC���
��:�من�المستوي�Mبين�أنه�من�أجل�كل�نقطة�)�2

2 2 2 2 2 2 22 3 2 2 3MA MB MC MG GA GB GC− + = + − + 

���kمن�أجل�القيم�التالية�لـξعين�المجموعة�)�3
14k)��أ 60k)���،�ب��= = 100k)����جـ− = −��
����kتبعا�لقيم�ξعين�طبيعة�المجموعة�)�4

II(	باستعمال		الإحداثيات			

�1نضع�

3
i AB=
� ����

���1و�

4
j AC=
� ����

��

( ); ,A i j
� �

��.�معلم�متعامد�و�متجانس�للمستوي

���؟��CوA،�Bما�هي�احداثيات�النقط�)�1
)نرمز�بـ)�2 ; )x yإلى�احداثيي�النقطة�M���

�2اكتب� 2 22 3MA MB MC− ���.�yو�xبدلالة�+
��kعين�المجموعة�من�أجل�القيم�التالية�لـ)�3
14k)��أ 60k)�����،�ب= = 100k)����جـ− = −��
��
��
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��

��

��

��

��العلاقـات	المترية
�ABC6:��مثلث�حيث�AB =�،�5BC =�

7ACو =.���
��.�أحسب�أطوال�متوسطات�هذا�المثلث�

ABC7:��مثلث�حيث�AB =�،�8BC =�

5ACو =�.�J1:��نقطة�معرفة�بـ�

4
CJ CB=
���� ����

.���

�)أ�  �.AJأحسب�المسافة�

JA.أحسب���)ب� JC
��� ����

.���
 .�AJCعين�قيمة�مقربة�إلى�درجة�واحدة�للزاوية��)ج�

ABC�،مثلث��I�،�J�،�Kمنتصفات�القطع��
[ ]BC�،�[ ]ACو��[ ]AB.���

أثبت�أن�

( )2 2 2 2 2 2
3

4
AI BJ CK AB AC BC+ + = + + 

�ABCDمستطيل�مركزه�I.���
��:�من�المستوي�لدينا�Mبرهن�أنه�من�أجل�كل�نقطة

2 2 2 2
MA MC MB MD+ = +.���

�5ABنقطتين�من�المستوي�حيث�Bو���Aلتكن =��
�:�التي�تحقق�Mعين�ومثل�مجموعة�النقط

2 2 15MA MB− = −��
ABCمثلث�متساوي�الساقين�رأسه�C.���

)�عين�ومثل�المجموعة )1 )Dللنقط�Mمن�المستوي��
�2:حيث� 2 0MA MB− =.���

)عين�ومثل�المجموعة� )2 )'Dللنقط�Nمن�المستوي���
�2:حيث� 2 2

NC NB AC− = 

)�تنتمي�إلى�المجموعةBتحقق�من�أن�النقطة )3 )'D.���
ABCمثلث�حيث���:��
2AB cm=�،�6AC cm=و��� 45A = °.���

���.BCأحسب�الطول�
ABCمثلث�علم�ABو�ACوالزاوية��Aمقدرة��

في�كل�حالة�من�الحالات�المقترحة�أدناه�أحسب�.�بالراديان�
���.BC  الطول�

2AB =�،�6AC ��و�=

3
A

π
=.���

��

��

2AB =�،�6AC ��و�= 2

3
A

π
=.���

2 2AB =�،�3AC ��و�=

4
A

π
=.���

ABC2:��مثلث�حيث�AB =�،�

( )2 1 3BC = ���و+

6
B

π
=.���

���.ACأحسب�الطول� )1
 �.�ABCللمثلث��Cو �Aعين�الزاويتين� )2

cosستنتج�قيمة�لـ�ا )3
12

π�.���

ABC7:��مثلث�حيث�AB =�،�8BC =�
10ACو =.���
تعطى�النتائج�مدورة��(�.ABCأحسب�زوايا�المثلث )1

��)�.إلى�العشر
 �.ABCب�مساحة�المثلثأحس )2

	مثلث	ونستعمل	ABCفي	التمارين		الآتية	،	ليكن
		.مبرهنة	الكاشي	

�تكتب�على��ABCللمثلثSبرهن�أن�المساحة� )1

��1:الشكل�
sin

2
S AC AB A= × ×.���

نتج�العلاقتان�المماثلة�للسابقة�واستنتج�القاعدة�است )2
:�المتعلقة�بالجيوب�

� � � 2sin sin sin

BC AC AB AB AC BC

SA B C

× ×
= = = 

 :تطبيقات� )3

��)أ� 6BCيعطى�� =�،�� 45B = ��و�° 75C = °.� 

�باستعمال��ACو�ABعين�القيمة�الحقيقية�لكل�من�
�2العلاقة� 2 2 2 cosBC AB AC AB AC A= + − × ×.��

ABنضع����)ب� x=حل�في��ℝالمعادلة�ذات�المجهول��
xالتالية�( ) ( )

2 2 212 1210,5 10,5x= + − ×� 

10,5ABإذا�كان���)ج� =�،�12AC ��و= 60C = �فما�°
 هو�عدد�المثلثات�الممكنة�لهذه�الحالة�؟�وهل�هي�متقايسة�؟

�10هي��BوAالمسافة�بين�النقطتين   km��
��ويعطى� 39,6CAB = ��و�° 65,7ABC = °���

 �ACأحسب�الطول
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��

��

��

6يعطى��)�1 2
cos

12 4

π +
=�،� 

6برهن�أن� 2
sin

12 4

π −
=.���

الزوايا�معطاة�بالرديان�أملئ�الجدول�التالي�باسـتعمال��������)�2
��.�المناسب�ABCالقيم�المضبوطة�ثم�أنشئ�المثلث

�C���B���A��������
����

3

π��������

3

π��
4

π����������

������8��2 3��6 2−��

��دساتير	التحويل	في	حساب	المثلثات

�بملاحظة���� �7

3 4 12

π π π
+ �أحسب�القيم�المضبوطة����=

7لكل�من�
cos

12

π�7و�
sin

12

π.���

5استنتج�
cos

12

π�5و�
sin

12

π.���

11أحسب�
cos

12

π�11و�
sin

12

π.���

cosأكتب�بدلالة����� xو��sin xكل�مـن�العبـارات�������
��:الآتية

cos
4

x
π 

+ 
 

�،�sin
4

x
π 

+ 
 

�.���

cos
6

x
π 

− 
 

�،�sin
6

x
π 

− 
 

.���

cos
3

x
π 

− 
 

�،�sin
3

x
π 

− 
 

�.���

��برهن�باستعمال�دساتير�الجمع�أنه�من�أجل�كل���

ــي� ــدد�حقيقـ x�،�cosعـ sin
2

xx
π 

=− 
 

�؛�

sin cos
2

xx
π 

=− 
 

.���

��:�لدينا�xه�من�أجل�كل�عدد�حقيقيبرهن�أن���
2 4

sin sin sin 0
3 3

x x x
π π   

+ + =+ +   
   

�

cosالمضبوطتين�لكل�من�
12

πو��sin
12

π.��

2باستعمال�المساوية�
12 6

π π
× ��.�أحسب�القيمتين=

 ��
��:�لدينا�βوαيين�برهن�أنه�من�أجل�كل�عددين�حقيق 

))�أ ) ( ) 2 2cos .cos cos sinα βα β α β = −+ −��
( ) ( ) 2 2cos .cos cos sinβ αα β α β = −+ −.���

)�)ب ) ( ) 2 2sin .sin sin sinα βα β α β = −+ −��
( ) ( ) 2 2sin .sin cos cosβ αα β α β = −+ −.��

��:�لدينا�βوαبرهن�أنه�من�أجل�كل�عددين�حقيقيين��
))�أ ) ( )2cos .cos sin 2 sin 2α βα β α β = −+ −��

)�)ب ) ( )2sin .sin cos 2 cos 2β αα β α β = −+ −��

xــث� ــي�حيــ ــدد�حقيقــ �0عــ
2

x
π

< <�

6و 2
cos

4
x

+
=.���

cosأحسب� 2xثم�استنتج�قيمة�للعدد�x.���
sinأكتب�بدلالة�� 2xكل�من�العبارتين�التاليتين��:��

( )2
cos sinx x+؛���( )2

cos sinx x−.���

  xعدد�حقيقي�يختلف�عن�الأعداد�من�الـشكل���������
2

k
π�

kحيث ∈ℤ.برهن�أن��:sin 2 cos 2 1

sin cos cos

x x

x x x
− =.���

αو�β�0عددان�حقيقيان�من�المجال ;
2

π 
  

��:�حيث
1

cos
3

α �3و�=
cos

5
β =.���

�)��أ �sinو�sinαأحسب�كل�من�� β.���
)أحسب�كلا�من���)��ب )cos 2α β−و�( )sin 2α β−.� 

 

ــن����)��أ ــل�م ــن�ك ــر�ع 2cosعب α�2وsin α�
cosبدلالة 2α���

cosعبر�بدلالـة���)��ب 2
3

π
α

 
+ 

 
:��،�عـن�العبـارة�������

2 2 2cos cos cos
6 3

π π
α α α

   
+ ++ +   

   
�� 

�)��ج cosعبر�بدلالة�� 2
3

π
α

 
+ 

 
:��،�عـن�العبـارة�������

2 2 2sin sin sin
6 3

π π
α α α

   
+ ++ +   

   
.����

��:�لدينا��xأجل�كل�عدد�حقيقيأثبت�أنه�من
4)�أ 4 2 2sin cos sin cos 0x x x x− − + =.���

4)�ب 4cos sin cos 2x x x− =.���
4)ج 4 2 2cos sin 2sin .cos 1x x x x+ + =.���

��
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BF
���

P
��

AF
���

��

��

��

		مـسـائـل
ABCمثلث�متساوي�الساقين�رأسه�A.���

Oمنتصف�القطعة�[ ]BCو�،�Hالمسقط�العمودي��
]�على�Oللنقطة ]AC.�Iمنتصف��[ ]OH.���

)برهن�أن�المستقيمين� )AIو��( )BHمتعامدان��.��
[ ]ABومركزها�6تقيمة�طولها��قطعة�مس�I.���

�من�المستوي��Mللنقط�Γنريد�تعيين�المجموعة�
2MBحيث� MA=.���
�من�المستقيم��Sو�Rبرهن�أنه�توجد�نقطتين� )1

( )AB�2تحققان�العلاقة�MB MA=فهما�وعر��
�المرفقتين�بمعاملين�يطلب��BوAكمرجح�للنقطتين

��.تعيينهما�
2MBبرهن�أن� )2 MA=تكافئ���:

( ) ( ). 02 2MB MA MB MA =+ −
���� ���� ���� ����.� 

��Γ،�عين�المجموعة��Sو�Rباستعمال�النقطتين�� )3
 .ثم�أنشئها�

نقول�عن�جسم�أنه�في�توازن�إذا�كان�مجموع�القوى�  
��.معدوما�

�متعرض�Mجسم )1
قوى�كما�هو�إلى�ثلاث�

  .مبين�في�الشكل�

�)�أ ��هل�الجسم�في�توازن�؟�
 عين�العمل�لمحصلة���)�ب

1القوى 2 3R F F F= + +
�� ��� ��� ���

�إذا�كان�الجسم�يتحرك�من�
Dإلى��C�4،�حيث�DC cm=��
�مثبت��mكتلتهMجسم )2

بخيطين�معلقين�في�عريضة�
الجملة��.��BوAأفقية�في�

:�في�توازن�أي�
0A BP F F+ + =

�� ��� ��� �
 �،�حيث�

P
��

�AFهو�ثقل�الجسم�،�
���

�BF
���

 .�تواترا�الخيطين�

||يعطى� || 50P =
��

�،�|| || 35AF =
���

||�و� || 40BF =
���

.���
���.ABMعين�زوايا�المثلث�

 
 
 
 

����( )cدائرة�مركزها��O�8ونصف�قطرها�.���

Aنقطة�ثابتة�داخل�الدائرة�( )c�5حيث�OA =.���

�،�مثبت�في�APQرأس�الزاوية�القائمة�لكوس
)المستقيمان�.��ويدور�حولها�Aالنقطة )APو�( )AQ�

)يقطعان�الدائرة )cفي�النقطتين�Eو�Fعلى�الترتيب��.��

Mمنتصف�القطعة�[ ]EF.���

��

��

��

��

��

��

���.Mيد�البحث�عن�المحل�الهندسي�للنقطةنر

�،�بين�أن�OEFباستعمال�مبرهنة�المتوسط�في�المثلث� )1
�2تحقق�العلاقة�Mالنقطة� 2 64OM AM+ =.���

 .�المطلوبة�Mعين�إذن�مجموعة�النقط )2

في�مستو�منسوب�إلى�معلم�متعامد�ومتجانس�      
( ); ;O i j
� �

)�نعتبر�الدائرتين� )1Cو�( )2Cالمعرفتين��
��:بمعادلتيهما�الدكارتيتين�التاليتين�

( ) 2 2
1 : 4 2 0x y x yC + + − − =��

( ) 2 2
2 : 6 6 7 0x y x yC + − − − =��

)عين�مركز�ونصف�قطر�لكل�من�الدائرتين )1 )1C�
)و )2C.���

)برهن�أن�الدائرتين� )2 )1Cو�( )2Cيتقاطعان�في�نقطتين��
Aو�Bإحداثيي�كل�منهما�يطلب�. 

�المماسين��BوAبرهن�أنه�في�كل�نقطة�من�النقطتين� )3
)للدائرتين� )1Cو�( )2Cهما�مستقيمان�متعامدان��.��
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��تمارين ��
 

A 

H 

B 

( )D 

( )'D 

u
�

 

��

��

��

����
)في�معلم�متعامد�ومتجانس� ); ;O i j

� �
�نعرف�النقطة�

( )2 ; 5A )�والمستقيم− )d��3ذي�المعادلة 1y x= − +���
�والمستقيم�Aالهدف�هو�حساب�المسافة�بين�النقطة

( )dباستعمال�طريقتين��.��
		:ولى	الطرقة	الأ
)�على�Aالمسقط�العمودي�للنقطةHنعين�النقطة )d.���

�)�أ ثم��.�Hعين�معادلتين�تربط�بين�إحداثيي�النقطة�
���.Hأحسب�إحداثيي�النقطة

 �.�AHعين�المسافة��)�ب

		:الطريقة	الثانية	
�)�أ )أثبت�أن�النقطة� )1 ; 2B )�تنتمي�إلى�المستقيم− )d��

)نضع��)�ب )1 ; 3u −
�

�u،�تحقق�أن
�

�هو�شعاع�التوجيه�
)للمستقيم )d.� 

)�تنتمي�إلىMاشرح�لماذا�القول�أن )dراجع�إلى�إيجاد��
BM.:��حيث�kعدد�حقيقي k u=

����� �
.� 

��ℝالمعرفة�على�fجد�القيمة�الحدية�الصغرى�للدالة�)�ج
)2:�بـ� ) 10 48 58f k k k= + 2أحسب��.�+

AM.���
��.استنتج�)�د

في�مستو�منسوب�إلى�معلم�متعامد�ومتجانس�   
( ); ;O i j
� �

)��نعتبر�المستقيم )Dذي�المعادلة���
3 2 1 0x y− + )��النقطة�= )2 ;1A.���

)أرسم�المستقيم���)أ� )Dوعلم�النقطة�A��
��)ب� )أكتب�معادلة�للمستقيم� )'Dالعمودي�على�( )D�

 �.Aوالذي�يشمل�النقطة

�المسقط�العمودي�للنقطة�Hب�إحداثيي�النقطةأحس��)ج�
Aعلى�( )D.� 

�Aتسمى�المسافة�بين�النقطة�(AHاستنتج�المسافة���)د�
)والمستقيم )D(� 

((((I�	العامة	الحالة:��
( )Dهو�المستقيم�المار�بالنقطة�Bويقبل�u

�
�كشعاع�

�نقطة�كيفية�من�المستوي�نريد�Aولتكن.�ناظمي�له�
)�والمستقيم�Aالنقطةتعيين�المسافة�بين )Dأي��،���

��
��

��
)�على�Aالمسقط�العمودي�للنقطة�HحيثAHلمسافة )D�

.��
��

��

��

��
��
��
�)�أ .ة�برر�المساوا� .BA u HA u=

���� � ���� �
.���

 :�برهن�إذن�المسافة�المطلوبة�معطاة�بالمساوية�التالية��)�ب

| . |

|| ||

BA u
AH

u
=

����� �

�.���

��:تطبيق	عددي	
���المستوي�منسوب�إلى�معلم�متعامد�ومتجانس

�)�أ )أحسب�المسافة�بين�النقطة� )6 ; 4Aوالمستقيم�( )D�	
�2ذي�المعادلة 3y x= −.���

)تعطى�النقط��)�ب )2;0E�،�( )1;1F )�و− )3;4G�
)�على�Eالمسقط�العمودي�للنقطةHولتكن )FG.� 

�هو�عبارة�عن��EFG،�استنتج�أنEHأحسب�المسافة
��.مثلث�يطلب�حساب�مساحته�

�((((IIالتحليلية�	العبارة:��
في�مستو�منسوب�إلى�معلم�متعامد�ومتجانس�،�نعتبر�

)المستقيم )D�0ذو�المعادلةax by c+ + ��bو�aحيث=
)غير�معدومين�معا�،�و );B B

B x yنقطة�من�( )D�.�
)نضع );u a b

�
)�كشعاع�ناظمي�للمستقيم )D�،�

)و );A AA x yنقطة�من�المستوي��.��
�)�أ ||أحسب�� ||u

�
���.�bو�aبدلالة�العددين

|برهن�أن���)�ب . | | |A ABA u ax by c= + +
����� �

.� 

:�استنتج�العلاقة�)�ج
2 2

| |A Aax by c
d

a b

+ +
=

+
��dحيث�

)�والمستقيمAهي�المسافة�بين�النقطة )D.���
��:تطبيق	عددي	

)برهن�أن�النقطة )1 ; 1Aهي�مركز�الدائرة�المحيطة��
):��حيث�OIJ)�المرسومة�داخل�المثلث( )0;0O�،�

( )2 2 ; 0I )�و�+ )0 ; 2 2J +.���

���

��	
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��المستهدفة�الكفاءات����������

��
��

 �����.استعمال�خواص�التحاكي��لإثبات�استقامية�نقط 

 .هندسية�توظيف�التحويلات�النقطية�في�حل�مسائل 

 .تعيين�محل�هندسي 

 .حل�مسائل�حول�الإنشاءات�الهندسية 

��

)������ولد�ايراتوستان )Eratostheneبمدينة��( )Cyrène��
��انتقل�إلى�أثينا�و�فيها.���قبل�الميلاد�276حاليا�بليبيا�حوالي������
���درس�الرياضيات،�علم�الفلك،�الجغرافيا�و�الشعر�ثم�انتقل�إلى�����
��و�ذلك�"�كاليماك�"��الإسكندرية�ليتولى�تسيير�مكتبتها�بعد�وفاة������
��.�قبل�الميلاد��240حوالي�����
¨�ؤلفاته�في�الرياضيات�نذكر�من�أهم�م����� ¨Platonicusالذي�قدم���

��و�قد�اشتهر�بطريقته�التي�تسمح.�������فيه�تعاريف�في�الهندسة�و�الحساب
��������بالحصول�على�الأعداد�الأولية�بإقصاء�تدريجيا�مضاعفات�الأعداد

).������الأولية�الأولى )'Crible d Eratosthene.��
���الفلك�تمكن�من�حساب�الزاوية�بين�محور�الكرة�الأرضية������في�علم

��.������ومحور�دورانها�حول�الشمس�بدقة�كبيرة
��������أما�في�الجغرافيا�فقد�وضع�خريطة�للعالم�و�تمكن�من�حساب�محيط

��وقد�توفي�بالأسكندرية�حوالي.�قبل�الميلاد������205للكرة�الأرضية�حوالي�
������������������������������������������������������������������������������������������������Erathosthène de Cyrène.��������������ا�
��د�����194

           Grec (-276 ; -194)                                                                                       ����������
����
��

12��
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��أنشطة

������
���نشاط�أول����

OB = k OAو�الذي�يحقق�)�في�حالة�وجوده��(�kعين�العدد�الحقيقي�������������������������������
���� ������

��������������)������1(�����������������)��������2(��������������������������)���3(��
��
��
��
��
��
��

GD = k GBو�الذي�يحقق�)�في�حالة�وجوده��(�kلعدد�الحقيقي�عين�ا������������������������������
���� ������

�������)����1����������������()�����2(�����������������)���������3�������(������)���������4(��
��
��
��
��
��
��
��

d)�نعتبر�المستقيمين�المتوازيين)�5(في�الشكل��                               ���� d)�و�1( ���k،�عين�العدد�الحقيقي��2(
��}�)�M , 1�(��،�)N , k(�{��للجملة�اً�مرجح����������������������������Oحتى�تكون�النقطة�

�����������������������������������������������������������������
������������������������������������������������������������������

���������������������������������������
��
��
��
��
��

���������������������� 
���������������������������������������

�����������������������������������������������������)�5( 
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� �� �أنشطة� ���

��������
�������نشاط�ثان

��
���على�الترتيب�2و�3اللذين�طولي�ضلعيهما����BEFGو��ABCDبعين�����������نعتبر�المر

��
��متوازيان�)�BF(�و��)�AC(�بين�أن�المستقيمين� �1

2:�تحقق�أن� �2
3

IB IA=
�������

��

��.�على�استقامة�واحدة�I�،�G�،�Dأثبت�أن�النقط��-�����3
��
 
 

�������
��

�������نشاط�ثالث
��

����������������������������ABCث��مثل�.M1نقطة�معرفة�بالعلاقة�الشعاعية���
3

AM AB=
������ �����

��

��Nفي�النقطة�)�BC (��يقطع�Mو�المرسوم�من��)�AC(��������المستقيم�الموازي�لـ�
 Pفي�النقطة�)�AC (��يقطع�Nو�المرسوم�من��)�AB(��������المستقيم�الموازي�لـ�

��على�الترتيب�)�-�1(��و��3المرفقتين�بالمعاملين��Bو�Nن��هي�مرجح�النقطتيCتحقق�أن�النقطة�           �  
��.�على�الترتيب��MBNو��NPCلمساحتي�المثلثين���2Sو��1Sنرمز�بالرمزين����������

�1أثبت�أن�-������������������������������������������������ 2

1
4

S = S��

������نشاط�رابع
�)����������������C�(دائرة�مركزها��O�،�[ ]ABقطرها���.��

AI:��حيث������Iنعتبر�النقطة� AO= −
���� �����

��.��Mنقطة�من�الدائرة���)C�(تختلف�عن��Aو�عن��B�،�M  ��Mنظيرة�′

)و���)��IM(��نقطة�تقاطع�المستقيمين�Nز�،�للمرك بالنسبة         )BM ′.���
���؟AMBM'ما�طبيعة�الرباعي� -�1
 .�متشابهان� ��IBNو�IAMبين�أن�المثلثين� -�2

�INالذي�يحقق�kعين�العدد�الحقيقي� -�3 = kIM
���� �����

 

�IOحيث�′Oمركزها��)�′C(�تمسح�دائرة��Nفإن�)�C(��الدائرة�Mبين�أنه�لما�تمسح�النقطة� -�4 = kIO′
����� ����

 

R.و�نصف�قطرها� k OM=�. 

C 

G 
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h تحاكي�مركزه��Oو�نسبته��k�،�Aو��Bنقطتان��.A’و���B’صورتاهما�على�الترتيب�بالتحاكي���h���������.�

′��������:���������������������������������������������لدينا� ′
����� ����
A B = k AB ��

 

��الدرس

��تعريف1- �
���������O�،نقطة�من�المستوي��kعدد�حقيقي�غير�معدوم� 

���M،�التحويل�النقطي�الذي�يرفق�بكل�نقطة���h(O,k)،�و�نرمز�له�بالرمز�k ته�و�نسب�Oمركزه���hنسمي�تحاكيا�
����Mمن��المستوي�النقطة� ′��من�المستوي�حيث�'

����� �����
OM = k.OM��

�������������������
��

�������������������������Mالنقطة� ':��بالتحاكي��Mهي�صورة�' ( )M h M=أو����'h
M M→��

OM�,�M ,�النقط������������:نتائج������� ���OMعلى�استقامة�واحدة���و�' = k .OM′��
��)�نقطة�صامدة�O(��هي�النقطة�نفسها��Oصورة�النقطة�������������������������

��الخاصة�المميِّزة�2- �
������مبرهنة�������������������

� �����
���

��
��:�����البرهان�
��������������′h(A)= A =h(B)′���و��  B����

′���أي�������������������
���� ����
OA = k.OAو����′

���� ����
OB = k.OB��)....1(��

′��:لكن������������������ ′ ′ ′
����� ���� ����
A B = OB - OA�����

′��معناه )1( ′
����� ���� �����
A B = k( OB - OA)���

����Aأي� B = k AB′ ′
����� ����

��

���:نتائج�������
k≠�بما�أن���������������� ′(يوازي�)�AB(�و�بالتالي��B′تختلف�عن�A′�فإن�Bتختلف�عن�Aت�فإنه�إذا�كان�0 ′A B(��

�Aيكون��Bو��Aمن�أجل�كل�نقطتين��������������� B = k AB′ ′��
�����������مرجح�الجملةG′صورته�بالتحاكي�هي��فإن�}��)�β�,�B(�و��)�α�,�A(�{��مرجح�الجملة��Gإذا�كان���������������

�}�������������������)α�,�′A�(و���)β�,�′B�(��{.��
���:�����برهان�النتيجة������������

�������������������������
���� ���� �
αGA+ βGB = ′��ن�لك�0 ′

����� ����
G A = kGAو�����′ ′

����� ����
G B = kGB��

′:��������������������و�منه� ′ ′ ′
����� ����� ���� ���� �
αG A + βG B = k(αGA+ βGB )= 0��

��)نقول�أن�التحاكي�يحافظ�على�المرجح�لجملة�(�
��
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��طرائق�

��

�����1تمرين�محلول�
���
���I�،�N�،�′Nنقط�من�المستوي�حيث��′Nصورة��N2(��بالتحاكي�-�,�I(�h.���
��.�أكتب�العلاقة�الشعاعية�-�1
�2-�A1(��مرجح�الجملة��,�C�(و���)k-�,�B�(حيث��k�1عدد�حقيقي�غير�معدوم�يختلف�عن����

��)المركز�و�النسبة�(��بتحاك�يطلب�تعيين�عناصره�المميزة��Bصورة��Cتحقق�أن�����������
��.�بتحاك�يطلب�تحديد�عناصره��Cصورة���Bبين�أن				������

 

��:حــل
′:������������������������������العلاقة�الشعاعية�هي�-�1 - 2I  =   I NN

����� �����
��

�������������������������������������������
����المركزالصورة�����النسبة���المركز��النقطة�������������������������������������������

��؟�على�استقامة�واحدة�A,B,Cعندما�تكون�النقط��Cإلى��Bيحول��Aمركزه��kلماذا�يوجد�بالضرورة�تحاك��������
�ACوحيد�غير�معدوم�يحقق�kاستقامية�النقط�تعني�وجود�:�لأن������������� = kAB

���� �����)��kيد�،�ح�وhوحيد��(��
2-���������A1(��مرجح�الجملة��,�C�(و���)k-�,�B��(يعني��AC = k AB

����� �����
���

Bنضع�.���kو�نسبته��Aالتحاكي�الذي�مركزه��hليكن��� = h(B)′أي���AB = k AB′
����� �����

�Bو�منه�� = C′��
���)	�استنتج�حلا�للسؤال��(��Aو�مركزه��hالذي�نسبته��hبالتحاكي��Bصورة����Cنستنتج�أن�

 

�����2تمرين�محلول�
O            �،�A�،�′Aثلاث�نقط�على�استقامة�واحدة���.hالتحاكي�الذي�مركزه��Oل�و�يحو�Aالى��′A.���

��:�في�كل�حالة�من�الحالتين��hبالتحاكي��Mصورة�النقطة�M′��أنشئ�
���1-�Mلا�تنتمي�الى�المستقيم���)OA���������(�-2-�Mنقطة�من���)OA�(تختلف�عن��Oو�عن��A.���

��:حــل
�������1�-�M = h(M)′و�منه���M ����)OM(��نقطة�من�′

������������Aلكن� M = k AM′ ′
������� ������

��)حسب�الخاصية�المميزة��(�
AMيكون�الشعاعان�)�1(من�المبرهنة�)�1(لنتيجة�و�حسب�ا

������
�Aو� M′ ′

�������

��ن�متوازيي
Mو�منه� ���.′Aو�المرسوم�من��)�AM(�المستقيم�الموازي�لـ��)�AM(��نقطة�من�′

������2�-�Mنقطة�من���)OA�(للحصول�على��M ′��
����Pصورة�P′ننشئ��)�OA(��لا�تنتمي�الى�المستقيم��Pنعتبر�نقطة�

���)′Aالمرسوم�من��)�AP(�مع�الموازي�لـ��)�OP(��نقطة�تقاطع�′P(بالتحاكي�
�Mنحصل�على�النقطة�′Pمن�النقطة��)�PM(�ثم�نرسم�الموازي�لـ� ���)OA(��تنتمي�الى�′
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��)�d(�يوازي��)�d′(بتحاك�هي�مستقيم��)�d(��مستقيم�صورة

�
��
����

]��B�A[���رة������
����
′�����(�]B′A′�[�ه����� ′AB // A B
���� �����

(���
��

���)α�,�D(�و��)�α�-1�,�C(��مرجحات��Mهو�مجموعة�النقط�)�CD(�مستقيم�������������������
��.ة��مجموعة�الأعداد�الحقيقي��ℝكل�القيم�على��������������������������αلما�تأخذ��

��

ABCو����AMNن��� ! �.�M�#��
�
$��)AB(���

��#��Nو�
$��)AC�(��%�&�)MN�(ازي���*�)BC(���
���Nا-�C�4*,ّ�ل�آ�M�5-1ا-�B�4و�*,ّ�ل��Aا-1ي��0آ/.��hا-�,�آ�

����h�=�>�$�k>�ا;�
�:,�آ���rو�$0���89ه��0�Iآ/ه���)� C(��رة�دا06ة�
I′��0آ/ه���)C′(ه��دا06ة� = h ( I )���و�$0���89هr′r = k.� 

��

�� الدرس
 :صورة�مستقيم�بواسطة�تحاكي�1- � 

��				�مبرهنة�������
���������

� ���
��������������

���.�Bتختلف�عن�Aبحيث��)��d(�المستقيم��على�Bو�Aنختار�نقطتين��:��				برهان���
)نعلم�أن��.���hصورتيهما�على�الترتيب�بالتحاكي�B′�و��'������������������Aلتكن ) A B′ ��)���������AB(��يوازي�′

�)�*�����d�(هي�مجموعة�النقط���)α�-1�,�A�(و���)α�,�B��(لما�تمسح���αمجموعة�الأعداد�الحقيقية���
���)α�,′B(�و��)�α�-1�,′A(���هو�مرجح�لجملة�M�=�h(M)′����������لكن�التحاكي�يحافظ�على�المرجح�و�منه��

′�فهي�المستقيم��ℝالمجموعة���αلما�تمسح��M′هي�مجموعة�النقط��)�d(�صورة�)��d′(�������و�منه�� ′ (A B  )��
��و�الذي�يشمل�)��d(هو�المستقيم�الموازي�لـ��)�d′(فإن�)��d(�عندما�يكون�مركز�التحاكي�نقطة�من����������*�

��)�.�d(�هو�)�d′(و�بالتالي�)�المركز�صامد�(�������������المركز�

مبرهنة������������


� ���


�����������البرهان�


���كل�قيم���αلما�تمسح���)���)α�,�Bو��α�-1�,�A�((���هي�مجموعة�مرجحات��]AB[�مما�سبق�:���

A[و�بالتالي��]��1�,�0[����������������������المجال B′    لما��)�)��′α�,B(�و��)�′�α�-1�,A(�هي�مجموعة�مرجحات��]′

// ��AB(�����]1�,�0[��كل�قيم�المجال���αتمسح                             A B′ ′
���� �����

(���
��

 :مثلثات�المتحاكية�ال2- � 

���يحول�Mإلى��Bالذي�يحول�������hالتحاكي�
�)�����BC�(إلى�المستقيم�الذي�يشمل��Mو�يوازي���)BC�.�(���

���هي�نقطة�من�هذا�المستقيم��������Cو�منه�فإن�صورة�
���.Nفهي�إذن��)�AC(��������و�هي�نقطة�من�

��
 

 :صورة�دائرة�3- � 

������هنة�مبر�����������������������������
�Mو�لتكن�IM = rفإن�)��C(��نقطة�من��Mلتكن�:���برهان� ′�=�h(M)لدينا��I'M  = k IM′أي��I'M  = k r′��
Iالتي�مركزها��)�′C(هي�نقطة�من��′���������Mو�منه� �kو�نصف�قطرها�′ r.����

Nلتكن�:�������������و�بالعكس� ���)�.′C(�نقطة�من�′
Nحيث��)�C(����������هل�توجد�نقطة�من� ′�h ( N ) =؟����

��Iالنقطة�التي�تحققNلتكن���������� N = k IN′ ′
����� ���

���Nأي�� ′�h ( N ) =��
�Iلأن�)�C(��تنتمي�إلى�Nواضح�أن���������� N = k IN′ ��   ���IN = rأي�′
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���طرائق�

��
��

�����1تمرين�محلول�
���
��Bهو�منتصف�القطعة���]AO�[و�C منتصف���]BO�[��،Mنقطة�لا�تنتمي�إلى���)AB�.�(���

���)BM(�الموازي�لـ��)�∆∆∆∆(��المستقيم�Cو�من��)�AM(�الموازي�للمستقيم��)�d(��المستقيم���Bنرسم�من�
���)∆∆∆∆(�مع��)�d(��نقطة�تقاطع���Nلتكن�

�1و�نسبته���Oالذي�مركزه��hبالتحاكي��Mصورة�النقطة��Nبين�لماذا�تكون�النقطة�-��������

2
���

��:حــل
Bهو�منتصف�القطعة���]AO�[و�Cمنتصف���]BO[أي��������h ( B ) = C  ,  h ( A ) = B�������

1لأن
OB= OA

2

���� ����
�1و�

OC= OB
2

���� ����
���

���)∆(�هو��)�BM(�و�كذلك�صورة��)�d(�هو�المستقيم��)�AM(�و�منه�صورة�

1ومنه:� ملاحظة
ON= OM

2

���� �����
.� Mنقطة�تقاطع)AM�(و)BM(وN��

��)∆(و)d(نقطة�تقاطع

�����2تمرين�محلول�
��:��نعتبر�الشكل�التالي�

�)������������C�(دائرة�مركزها��Oو���]AB�[قطر�لها��������)d�(مماس�للدائرة���)C�(في�النقطة��B���

��������������Iنقطة�من���)C�(تختلف�عن��Aو��B����������′Iنقطة�تقاطع�المستقيمين���)AI�(و���)d(���
��I′�الى�Iو�يحول��Aالذي�مركزه� ����hنعتبر�التحاكي

���.�hبواسطة��Oصورة�O′�أنشئ�-���1
��hبواسطة��)�d(�صورة��)�d′(و�كذلك�المستقيم��)�C(�صورة��)�C′(�أرسم�الدائرة�-���2

��:حــل
��′Iو�شمل��)�OI(�يوازي��)�∆(��هو�مستقيم�hبواسطة��)�OI(��صورة�المستقيم�-�1

���)∆(�تقع�على��′�Oهي��Oو�بالتالي�صورة��Iهي�صورة�′����Iلأن�
���)�AO(��تقع�على�المستقيم��Oصورة�′����Oو�من�جهة�أخرى�

����]′�Oو�A�،�Oاستقامية�النقط����������[�
���)AO(�و��)�∆(��هي�نقطة�تقاطع�′Oو�منه�����
���)�C′�(�يمكن�إنشاء′Oركز��بمعرفة�الم-�2
Aنقطة�صامدة�كمركز�للتحاكي�فهي�نقطة�من���)C(و�من���)C′��(���

B′نظيرة��Aبالنسبة�لـ��O′)�d′�(مماس��)C′�(في��B′��
 
 

)(d 

)(∆ M 

C B

N

A O 

A B

I′
I 

O O′

�)∆(� �)d(�

B′

)d′(� 

)C′(�
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��الدرس

��

 :خواص�التحاكي�

 :ات�الأطوال�و�المساح .1

�2مرة�و�يضاعف�المساحات���k يضاعف�الأطوالkالتحاكي�الذي�نسبته�العدد�الحقيقي��������
kةمر���

��
��:���ملاحظة�

���مرة�بالتحاكي�k فإن�الشكل�يصغر��k�>�1<��0يقوم�التحاكي�بتكبير�الأشكال�و�عندما�يكون��k <1عندما�يكون���
��

�1الذي�نسبته��hو�التحاكي�3التي�نصف�قطرها��)�C(���نعتبر�الدائرة�:���مثال�

2
�.��

��π9ا�مساحتها�فهي��بينمπ6هو��)�C(��محيط�الدائرة�-�����������������

�1هو��)′C(نعلم�أن�نصف�قطر�.��hبواسطة�التحاكي��)�C(�صورة��)�′C(�������لتكن�الدائرة� 3
3

2 2
× =��

29و�مساحتها��π3هو�)′C(�����������������و�بالتالي�فإن�محيط�الدائرة�

4
π��

���������:الحفاظ�على�استقامية�النقط� .2
��صورها�على�الترتيب�بواسطة�C′�وA�،�′B′�ثلاث�نقط�على�استقامة�واحدة�و�كانت���Cو�A�،�Bإذا�كانت�

��.��تكون�على�استقامة�واحدة�أيضاC′�وA�،�′B′�فإن�hتحاك�
���C′�وA�،�′B′��هو�مستقيم�يشمل�Cو�A�،�Bيشمل��،�لأن�صورة�المستقيم�الذي�بالفعل

���������:الحفاظ�على�التوازي� .3
��متوازيان)�∆′(و�)�d′(�هما�مستقيمان�hمتوازيين�فإن�صورتيهما�بواسطة�تحاك��)�∆(�و�d ) (�إذا�كان�المستقيمان�

��
��)∆′(يوازي�)�d′(و�بالتالي�)�∆′(يوازي��)�∆(�و�)�d′(يوازي��)�d(��،�بالفعل

���������:الحفاظ�على�الزوايا�الموجهة� .4
���على�الترتيبC′و��A�،�′B′�هي��hصورها�بتحاك��Cو�A�،�Bفي�المستوي�الموجه�نعتبر�النقط�

)لدينا�� ) ( )′ ′ ′ ′
����� ����� ���� ����
A B ,A C = AB,ACو������ �′ ′ ′BAC = B A C��

     

                   �����������������< 0k�������������������������������������������������������0>k��
��
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��

��طرائق

��

�����1تمرين�محلول�
���

���D′�الى��Dو�يحول��Oبواسطة�التحاكي�الذي�مركزه���ABCDفي�كل�حال�من�الحالات�التالية�أنشئ�صورة�المربع�
��
��
��
��
��
��

��:حــل
لأننا�نعلم�أن�صورة�مربع�بتحاك�)��نقط�3(��مثلا��Cو�A�،�Dلإنشاء�المربع�يكفي�إيجاد�صورة�النقط�:�الشكل�الأول�

��)الحفاظ�على�الشكل�و�على�التعامد�(�هو�مربع�

D(هو�مستقيم��)�DC(�صورة�المستقيم�،��)�CO(��التي�تقع�على�المستقيم�′�Cهي�النقطة�Cصورة�النقطة�*� C′ ′(���
���فهي��)D′A(�تقع�على�′Cو�بالتالي���)D′A(�فهو�المستقيم�′Dو�يشمل��)�DC(�يوازي���

���.�Bهي�′�Dو��)D′A(و��)�CO(�إذن�نقطة�تقاطع�
���)�AO(��هي�نقطة�تقاطع�المستقيم��Aصورة�′Aبالمثل*�
��′Dو�المرسوم�من�)�AD(�مع�المستقيم�الموازي�لـ���

Aيمكن�إنشاء�المربع�)�معطاة��(�′�Dهي�Dصورة� • B C D′ ′ ′ ′��
��

���"�للقارئ�تترك�بقية�الأشكال"���������������
��
��

�����2تمرين�محلول�
�ABCمثلث�مركز�ثقله��G�،�′A�،�′Bو��′Cع�منتصفات�القط�]�BC�[��،�]AC�[و���]AB�[على�الترتيب���
�Hالتحاكي�الذي�مركزه��Gحيث��′A�=�h ( A )�،�′B�=�h ( B )و���′C�=�h ( C )�.نضع���) ′Ah(�=�M����������
���.�ABCو��MNPمساحتي�المثلثين��Sو��sقارن�بين�-���������Ch(�=�P′ (��و��N=�)Bh′ (و���

�1( �هي′A ��الى�Aو�يحول�Gنسبة�التحاكي�الذي�مركزه�:�����حــل

2
1(لأن��)�−

GA = - GA
2

′
����� ����

(���

�Aهو�المثلث�ABCورة�المثلث��و�منه�ص��C′�=�h ( C )و�B′�=�h ( B )لدينا��� B C′ ′ ′��
Aصورة�المثلث�)�حسب�المعطيات�(�لدينا� B C′ ′ ����MNPهو�المثلث�′

�Aهي�منتصفات�أضلاع�المثلث��Pو�M�،�Nلأن�(� B C′ ′ ′(���
�Aنرمز�لمساحة�المثلث� B C′ ′ ���′�Sبالرمز�′

Sلدينا�إذن�� = 4S′و���S = 4s′و�بالتالي��S = 16s��
 

′B

′B = C ′DA 

D C

O 

′A

A′

C′

C 

A 

B B′

P

M 

N 

B A 

D O 

′D = B

C 

A 

D 

O

′DB A 

D 

O 

CC 

′D

B A 

D 

O 

′D = D 
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��

��أعمال�موجهة
��

��تعيين�محل�هندسي
�)C�(دائرة�مركزها��O.��A�،�Bنقطتان�من�� �)C�(�،�Mنقطة�متغيرة�على�الدائرة���)C�(ن�تختلف�ع�Aو��B 

���)�.�Bو�Aعدا��)��C(�تأخذ�كل�الوضعيات�على���Mأي�أن (
I منتصف���]AB�[��،Gمركز�ثقل�المثلث��ABM��)أي�أن�G1(��مرجح��,�A�(��،�)1�,�B�(��،�)1�,�M(�(���

����.��BوAعدا�النقطتين��)�C(��الدائرة��Mلما�تمسح�Gللنقطة��)��L(تعيين�المحل��الهندسي�:��الهدف�
���)��Mتتغير�بتغير�Gباعتبار�أن�(�Gتعيين�مجموعة�النقط�:��بعبارة�أخرى�

��
���.�Iو�المنتصف���Bو�Aالنقطتان�.��Oذات�المركز�)�C(�الدائرة��:�العناصر�الثابتة�هي�:�التخمين�����
�على�النقط�المناسبة�لها�نحصل���Gو�نحدد�وضعياتMنختار�عدة�وضعيات�للنقطة�����

5 4 3 2 1
G ;G ;G ;G ;G��

���.��ليست�على�استقامة�واحدة������
��أو�جزء�منها)�C′(��������تبدو�النقط�على�دائرة�

������
��:إثبات�التخمين��  �    
��.�و�النقط�الثابتة���Mو�Gنبحث�عن�العلاقة�بين�������

���على�استقامة�واحدة����������I�،�G،��Mالنقط
���.��kيطلب�تحديد�نسبته�Iمركزه��hبتحاك��Mصورة���Gأثبت�أن-�������1

���Gللنقطة��)��L(�الهندسي��تعيين�المحل-�������2
���.�hبالتحاكي���Bو�Aعدا�)��C(�����������هو�تعيين�صورة�

���)L(��ثم�أنشئ�h   ��)��O( ،�حدد�النقطة��)��L(�عين�عندئذ�-�������3
��

��هو�طريقة�مختصرة�إذ�يستغنى�في�هذه�الطريقة��)�دسي�محل�هن(�توظيف�تحويل�نقطي�في�تعيين�مجموعة�نقط��:تعليق�����
��.��������عن�دراسة�الحالة�العكسية�

��
���:�في�حالة�عدم�توظيف�التحاكي

���.�Bو�Aتختلف�عن��)�C(��نقطة�من��Mو�MABمركز�ثقل�المثلث���Gحيث��Gمجموعة�النقط���������������Eنعتبر�
��.���غير�خالية��Eنثبت�أن�)��1
��).L(زء�من��ج�Eنثبت�أن�)��2
���). = L(E(و�بالتالي��(�Eجزء�من�)�L(نثبت�أن�)���3
 
 
 
 
 

5M
A

B

4M

3M
1M

2M

1G 
2G

3G 

4G

 I��
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��

��أعمال�موجهة
��

��إنشاء�هندسي
��

ABCمثلث�زواياه�حادة��.��

 �:�الهدف

��

]ن�منهما�نقطتا��Jو��Iداخل�المثلث�حيث��IJKLإنشاء�مربع� ]BC�،��Kنقطة�من�[ ]ACو��Lنقطة�من�� [ ]AB��

 

���:التحليل������

��.������������نفرض�أن�المربع�أُنجز�،�نلاحظ�مثلثات�متحاكية�،�عندئذ�استعمال�التحاكي�ممكن�

���.�Bالى�Lذي�يحول��و�ال�Aللتحاكي�الذي�مركزه����hنرمز�بالرمز�

���؟�Jو��I؟��ماهما�صورتا�Kماهي�صورة� -�

 �.hبواسطة���LIJKصورة�المربع�BEDCاستنتج� -�

��:التركيب���

  �������������ABCنعتبر�المثلث�

�� �)BC(��تقعان�في�جهتين�مختلفتين�من�المستوي�بالنسبة�للمستقيم��Dو�Aحيث�أن�النقطتين�� BEDCأنشئ�المربع�  

 Jفي�النقطة��]�BC[�يقطع��)�AD(��و�المستقيم�Iفي�النقطة��]�BC[�يقطع��)�AE(�المستقيم�

)��على�Jو�العمود�في�Lفي�النقطة��)�AB(�يقطع��)�BC(��على��Iالعمود�في�� )BCيقطع��)�AC�(في�النقطة��K 

��.�حل�للمسألة���IJKLتحقق�أن�المربع�-� 

��دد�الحلول�؟�ما�ع-�

��
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��

��� ���مسائل�محلولة�

��.�مربعان�أضلاعهما�متوازيان�مثنى�مثنى��MNPQو�ABCDفي�الشكل�المقابل��������
��) DQ (و��)�AM�(��،�)BN�(��،�)CP(�إثبات�أن�المستقيمات�:�الهدف��                  

��.تتقاطع�في�نقطة�واحدة�� ���������
��				�ABCDطراه��رباعي�محدب�،�يتقاطع�ق�]AC�[و���]BD�[في�نقطة��O��

 ��Iفي�النقطة� ]AD [��يقطع�Oالمرسوم�من��)�DC(�������المستقيم�الموازي�لـ�

 �Jفي�النقطة� ]AB [��يقطع�Oالمرسوم�من��)�BC(����المستقيم�الموازي�لـ�    

��متوازيان)� BD (و��)�IJ(�إثبات�أن�المستقيمين�:�الهدف�                   
��



)�C�(و)�′C�(اهما�زدائرتان�مركO�،�′Oعلى�الترتيب�و�نصفي�قطريهما��r�،�′r على�الترتيب�)′≠r r(��

���.Nو� M في�نقطتين)�C(يقطع��و�Aمستقيم�يمر�من�)�C( ).d(�نقطة�داخل�������I�.�Aمتماستان�خارجيا�في�النقطة�
���.N′�في �)C′(يقطع�)� IN (�و�المستقيم�M′في�)�C′(يقطع�)� MI (������المستقيم�

′(إثبات�أن�المستقيم�:�الهدف���                 ′M N�(يمر�من�نقطة�ثابتة�عندما�يتغير�المستقيم��) d �(حول�النقطة�A 

��.��و�بالتالي�فهما�متحاكيان��ABCDهو�تصغير�للمربع��MNPQالمربع�����������:الحل�
��الآخرين�في�نقطة�واحدة�يجب�إثبات�أن�مستقيمين�منهما�يمران�بنقطة�تقاطع�المستقيمين�لإثبات�أن�أربعة�مستقيمات�تتقاطع�

���)DQ(�و��)�AM(���نقطة�تقاطع�Oلتكن�*�
�*ODAو��OQMمثلثان�متحاكيان�،�ليكن��hالتحاكي�الذي�مركزه��Oل�و�الذي�يحو�Aالى��M.���

 �h ( C ) = Pيكفي�إثبات�أن�Oيمر�من��)�PC(�لإثبات�أن�

���من�جهة�و�من�جهة�أخرىQالمرسوم�من��)�DC(��تنتمي�الى�الموازي�لـ�′�h�،�Cبواسطة��Cصورة�′C لتكن
C′تنتمي�إلى��)�OC.�(إذن��C′نقطة�تقاطع���)OC�(مع���)QP�(و�منه��C′هي�النقطة��P���

�QMلأن�� QC

AD DC

′
��QMأي�= = QC′�.و�بنفس�الطريقة�نثبت�أن���)BN�(يشمل��O.���

,A , AB(يمكن�أن�نثبت�التقاطع�تحليليا�بأخذ�معلم�متعامد�و�متجانس�:�ملاحظة� AD
���� ����

,M(aو�أخذ��)� b)ثم�كتابة����
��.بل�حلا�وحيدا�����������معادلات�المستقيمات�و�إثبات�أن�الجملة�تق

���.�hنريد�إثبات�أن�مستقيمين�متوازيين�،�يكفي�إذن�أن�نثبت�أن�أحدهما�صورة�للآخر�بتحاك�				
��من�جهة)�)�DC(يوازي�)�IO(لأن��(�h( I ) = Dلدينا��.��Cإلى��Oو�يحول��Aالذي�مركزه��hنستعمل�مثلا�التحاكي�
��hبالتحاكي��)�IJ(�صورة��)�BD(�و�بالتالي�فإن�)�)�BC(يوازي�)�JO(لأن��(�h( J ) = Bو�من�جهة�أخرى�لدينا�

���)IJ(�يوازي��)�BD(���و�منه�




�IMو�IMNيبدو�من�الشكل�أن�المثلثين� N′ M(هل�المستقيم��.��Iمتحاكيان�رأساهما�′ N′ ���)MN(�هو�صورة��)�′

��عندئذ�النتائج�المترتبة�على�ذلك�؟هي��نفرض�أن�هذا�صحيح�،�ما�؟��Iمركزه��hبتحاك�
��M(إذن�)�MN(��تنتمي�الى�Aنعلم�أن��.�Aوضعية�النقطة�الثابتة�المطلوبة�تابعة�لوضعية� N′ ′(∈A′�h( A ) = ��

A′ماهو�التحاكي�.��النقطة�المطلوبة��hالذي�مركزه��Iل��ويحو��)MN�(الى��)M N′ ��؟)�′

N�،�Mنقطتان�من���)C(�،N′،M′نقطتان�من��)C′�(يبدو�أن��،hهو�التحاكي�الذي�مركزه��Iل�و�يحو��)C�(إلى��)C′(��

rبة�هذا�التحاكي�هي�نس*�

r

′
�rحيث��M′�=�h( M )؛�-

IM IM
r

′
′ = −

���� ����
�rحيث���N′�=�h( N )و�

IN IN
r

′
′ = −

���� ���
��

M(�تنتمي�إلى�′�Aنعلم�أن�A′�=�h( A )نضع�*� N′ ���)�MN(��تنتمي�إلى�Aلأن��)�MN(�صورة��)�′

��A′ثابتة�لأن��Aثابتة��.��

A B 

C D 

Q 

M 

P

N
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��

��� ���مسائل�محلولة�

��
, O , i )��في�معلم�متعامد�و�متجانس�  j )

� ��
��اللتين�معادلتيهما�الديكارتيتين�هما�على���)�C′(و��)�C(��نعتبر�الدائرتين�

�����2الترتيب 2x + y - 8x - 4y + 16 = ����2و����0 2x + y -14x + 2y + 41 = 0��
���.�نصفي�قطريهما�على�الترتيبr′�وrل�من�ك�مركزيهما�على�الترتيب�ثم�حدد��Bو�Aعين� -1
, O , i )�في�المعلم�)C′(و��)�C(�أنشئ� -2  j )

� ��
.� 

�3تأخذ�قيمتين�ممكنتين���k،�أثبت�أن�نسبته��)C′(الى��)�C(��يحول��hنفرض�وجود�تحاك� -3

2
−�و�

3

2
 

���مركزيهما�على�الترتيب�2Iو�1Iنعتبر)C′(الى�)�C(�يحولان��2hو�1hأن�هناك�تحاكيين-3-واضح�من�السؤال -4
���على�الشكل�2Iو1Iثم�علِّم��)�B , 2(�و��)�A , 3(��مرجح�2Iو�أن��)�B , 2(�و��)�A , -3(��مرجح��1Iأن�تحقق������

���.�2hو1hبكل�من��)�C(��صورة��)C′(�تحقق�تحليليا�أن�-�������������������5
��:يمكن�كتابة�معادلتي�الدائرتين�على�الشكل�������:الحل�

�2 2(C) : ( x - 4 ) + ( y - 2 ) = ������2و������4 2(C ) : ( x - 7 ) + ( y +1 ) = 9′��
r′��و�� ���7 , -1(�B�،��r = 2(��A)2 , 4(��و�منه����������� = 3���


 �Bالى��Aيحول��hإذن�)′)Cالى���C��((تحاك�يحول�hليكن��

rو�لدينا� = k .r′�3أي�
k

2
�3هما��kهناك�قيمتان�للعدد�=

2
−�(و�

3

2
(��

3هي���1hهناك�تحاكيان�نسبة�الأول��

2
−�(�هي2hو�نسبة�الثاني���

3

2
(��

��1أي�أن�B  )=�A (�1hB , )=�A (�2h:�لدينا�2hمركز2Iو�1hمركز�1Iليكن� 1

3
I B I A

2
=

���� ����
��2و� 2

3
I B I A

2
= −

���� ����
��

1:���يعني� 12 I B -  3 I A = 0
���� ����� ��

��2و�� 22 I B + 3 I A 0=
���� ���� �

��������)A , -3(��مرجح��1Iو�هاتان�العلاقتان�توضحان�أن�
���.�)B , 2(�و��)�A , 3(��مرجح�2Iو�أن��)�B , 2(�و�

��:�بتبسيط�العلاقتين��2Iو�1Iتعليم�

���������2 22 I B = - 3 I A
���� ����

I �25أي� B = - 3 BA
���� ����

��2يعني��

3
I B =  AB

5

���� ����
�1Iو�بالمثل�نجد� B =3 AB

���� ����
��

��1 1

3
I M  =  I M

2
′

����� ����
�2و� 2

3
I M  = -   I M

2
′

����� �����
x(�نضع�  , y′ ′(�M′صورة���M( x , y ) 

�(,�1I)�8 , 2-(�ينتج���B)�1- , �7(�و��A)2 , 4(�لدينا�
26 4

 , 
5 5

(�2I���

�هي������������1hالعبارة�التحليلية�للتحاكي�

3
(x  + 2 ) = ( x + 2 )

2

3
y - 8 = ( y - 8 )

2


′


 ′


�أي�

3
x   =  x + 1

2

3
y  =  y - 4

2


′


 ′


��

xنعوض�  , y′ ′���د�� �!"�)C′(�#$%��:2 23 3
(  x + 1 - 7 ) +(  y - 4+1)  = 9

2 2
��2أي 23 3

(  x - 6 ) +(  y - 3)  = 9
2 2

��

2و�نجد� 2x + y - 8x - 4y +16 = ���)�C(��و�ه!� ��د���ا�#ا()ة�0

���)2hو�نفس�الطريقة�بالنسبة�لـ��(�1hيبواسطة�التحاك�)�C(�هي�صورة��)�C′(ا-Cا06ة�أي�أن�������

��

1
I

A 

B 

2
I
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��

��تكنولوجيا�الإعلام�و�الإتصال

��
���)C(��من�Mنرفق�يكل�نقطة��)�.�C(��نقطة�خارج��O�.�Aالتي�مركزها��)�C(�مستو�موجه�،�نعتبر�الدائرة��في�

�����πالأضلاع�و�يكون�لدينا��متقايس�AMNحيث�يكون�المثلث��Nالنقطة� �����
( AN, AM) =

3
.��

��؟�)�C(��الدائرة��Mلما�تمسح�Nللنقطة��)�1L(ما�هو�المحل�الهندسي� -1
 ؟�)�AN(��على�المستقيم� �Mالمسقط�العمودي�للنقطةPللنقطة��)�2L(ما�هو�المحل�الهندسي� -2

��
�� �:التخمين�باستعمال�برمجية�هندسية�ديناميكية���-���1:الحل�

���:�Declic ) ِ�(�����������خطوات�الإنجاز�باستعمال�برمجية�ديكليك
������������������بهذا�الزر�أرسم�الدائرة��
����خارج�الدائرة�������������������Aو�بهذا�الزر�عين�النقطة�

��)C(��على�الدائرة���������������Mبهذا�الزر�إختر�نقطة�متحركة�
��AMN �الرأس�الثالثة�للمثلث��������������Nأنشئ�النقطة�

-(�و�قياس�زاويته�Aيمكن�إنشاؤها�باستعمال�دوران�مركزه�����������(�
3

π(��

 )������������بهذا�الزر�

��ة�على��أنقر�بالفأر�����������Diversثم�في�القائمة�العلوية�للبرمجية�ضمن�فئة�
���و�اسحب�نحو�Mو�أنقر�على�النقطة�����������Lieu de pointsالتعليمة�
���؟�Nعلى�الدائرة�و�لاحظ�ماذا�ترسم�النقطة��Mدون�تحرير�زر�الفأرة�بعد�ذلك�قم�بتحريك�النقطة�����������Nالنقطة�

��
��
��
��
 
 
 

���.�)C′(هو��)�1L(و�بالتالي�

2-�Pمنتصف���]AN�[لأن�المثلث��AMN�1متقايس�الأضلاع�و�منه
AP AN

2
=

���� ����
���مركزه��hبتحاك��Nصورة��Pأي�أن�

A�1و�نسبته�

2
��hبالتحاكي��)�′C(صورة��)�′′C(�تمسح�Pفإن��)�C(��تمسح�Mلما��)�′C(�تمسح�Nو�بما�أن��.�

1حيث�′′Oهي�الدائرة�التي�مركزها��)�′′C(إذن�
AO  AO

2
′′ ′=

������ �����
�1و�نصف�قطرها�

2
�)��C(أو��)�′C(�نصف�قطر�

′′��لدينا���  �)′′C(�على�Pتتحرك��)�C(��على�Mعندما�تتحرك� ′
1 1 π

(A, ) (A, ) (A,- )
2 2 3

( C  ) = h (C ) = h oR (C)� 

�1،�النسبة��Aيسمى�هذا�التركيب�تشابها�و�له�ثلاثة�عناصر�مميزة�هي�المركز�

2
�و�قيس�الزاوية�

3

π�-.���

��

��برهان�التخمين	   ��������

�πو��C�(��،�AM = AN(�من�نقطة���Mلدينا�
( AN,AM)=

3

���� �����
���Aمركزه��Rبدوران��Mصورة���Nهذا�يعني�أن�

π(و�قيس�زاويته�
-

3
�.�(Mتتغير�على�الدائر���)C�.�(إذن��Nتتغير�على�الدائرة��)C′�(صورة����)C�(بالدوران��R.� 

AO , AO)�و�′�AO = AOأي��′Oو�هي�دائرة�مركزها� ) =- 
3

π
′

���� �����
���)C(��و�نصف�قطرها�هو�نفسه�نصف�قطر�
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��
��
 O , i , j(في�معلم�متعامد�و�متجانس��

� ��
2التي�معادلتها��)�C(�تعطى�الدائرة��)� 2x + y - 2 x - 4 y + ���و�النقطتان0  =  4

�)�- 1 , 0(�Aو���)0 , 3(�B�،�Mنقطة�كيفية�من���)C.�(���
���.Bو�A و�عين�النقطتين��)�C(�أرسم�الدائرة� -1
2- Nطة�حيث��هي�النقMANBمتوازي�أضلاع�� 

���



���يطلب�تعيينهاIيمر�من�نقطة�ثابتة��)�MN(��أثبت�أن�المستقيم�
���



��و�اكتب�معادلة�ديكارتية�لهذا�المحل�)�C(��الدائرة��Mلما�تمسح�النقطة��Nأنشئ�المحل�الهندسي�للنقطة�
3- Pهي�النقطة�حيث��MABPماهو�المحل�الهندسي�للنقطة�.��متوازي�أضلاع�Pتمسح�عندما��Mالدائرة���)C�(؟����

��.�أكتب�معادلة�ديكارتية�لهذا�المحل�-�������
��

���أو�غيرها�Atelier de geometrieأو�Declicالتخمين�باستعمال�برمجية�من�برمجيات�الهندسة�الديناميكية�مثل�:�أولا�
���باستعمال��O)2 , 1(�و���r = 1حيث��)�C(��و�الدائرة��A�،�Bأنشئ�معلم�متعامد�و�حدد�عليه�النقطتين�-�1

��)للتسمية�،�أنقرعلى�الزر�الأيمن�للفأرة�ثم�الأيسر�.�(�������الفأرة�و�لوحة�الأزرار�المقابلة�لبرمجية�ديكليك�
���باستعمال�الزرMو�سمها��)�C(��إختر�نقطة�متحركة�على�الدائرة�-�2
���و�أنقر�على�النقط�Parallelodgrammeثم��Polygonesإختر��Construireفي�القائمة�العلوية�ضمن�فئة�-�3

�����M�،�Bثم��Aبهذا�الترتيب�ستجد�أن�البرمجية����
������قد�أنشئت�متوازي�أضلاع�قم�بتسمية�الرأس

������Nالجديد�
 Diversفي�القائمة�العلوية�مرة�أخرى�ضمن�فئة� -�4

���Nو�اسحب�إلى��Mثم�أنقر�فوق��Lieu de pointsاختر�
���)Pبنفس�الكيفية�مع�النقطة�(��بالفأرة��ولاحظ��Mالآن�حرك�النقطة�-���
��
��
��
��
��
��

��:�نكتب�العبارات�التحليلية�للتناظر�المركزي�:���الطريقة�التحليلية�
��IMأيMصورة�′Mلتكن� IM′ = −

���� ����
�xيعني� x 2′ = − �yو�+ y′ = ��:نجد��)�C(��في�معادلة��yو���x،�نعوض�−

�2 2( - x + 2 ) + ( - y  )  - 2( - x  + 2 ) - 4( - y  ) + 4  =  0′ ′ ′ ���2أي���′ 2x  + y  - 2 x  + 4 y  + 4 = 0′ ′ ′ ′��
3�-�MABNمتوازي�أضلاع�يعني��MP AB=

���� ����
�ABبالإنسحاب�الذي�شعاعه��Mصورة��Pأي�أن�

����
(�نرمز�له�

AB
T����(���

�rحيث′′�rونصف�قطرها�′′Oو�هي�دائرة�مركزها)� C (على�صورة��تقع��Mصورة�Pو�بالتالي� r′′ �OOو�= AB′′ =
����� ����

��
Pتمسح�الدائرة��)C′′�(لما�تمسح��Mالدائرة���)C�(��،OO 4i′′ =

����� �
C′′�:�(�2(��ومنه�معادلة� 2( x - 5 ) + ( y - 2 )   =  1��

2:�هي��)�C(�معادلة��:���برهان�التخمين:�ثانيا� 2( x - 1 ) + ( y - 2 )   =  1��،r = 12 , 1(��و�(�O��
1�-�*�ANBMمتوازي�أضلاع�قطراه�متناصفان�و�بالتالي��)�MN�(الثابتة�مر�بالنقطةي���Iمنتصف���]AB.�[���

INواضح�أن�����*� IM= −
��� ����

)��-�1(�و�نسبته��Iأو�بالتحاكي�الذي�مركزه��Iبالتناظر�المركزي�الذي�مركزه��Nصورة��Mأي�
نصف��،�′Oمركزها)�′C(ت�هي�دائرة�كل�من�هذه�التحويلاب)�C(صورة��و��πو�قيس�زاويته�Iأو�بالدوران�الذي�مركزه�

�IOحيث′rقطرها IO′ = −
���� ���

2هي�)�′C(و�منه�معادلة��′�O)2- , 1(��أي� 2( x - 1 ) + ( y + 2 )   =  1��
��
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��
��
�xو�ذلك�بكتابة�العبارات�التحليلية�للإنسحابيمكن�استعمال�الطريقة�التحليلية�*� x 4′ = �yو�+ y′ =���

���)�.′′C(نجد�معادلة��)�C(�لة��في�معاد�yو���xثم�بتعويض�
�ABبواسطة�الإنسحاب�الذي�شعاعه��Mصورة�P:�ملاحظة�

����
�بالتناظر�المركزي�الذي��Nصورة�Pيمكن�ملاحظة�أن��.�

�BPلأن�Bمركزه� BN= −
���� ����

�INأي�Iكزه��بالتناظر�المركزي�الذي�مر�Mصورة��Nو�بما�أن� IM= −
��� ����

��
��:��لدينا��ISو��BSبمركب�تناظرين�مركزيين�نرمز�لهما��Mصورة�Pفإن�

�B IP S S (M)= ��من�جهة�،�ومن�جهة�أخرى��
AB

P T (M)= �Bإذن�نستنتج�أن����� IAB
T S S=���� ���

��
��الإنشاءات�الهندسية

��
��
��)�d�(و��)′d�(��،ن��ن����از*���
���Aن���

��#�ا-�F*0Gا-1ي�*,09ا$=�ا-����
$���)�HIG-ا��J���آ�(��

���1�K�� ! ��LG$أ��′AMMقائم�في��Aو�متساوي�الساقين����
���)d′(�تقع�على�M′و�)�d(�قع�على��ت�Mحيث�أن��������

���2�Kد�ا-,!�ل�؟COه���������
���3�K��
>;�P��
�Q�0><ء��G$Sا�
,��#��T
,:���
  
 
 

     ��#���

��))′dو��U;0$���������)�d�(ا-����
P-ا�#��$�UV�A ���WP�<�.��

�U;0$�4ه1ا�ا-/ر��!O�0
P-�<��������������)1d��(رة�����)d(بالدوران�الذي�مركزه���Aو�قيس�زاويته��π
-

2
��

����$��������������′M�#���

��XYا-���:�
�
$�)1d�(و��)′d(���


�
P-ا�LGP$���������������Mرة����′M�./وران�ا-1ي��0آC-�<�A�=�*زاو�Z�و���
π

2
��

��AMM′�������������أ$�LGا-� !%�
���)Aلنقطة�مثلا�ا(�����������الآن�حرك�بالفأرة�أحد�العناصر�الأصلية�

���.�و�استنتج�عدد�الحلولتحقق�من�صحة�الإنشاء�بالبرهان�النظري����������
��
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)′d(� )d( 
A 
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��أ�
	��أم�����
�� أجب�بصحيح�أم�خاطئ� 8  �إلى� ���1بالنسبة�للتمارين�من

��:�معللا�إجابتك
��التحويل�النقطي�الوحيد�الذي�يكون�في�آن�واحد��1

��.�طابق�انسحابا�وتحاكيا�هو�التحويل�الم
�بواسطة��ABCصورة�مثلث��MNPإذا�كان�المثلث��2

��.��متشابهين��MNPو��ABC،�فإن�hتحاكي�
�3��MNP�7حيث��36مثلث�محيطه�MN ��ABCو�=

�8ABحيث�42محيطه��مثلث �hهل�يوجد�تحاكي��.�=
):�حيث� )h A M=�،�( )h B N=،�( )h C P=؟���

��.ل�تناظر�مركزي�هو�تحاكي�����ك�4
�5���O،�A�،�Bثلاث�نقط�حيث�:��

��������������2AB OA=
���� ����

����������
���.��Bإلى��Aيحول��2و�نسبته��Oالتحاكي�الذي�مركزه

�6���( )dو��( )'dيوجد�تحاكي�.��مستقيمان�متقاطعان�
)��يحول )dإلى��( )'d.��

 7��ABC،مثلث�Oمنتصف�القطعة�[ ]BC.�fالتحويل��
�من�المستوي�إلى�نقطة�Mالنقطي�الذي�يحول�كل�نقطة�

N2:�من�المستوي�حيث�MN MA MB MC= + +
����� ���� ���� �����

��
��fهو�التحاكي�الذي�مركزه��Iمنتصف�القطعة��[ ]OA���

���.-���3و�نسبته�
�8� �hتحاكي�نسبته��k�1حيث�k ≠�.���

��رة�من�المستوي�تنطبق�على�صورتها�������لا�توجد�أي�دائ
���hبواسطة�التحاكي�

��أ���������دة�ا���	�رات

�اختر�الجواب�� 14 إلى� ���9بالنسبة�للتمارين�من    
��:الصحيح�من�بين�المقترحة�

�9� �Aو��Bنقطتان�مختلفتان�من�المستوي�و�Iمنتصف����
]�القطعة� ]AB�.�kنسبة�التحاكي�الذي�مركزه��Aو��
��:�هي��Iإلى�Bيحول�

�1�(1

2
k =.���

�2(1k = −.���
�3�(2k =.���

��

��
 10��ABCمثلث�من�المستوي��Iمنتصف��[ ]ABو�J��

]�منتصف ]AC�.شعاع�الإنسحاب�الذي�يحولJإلى�Iهو:��

��1(1

2
BC
����

�.���

��2�(BC
����

��.���

��3�(1

2
CB
����

.���

11�ABCمثلث�من�المستوي��Iمنتصف��[ ]BCو�G���
�نسبة�التحاكي�الذي�مركزه��ABC.kمركز�ثقل�المثلث�

Gو�يحول���Aإلى��Iهي��:��

�1�(1

2
k = −.���

�2(2k = −.���

�3�(2

3
k = −.���

12 �Sالتناظر�المركزي�الذي�يحول�نقطة��Aإلى�نقطة��
Bو�يحول�نقطة���Cإلى�نقطة��D�.لدينا��:��
�1�(BD AC=

���� ����
�.��

�2�(BD CA=
���� ����

.��
�3�(AB CD=

���� ����
.��

�13�A�،�B،�Cمن�المستوي�حيث��ثلاث�نقط��:��

���������3 2AC BC=
���� ����

��
kنسبة�التحاكي�الذي�مركزه��Aويحول��Bإلى��Cهي��:��

�1�(1

2
k = −.���

�2(2k = −.���

�3�(2

3
k =.��

�4(�3k = −.��
�14�( )C12دائرة�قطرها�cm�1تحاك�نسبته�

2
�يحول�−

( )Cإلى�دائرة��( )'C.���
)��������مساحة� )'Cهي��:��

��1�(29 cmπ.��
��2(�218 cmπ.��
��3�(236 cmπ��.��
��4�(216 cmπ���
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��.عية��عبر�عن�الجمل�التالية�بواسطة�علاقة�شعا15
�����Aهي�صورة�النقطة�Bالنقطة�)��1

�1و�نسبته����Iبواسطة�التحاكي�الذي�مركزه�النقطة

2
−�.���

������3توي�و�نسبته�المس �منOالتحاكي�الذي�مركزه�النقطة�)�2
���.�Qإلى�النقطةPيحول�النقطة�      

��على�الترتيب�Bو�Aصورتي�النقطتين�JوIالنقطتين)��3
���−4نسبته������بواسطة�التحاكي�الذي

�4�(Bهي�صورة�النقطة��Aبواسطة�الانسحاب�الذي��
�CDشعاعه

����
��.���

�16�ABCDمتوازي�الأضلاع.��
�DBبالانسحاب�الذي�شعاعه�Cقطة�عين�صورة�الن)�1

����
.��

�BAبالانسحاب�الذي�شعاعه�Dما�هي�صورة�النقطة)�2
����

��؟
عين�في�كل�حالة�من�الحالات�الآتية�نسبة�التحاكي���17

���.�Nإلى�Mو�يحول�Aالذي��مركزه�النقطة�
��1�(3AN AM= −

���� �����
.��

��2�(4 5AN MN=
���� �����

.��
��3�(MN AM=

����� �����
��

��4�(2 3 0AM AN+ =
����� ���� �

��
�18�ABDCمتوازي�الأضلاع.��
��نسبته�و�Aبالتحاكي�الذي�مركزه�Bالنقطة�صورةEنقطةال
�بالتحاكي�الذي�مركزه�Eصورة�النقطة��Fالنقطة��.�-���2
C�1ونسبته�-.���

]�منتصف�القطعة�المستقيمة����Dبرهن�أن�النقطة� ]AF.� 

�19�ABCDمتوازي�الأضلاع�.��

��1الانسحاب�الذي�شعاعه�

2
AB
����

إلى��Aيحول�النقطة�

���.�Fإلى�النقطة�Dو�يحول�النقطة�Eالنقطة�
AF:������������برهن�أن EC=

���� ����
����

�20��ABCمثلث�من�المستوي��.Iمنتصف�الضلع��
[ ]BCو���Jمنتصف�الضلع��[ ]AC.���

1بالانسحاب�الذي�شعاعه�Aصورة�النقطةEالنقطة

2
BC−
����

.��

]�منتصف�القطعة����Jأثبت�أن� ]EI.��

��
��

21��ABCDEFGHمكعب�مركزه��Oو��Iمنتصف����
]القطعة� ]BF.��

���،Aعين�صورة�النقط� )1
B،�C،�Dبالانسحاب�الذي���

�AEشعاعه�
����

��
��عين�صورتي�النقطتين )2

Hو��Fبالتحاكي�الذي�مركزه���B�1و�نسبته

2
.���

22��A�،�Bو��Cثلاث�نقط�حيث��
������������4BA BC=

���� ����
.���

    ���بالتحاكي�الذي�مركزهCما�هي�صورة�النقطة� )1

���؟��4و�نسبته�Bالنقطة    
���بالتحاكي�Aهي�صورة�النقطةCاستنتج�أن�النقطة� )2

�1و�نسبته�Bالذي�مركزه�

4
.���

3CBتحقق�أن� )3 CA= −
���� ����

.���
�بالتحاكي�الذي��Bهي�صورة�Aهل�النقطة� )4

���.-�3و�نسبته�Cمركزه�
�23���ABC3حيث�.��مثلث�BC =.���

���������Mنقطة�من�القطعة��[ ]AB.��
���������Nنقطة�من�القطعة��[ ]AC.��

��:�������حيث�
������2MN )المستقيمان�و= )MNو�( )BCمتوازيان��.��

��.�Bإلى�Mويحول�Aالتحاكي�الذي�مركزه�1hليكن)���1
���؟�����1hما�هي�نسبة�التحاكي�

�و�يحول��Nإلى�Bالتحاكي�الذي�يحول�2hليكن� )2
Cإلى��M.� 

 ؟��������2h؟��ما�هي�نسبة�التحاكي���2hما�هو�مركز�التحاكي

)في�الشكل�الموالي���24 )Dو�( )'Dمستقيمان�متوازيان�.��
����
��
��
��
��
��

E

A B

D C

F 

G H 
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�������
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A B
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→
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→
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�������
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�������

�������

�������

 
��
��

�� .م�معرفة�كما�هو�في�الرس�Oو�A،�B،�M،�Nالنقط�
��Mالذي�يحول��hنسبة�التحاكي��kعين�العدد�الحقيقي�

��.�Oو�مركزه�Nإلى
���في�كل�حالة�من���Gعين�نسبة�التحاكي�الذي�مركزه�25

��:��������الحالات�الآتية�
�1( 

 
 

��
��
��
��
��
�2( ��
 

����������������
��
��
��
��
��
�3( ��
��
��

��
��

    ��
��
��
�4( ��
��
��

��
��

��
��

26���ABCDمتوازي�الأضلاع�Iالنقطة�حيث�:��
���������1

3
AI AD=
��� ����

.���

�الذي�مركزه��hبالتحاكي��Dو�B،�Cأنشئ�صور�النقط�
Iو�يحول��Aإلى�D.��

���التالية،عين�نسبة�التحاكي��في�كل�حالة�من�الحالت�27
���M'�إلى�النقطة�Mو�الذي�يحول�النقطة��Aالذي�مركزه

MA M'MA M'

�� ��
M A M'M A M'

�� ��
M AM'M AM'

�� ��
MAM' MAM'

��
��:��انطلاقا�من�الشكل�التالي،حدد�28

A C B D EA C B D E

��
��.�2و�نسبته�Aمركزه��بالتحاكي�الذي�Bصورة�النقطة)��أ

�8و�نسبته�Aبالتحاكي�الذي�مركزه�Bصورة�النقطة)�ب

5
.��

��.-�1و�نسبته�Bبالتحاكي�الذي�مركزه�Eصورة�النقطة)��ـ

2نسبته�و�Cبالتحاكي�الذي�مركزه�Bصورة�النقطة)�د

3
−.��

1نسبتهو�Dبالتحاكي�الذي�مركزه�Aصورة�النقطة)�هـ

4
−.��

�بالتحاكي�الذي��Bهي�صورة�النقطة�Aالنقطة��29

�3و�نسبته�Cمركزه

4
.���

عين��.�Cإلى��Bو�يحول�Aبين�أنه�يوجد�تحاكي�مركزه�
��.نسبة�هذا�التحاكي

30���ABCDمتوازي�أضلاع��.��
���؟�Cإلى��Bو��Dإلى��Aهل�يوجد�تحاكي�يحول�-�
����؟�Dإلى�Bو��Cإلى��Aهل�يوجد�تحاكي�يحول�-�

}�مرجح�الجملة�المثقلة�Gالنقطة�لتكن31 }( , 2); ( , 3)A B −��
��Gبالتحاكي�الذي�مركزه��Aهي�صورة��Bبين�أن�

��.يطلب�تعيين�نسبته
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A
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�������

�������

��
��

��
��:ممثلة�بالشكل�الآتي�Fو�A،B،C�،D،�Eالنقط��32

��
��
��
��
��
��
��Bإلى�النقطةAبين�أنه�يوجد�تحاك�يحول�النقطة)��أ
��.�مطلوب�تعيين�مركزه�و�نسبته�Dإلى�النقطةCالنقطة�و
��Bإلى�النقطةAبين�أنه�يوجد�تحاك�يحول�النقطة�)�ب
��.�مطلوب�تعيين�مركزه�و�نسبته�Fإلى�النقطةEالنقطةو

���:ممثلة�بالشكل�الآتي���Dو�A،�B،�Cالنقط���33
��
��
��
��
��
��
��:كز�التحاكيات�التاليةأنشئ�مر���

�)أ� ���.�Dإلى��Cو��Bإلى�Aالتحاكي�الذي�يحول��

4التحاكي�الذي�نسبته���)ب�

3
 .�Bإلى��Aو�يحول�

��.�Cإلى��Dو�يحول�-�3التحاكي�الذي�نسبته���)ج�
�الممثل�في�الشكل�الموالي��"L"حول�الحرف���34

��:�و�النسب�Oذات�المركز��بالتحاكيات

��2�،�4�،�1

2
�1و�-��2،�-��1،�ثم��1و�

2
−��

��
��
��
��
��

��
��
��
��من�أجل�كل�تحاك�،�اذكر�إذا�ما�كان�تكبيرا�أو�تصغيرا���

��".L"������لصورة�
)،�في�الشكل�التالي��35 )Cهي�الدائرة�التي�مركزها�O���
�الذي�hنعتبر�التحاكي�.Qمماسا�لها�في�النقطة)�D(�و�

���.�Pإلى��Qو�يحول�Bمركزه
��
��
��
��
��
��
��:�أنشئ�ما�يلي)�1
��.�hبالتحاكي��Oو�Aصورتي�النقطتين�)��أ
)المستقيم�)�ب ')Dصورة�المستقيم��( )Dبالتحاكيh.���

)الدائرة�)�جـ ')Cصورة�الدائرة��( )Cبالتحاكيh.��
)حدد�وضعية�المستقيم�)�أ)�2 ')Dبالنسبة�للدائرة��( ')C.��

)حدد�الوضعية�النسبية�للدائرتين�)���ب )Cو��( ')C��
�hنقطتان�متمايزتان�من�المستوي�و��BوAلتكن��36

���.B'�إلى��Bو�A'�إلى�Aالتحاكي�الذي�يحول�
]�من�القطعة��Mصورة�النقطة�M'�برهن�أن� ]AB�

]تنتمي�إلى�القطعة ]' 'A B.���
��.باستعمال�الأشعة�المترابطة�خطيا)�أ

��.باستعمال�حفظ�الزوايا�الموجهة)�ب
���حول�المسافات�hباستعمال�خاصية�)�جـ
]�قاعدتاه���ABCDليكن�شبه�منحرف�37 ]ABو�[ ]DC�

3ABحيث� �5DCو�= �و�Oالدائرة�ذات�المركز�.=
���.�Bتمر�بالنقطة2نصف�القطر

��
��
��
��
��

h�5التحاكي�الذي�نسبته

3
���.�Dإلى��Aو�الذي�يحول�

��؟��Bما�هي�صورة�النقطة
��.�hبالتحاكي��Oأنشئ�صورة�النقطة-�
)�استنتج�إنشاء�للدائرة-� )Cبالتحاكي�h�.���
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��

��

��تمارين�تطبيقية

[ )Oxو�[ )Oyنعتبرالنقط.��نصفي�مستقيمينA،��
B،C،�D،�E،�Fحيث��( ) ( )//AC BD�
)و ) ( )//EC FD)أنظر�الشكل�.�(��

��
��
��
��
��

��
���.�Bإلى�Aويحول�Oالتحاكي�الذي�مركزهhنعتبر

���.�hبالتحاكي��Eهي�صورة�Fبرهن�أن

ABCمثلث�كيفي���.Iمنتصف�القطعة��[ ]BC�
)�نقطة�من�المستقيم�A'و )IAحيث�النقط��I�،�A،��'A��

��.على�استقامة�واحدة�في�هذا�الترتيب
�بالتحاكي�الذي��CوBأنشئ�صورتي�النقطتين )1

��A'�إلى�AويحولIمركزه�
،�A،Iأعد�نفس�السؤال�ولكن�في�هذه�المرة�النقط )2

'Aعلى�استقامة�واحدة�في�هذا�الترتيب��. 

ABCDتوازي�أضلاع�مركزه��مO.���
Eنظيرة�النقطة�Dبالنسبة�إلى�النقطة�Aو�F�

���.�Cبالنسبة�إلى�النقطةDنظيرة
��.أرسم�شكلا� )1
]�هي�منتصف�القطعةBبرهن�أن�النقطة )2 ]EF. 

ABCمثلث�كيفي��.Iمنتصف�القطعة��[ ]ABو�J�
]ف�القطعة�منتص ]AC.���

2:��المعرفتين�بِـ��LوKنعتبر�النقطتين

3
IK IJ=
��� ���

�

1و

3
BL BC=
���� ����

.���

)برهن�أن�المستقيم )AKيقطع�القطعة�[ ]LCفي�منتصفها�.��

ABCDمتوازي�أضلاع��.��
��.�Dإلى�Bويحول�Iالتحاكي�الذي�مركزهhنعتبر�

��
��
��
��
��
��
��
��
��

)لماذا�المستقيم )1 )DCهو�صورة�( )ABبالتحاكي�h؟���
)استنتج�أن� )2 )h KA =.� 

)عين�صورة�المستقيم� )3 )BCبالتحاكي��h�.واستنتج�أن��
( )h AI =.� 

 �.�hنسبة�التحاكيkنسمي� )4

IA:استنتج�من�الأسئلة�السابقة�أن� k IJ=
��� ���

�IKو k JA=
��� ���

��
2:�ثم�استنتج�أن�

IA IJ IK= ×.���

A�،�B،�C،�Dأربع�نقط�متمايزة�من�مستقيم�( )∆�
)�نقطة�لا�تنتمي�إلىOو )∆.���

��
��
��
��
��
��
��
��
�،��OABمراكز�ثقل�المثلثات1G�،�2G،��3Gنسمي�
OBC�،�OCDعلى�الترتيب��.��

��.�على�استقامة�واحدة�1G�،�2G،��3Gبرهن�أن�النقط�

�( ); ;O i j
� �

)�معلم�متعامد�ومتجانس�للمستوي�، )C�

)دائرة�مركزها� )2;3A�2ونصف�قطرها�.���

hالتحاكي�الذي�مركزه�O�1ونسبته

2
−.���

)أرسم� )1 )'Cصورة��( )Cبواسطة��h.���
)أكتب�معادلة�للدائرة� )2 )'C.� 

��

38 

39 
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��
��


�
��:��ر*#�:�<�
 

( ); ;O i j
� �

)�معلم�متعامد�ومتجانس�للمستوي�، )C�

2:�الدائرة�التي�معادلتها� 2 4x y+ )و�.�= )'C�
2:�الدائرة�التي�معادلتها� 2 6 8 0x y x+ − + =.���

)أرسم� )1 )Cو��( )'C.���

)تحقق�أن� )2 )Cو�( )'Cدائرتان�متماستان��. 

)�النقطة�ذات�الإحداثيين�Iلتكن )3 )2;0�.� 

)برهن�أن� )'Cهي�صورة��( )Cبالتحاكي�الذي�مركزه��
Iونسبته�kيطلب�تعيينها��. 

)�في�المستوي�نعتبر� )1Cو�( )2Cدائرتين�مركزيهما��

1O�2وO�،على�الترتيب�،��لهما�نفس�نصف�القطر��
���.Iلنقطةمتماستان�خارجيا�في�ا

)�،�يقطعانIمستقيمان�متمايزان�يشملان�النقطة )1C�
)�ويقطعان��1Nو�1Mفي�النقطتين )2Cفي�النقطتين��

2M�2و�Nأنظر�الشكل��.��
��
��
��
��
��
��

���.�Iالتناظر�الذي�مركزهSليكن�

)برهن�أن )1 )2Cهي�صورة��( )1Cبالتناظر�S.���

�هما�صورتي��2Nو�2Mبرهن�أن�النقطتين )2
 �.�Sعلى�الترتيب�بالتناظر�1Nو�1Mالنقطتين

1استنتج�أن�الرباعي )3 1 2 2M N M Nضلاع�متوازي�أ.��

ABCD�3مربع�طول�ضلعه�.���

��.أنظر�الشكل��.���2مربع�طول�ضلعهBEFGو

��

��

��

��

��

��

��

 �.��EBFو��BACأحسب� )1

)استنتج�أن�المستقيمين • )ACو�( )BFمتوازيان��.��

�ويحول�النقطة��Iالتحاكي�الذي�مركزهhليكن )2
Aإلى�النقطة��B.برهن�أن��( )h FC =.� 

2لماذا� •

3
 �؟hة�التحاكي�هي�نسب

��.�في�استقامية�D�،�G�،�Iبرهن�أن�النقط� )3

ABCDو�AEFGمربعان�حيث���:

( ) ( ); ;
2

AB AD AE AG
π

= =
���� ���� ���� ����

��.ظر�الشكل��أن

��

��

��

��

��
��

M،�N،�P،�Gمنتصفات�القطع�[ ]BD�،�[ ]ED�،�
[ ]GEو�[ ]GBعلى�الترتيب��.��

:��برهن�أن��BEGوBEDباعتبار�المثلثين )1
MN QP=
����� ����

.���

2( rالدوران�الذي�مركزه�Aوزاويته�
2

π.� 

]قطعة�عين�صورة�ال • ]BEبالدوران�r.� 

 .�مربع�MNPQاستنتج�أن •

 

45 

46 

47 

48 

M1 

O1��

M2 

N2 

N1 

O2��

I��

A B E I 

F G 

C D 

B 

A 

C 

D 

M 

N P 

E 

F 

G 

Q 

��تمارين
 

12 



 333

A 

O 

(C) 

M 

M' 

B 

��
��

��تمارين�تطبيقية
ABCمثلث�قائم�في�النقطة�A.���

Iو�Jمنتصفا�القطعتين�[ ]ABو�[ ]ACعلى�الترتيب��.��

Hالمسقط�العمودي�للنقطة�Aعلى�المستقيم�( )BC.���

sمودي�بالنسبة�إلى�المستقيم�التناظر�الع( )IJ.���

���.�sبالتناظرAعين�صورة )1

)عين�صورة�المستقيمين )2 )AIو�( )AJبالتناظر�s.� 

)ستقيماستنتج�أن�الم )3 )HIيعامد��( )HJ.� 

( )1dو�( )2dمستقيمان�متقاطعان�و�Aنقطة�لا��
��.تنتمي�إلى�هذين�المستقيمين�

��

��

��

��

��

�وزاويته�Aالذي�مركزه�الدورانrليكن�
3

π.���

)أرسم )1 )1 'dصورة��( )1dبالدوران�r.���

)�منBأرسم�نقطة )2 )1dو�Cمن�( )2dحتى��
 .�متقايس�الأضلاع�ABCيكون�المثلث

�Cفي�كل�حالة�من�الحالتين�التاليتين�أنشئ�النقطتين
)�على�المستقيمينDو )Dو�( )'Dعلى�الترتيب��

��.�متوازي�أضلاع�ABCDحتى�يكون�الرباعي�

��

��

��

��

��

��

( )Dو�( )'Dمستقيمان�متقاطعان���.Mنقطة�لا��
��.تنتمي�إليهما�

��

��

��

)�على�المستقيم�Nنقطة�ئأنش )Dونقطة�Pعلى��
)المستقيم� )'Dحيث��:��

1�(Nمنتصف��[ ]MP.���

2�(Mمنتصف��[ ]NP.���

( )Cدائرة�ثابتة�مركزها�O.���

Aو�Bنقطتان�ثابتتان�خارج�الدائرة�( )C.���

)ن�مMمن�أجل�كل�نقطة )Cنرسم�متوازي��
AMM'أضلاع� B.���

 

 

��

��Mلما�تتغيرM'ما�هو�المحل�الهندسي�للنقطة�
)على�الدائرة )C؟���

( �نقطتان�ثابتتان�لا��BوA.��مستقيم�ثابت�∆(
)تنتميان�إلى�المستقيم� )∆.���

��

��

��

��

)�من�المستقيم�Mمن�أجل�كل�نقطة �يرسم�∆(
���.AMBM'متوازي�أضلاع�

�على��Mلما�تتغيرM'ما�هو�المحل�الهندسي�للنقطة�
)المستقيم� ��؟∆(
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��
��

( �نقطة�ثابتة�لا�تنتمي�إلى�A.��مستقيم�ثابت�∆(
)المستقيم )∆.���

)�منMمن�أجل�كل�نقطة� ���Nنرسم�النقطة∆(
]منتصف�القطعة ]AM.����

��Mلما�تتغير�النقطةNما�هو�المحل�الهندسي�للنقطة
)على�المستقيم ���؟∆(

( )Cدائرة�ثابتة�قطرها��[ ]AB.���

Mنقطة�متغيرة�من�الدائرة��( )Cحيث��)M A≠�
Mو B≠.�(���

���.�ABMمركز�ثقل�المثلث��Gنعين�Mلكل�نقطة

��Mلما�تتغير�النقطةGما�هو�المحل�الهندسي�للنقطة
)على�الدائرة )Cما�عدا�Aو�B؟�����

ABCمثلث�قائم�في��A�.لكل�نقطة�Mمن�القطعة��
[ ]BC�1نعين�Mنظيرة�Mبالنسبة�للمستقيم�( )AB���

)�بالنسبة�للمستقيم�Mنظيرة2Mونعين )AC.���

]�هو�منتصف�القطعةAبرهن�أن )1 ]1 2M M.���

��1Mما�هو�المحل�الهندسي�لكل�من�النقطتين )2
]�على�القطعة�Mلما�تتغير�النقطة2Mو ]BC؟� 

��مـسـائـل
Aو�Bنقطتان���.αو�βعددان�حقيقيان�غير��

��.معدومين�

Gمرجح�النقطتين��Aو�Bالمرفقتين�بالمعاملين��α�
��.�على�الترتيب�βو

�0βموجود�إذا�كان�Gبرهن�أن� ��Aصورة��Bو≠

�αونسبته�Gبالتحاكي�الذي�مركزه

β
−.���

A،�B،�Cثلاث�نقط�على�استقامة�واحدة�من�مستقيم��
( )∆.����

��

��

��

��Cبحيث�يكون�xأثبت�أنه�يوجد�عدد�حقيقي�وحيد� )1
���.�xونسبته�Aبالتحاكي�الذي�مركزهBصورة�

 :�إذا�كان�xما�هي�قيمة� )2

• �Bمنتصف��[ ]AC.� 

• Aمنتصف��[ ]BC.� 

• Cمنتصف��[ ]AB 

)�على�Cعين�موقع�النقطة )3  :�إذا�كان�∆(

• ] ]; 1x ∈ −∞ −.� 

• ] ]1 ; 1x ∈ −.� 

• ] [ [ [1 ; 0 1 ;x ∈ − ∪ + ∞.� 

ABCمثلث���.Mمنتصف�القطعة�[ ]BC.���
�CAC'�وBAB'�المثلثين�ABCنرسم�خارج�المثلث�

��)�.أنظر�الشكل�(�ومتساويان�الساقين�Aقائمان�في
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��

)نريد�البرهان�أن�المستقيمين� )AMو�( )' 'B C�
��.متعامدان�
���.�2ونسبته��Bالتحاكي�الذي�مركزه�hنضع�

���.�hبواسطة�Mين�صورة�ع )1
�،�برهن�أنه�يوجد��hبواسطة��AصورةA'نسمي� )2

 �.B'�إلى�A'�و�C'إلى���Cيحول�rدوران�

��.�rو�hاستنتج�مستعملا�خواص�
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A��

B��
O��I��

K��

J��

A B 

D C 

F E 

O 

(c) 

( )∆ 

��
��

ABCمثلث��Oمنتصف�القطعة�[ ]BC،�Iنقطة��
]كيفية�من�القطعة� ]BO.���

)المستقيم�الموازي�لـ )OAوالمار�بالنقطة�Iيقطع��
)المستقيم )ABفي�Jويقطع�المستقييم�( )ACفي�K.���

:��حيث��1kونسبته�Bالتحاكي�الذي�مركزه1hنسمي
( )1h IO ���Cالتحاكي�الذي�مركزه�2h،�و=

):��حيث��2kونسبته )2h IO =.���

��

��

��

��

)عين� )1 )1h Aو��( )2h A.���

1BI:�بين�أن� )2 k BO=
��� ����

�2CIو k CO=
��� ����

��.�
1:�استنتج�أن� 2 2k k+ =.� 

2IJ:�برهن�أن� )3 IK OA+ =
��� ��� ����

.� 

ABCDمربع�طول�ضلعه�a.�( )cنصف�دائرة��
]قطرها ]ABمركزها��O.���

)خراج�المربع�،�المستقيمان� )ODو�( )OCيقطعان��
( )cفي�النقطتين�Eو�Fأنظر�الشكل�(�على�الترتيب�.�(��

��

��

��

��

��

)برهن�أن )1 ]�محور�القطعة�∆( ]ABهو�محور�تناظر��
 .للشكل�

)استنتج�أن�المستقيمين� • )DCو�( )EFمتوازيان�. 

��

��

2( hهو�التحاكي�الذي�مركزه�Oويحول�النقطة��Dإلى��
 �.Eالنقطة�

5:��هي�hبرهن�أن�نسبة�التحاكي� •

5
:��،�وأن�−

( )h C F=.� 

قطين�العموديين�للنقطتين��المس�KوHلتكن�النقطتان •
Eو�Fعلى�[ ]AB�.برهن�أن�الرباعي��EFKH�

 .مربع�

��[[[[ IAو�B1ان�متمايزتان�،�نعتبر�التحاكي�نقطتh�

�1ونسبته�Aمركزه

2
��.�2ونسبته��Bمركزه�2hوالتحاكي−

)�:�حيث�M'�نرفق�النقطةMلكل�نقطة )1'M h M=�
)�:�حيث�M"ثم� )2" 'M h M=.���

��.�بعلاقتين�شعاعيتين�M"�وM'عرف�النقطتين )1

":�برهن�أن� )2 2BM AM BA= − +
������ ����� ����

.� 

M":��حيث��Mأنه�توجد�نقطة�وحيدةأثبت )3 M=�
 �.Ωنسميها�

��Bو�Aهي�مرجح�النقطتين�Ωبرهن�أن�النقطة )4
 .�على�الترتيب�−�1و�3المرفقتين�بالمعاملين�

M"برهن�أن� )5 MΩ = −Ω
������ �����

ما�هو�التحويل�النقطي��.�
 �؟M"�إلىMالذي�يحول

[[[[ II��ABC�،مثلث��I،�J،�Kمنتصفات�القطع��
[ ]BC�،�[ ]ACو�[ ]ABعلى�الترتيب��.��

���.�ABCهي�مركز�ثقل�المثلث�Gالنقطة�

�نظائر�النقطة��P،�Q،�Rنعتبر�النقط�Mلكل�نقطة
Mبالنسبة�للنقط���I،�J،�Kعلى�الترتيب��.��

]نريد�البرهان�أن�القطع ]AP،���[ ]BQو�[ ]CRلها�نفس��
���M،��G،��O؛�وأن�النقطOالمنتصف� ��01/�ا.-,

��.وا2#ة
��

��

62 

C��

63 
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��
��
��
��

��Bو��Iإلى��Aيحول1hبرهن�أنه�يوجد�تحاك� )1
���.�Kإلى��CوJإلى�

�إلى��Iالذي�يحول2hعين�نسبة�ومركز�التحاكي� )2
Pو�Jإلى�Qو�Kإلى��R.� 

]]]]باستعمال�الجزء� )3 Iأوجد�التحويل�الذي�يحول��
A�،�B�،�Cإلى��P�،�Q�،�Rعلى�الترتيب��. 

��.استنتج� )4

ABIمثلث�في�المستوي��.��

A
hالتحاكي�الذي�مركزه��A�2ونسبته�.���

B
hالتحاكي�الذي�مركزه��B3نسبته��و.���

�بالتحاكي�Iصورة�Jالنقطة
A

h.���

�بالتحاكي�Jصورة�Kالنقطة
B

h.���

10ABنضع� cm=.���

���.�KوJشئ�النقطتينأن )1

�كمرجح�للنقط���KوJعبر�عن�كل�من�النقطتين� )2
A�،�Bو��I.� 

��A�،�Bهي�مرجح�النقط�Iتج�أن�النقطةاستن )3
 �.Kو

]�من�القطعة�Cاستنتج�وجود�نقطة�وحيدة� )4 ]AB�
6CK:�حيث� CI=

���� ���
�.� 

 .�في�الشكل�Cعين�النقطة

نضع )5
B A

h h h= �.� 

��Cهو�التحاكي�الذي�مركزه�hبين�أن�التحويل�
 �.6ونسبته�

�على��Iتتغير�لماKما�هو�المحل�الهندسي�للنقط� )6
 �؟�1ونصف�قطرها�Cالدائرة�التي�مركزها�

��

��

��
ABCمثلث��.�'A�،�'Bو�'Cمنتصفات�الأضلاع��
[ ]BC�،�[ ]ACو�[ ]ABعلى�الترتيب��.��

AHالمسقط�العمودي�للنقطة��Aعلى��[ ]BC.���

BHالمسقط�العمودي�للنقطة��Bعلى��[ ]AC.���

C
Hالمسقط�العمودي�للنقطة��Cعلى��[ ]AB.���

Oنقطة�تقاطع�محاور�المثلث��ABC.���

Gنقطة�تقاطع�متوسطات�المثلث��ABC.���

Hنقطة�تقاطع�أعمدة�المثلث��ABC.���

�1ونسبته���Gالتحاكي�الذي�مركزهhليكن

2
���؛−

'hالتحاكي�الذي�مركزه�H�1ونسبته�

2
.���

[[[[ Iمستقيم�أولار��)EULER(��

���؟�hبالتحاكي�A�،�B�،�Cالنقطما�هي�صور� )1

 �.�hبالتحاكي�ABCاستنتج�صور�أعمدة�المثلث )2

 �؟��hبالتحاكي�Hما�هي�صورة�النقطة )3

�،�Oالهندسية�التي�تميز�النقطما�هي�الخاصية� )4
Gو�H.� 

[[[[ IIدائرة�أولار��)EULER(��

)��أوجد�hبالتحاكي )1 )'cصورة��( )cالدائرة��
��.�مركزها��ω،�نسمي�ABCالمحيطة�بالمثلث

]�منتصف�القطعة�ωبرهن�أن� )2 ]OHوأن�( )'c�
 �.ABCتشمل�منتصفات�أضلاع�المثلث�

)بين�أن�الدائرة )3 )cلها�نفس�الصورة�بالتحاكيين��
hو�'h.� 

]�تنتمي�إلى�محور�القطعة�ωبرهن�أن )4 ]' AA H�
ثم�استنتج�أن�

AH�،�
BH،��

cHتنتمي�إلى��( )'c.� 

 ؟h'�بالتحاكيABCما�هي�صور�رؤوس�المثلث )5

دائرة�النقط�"تسمى�أيضا�)�EULER(بين�لماذا�دائرة�أولار�
��؟"التسع

64 
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��

��المستهدفة�الكفاءات�����

��

 .���تلخيص�سلسلة�إحصائية�بواسطة�مخطط�بالعلبة� 

 .تفسير�مخطط�بالعلبة 
 حساب�الوسط�الحسابي�للانحرافات�المطلقة، 

 .الانحراف�المعياري،�الانحراف�الربعي
 تلخيص�سلسلة�إحصائية�بواسطة�الثنائية 

 ).الوسط�الحسابي،�الانحراف�المعياري�(�����������

 تلخيص�سلسلة�إحصائية�بواسطة�الثنائية 

 ).الوسيط،�الوسط�الحسابي�للانحرافات�(����������

 فتوظيف�خواص�الانحراف�المعياري�و�الانحرا 
 .مسائلالربعي�في�حل�

��
 
��
��
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��
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13 

��

��أنشطة

������

���نشاط�أول����
���نعتبر�السلسلة�الإحصائية�التالية�����������������

���أحسب�الوسط�الحسابي�للسلسلة-�����1
��.……,���4,4,4,4,4,4,7,7,7,7,7,10أكمل�قائمة�قيم�الطبع�الإحصائي�مرتبة�ترتيبا�تصاعديا�-�����2
���عين�وسيط�السلسلة�-�����3
��.�وسيط�السلسلة�المكونة�من�الحدود�الإثني�عشر�الأولى��1Qأحسب�-�����4

���؟1Qو�التي�لها�قيمة�طبع�أصغر�أو�تساوي�)�من�السلسلة�الكلية�(��ما�هي�نسبة�الحدود�-���������
��.سلة�المكونة�من�الحدود�الإثني�عشر�الأخيرة��وسيط�السل�3Qأحسب�-�����5

���؟3Qو�التي�لها�قيمة�طبع�أصغر�أو�تساوي�)�من�السلسلة�الكلية�(��ما�هي�نسبة�الحدود�-���������
����

�������نشاط�ثان
���يبين�توزيع�التواترات����������الجدول�التالي

���إحصائية�����و�التواتر�المجمع�الصاعد�لسلسلة
���على�ورق�ميليمتري�منحنى�التواتر�المجمع�الصاعد�ئ�أنش-�1
��واصل�نقط�تقاطع�المنحنى�السابق�مع�المستقيمات�ف�عين�-�2

��yالتي�معادلاتها�على�الترتيب� 0,5=�،�y 0, �yو�=25 0,75=��
���على�الترتيب�3Qو���Med�،�1Qو�لتكن�هذه�الفواصل�هي

���]4 , 2]��يقع�في�الفئة��0,25لاحظ�أن�التواتر�المجمع�الصاعد�-�3
��1Xأحسب�.��B( 4 : 0,27 )و���A( 2 : 0,12 )نعتبر�النقطتين�
��0,25و�التي�ترتيبها��)�AB(��من�المستقيم�Mة���فاصلة�النقط
���1Qقيمة�تقريبية�لـ���1Xلاحظ�أن

���3Qو�Medأوجد�قيمتين�تقريبيتين�لكل�من�)��3باستعمال�السؤال�-�4
��

��ثالثنشاط��������
��طى�السلسلة�الإحصائية�التالية������������������������������تع

��
��
��
��

����Medو�الوسيط�Xأحسب�الوسط�الحسابي� )1
 

��ا	��� 4 7 10 13 16
��ا	�
�ار 6 5 7 4 1

ا	��ا���
ا	�����
��ا	����

��ا	��ا��
ا	���
��ا����

�����ا	

0,12��0,12��2���[2�،�0[���

0, 27��0,15��4���[4�،��2[���

0,45��0,18��6���[6�،�4[���

0,69��0,24��8���[8�،�6[���

0,83��0,14��10���[10�،�8[���

0,93��0,10��12���[12�،�10[���

1��0, 07��14���[14�،�12[� 

 

��ixا	��������10,2��10,1��10��9,9��9,8��9,7��9,6��9,5

��inا	�
�ار��40��45��35��31��29��25��22��17

��ixا	���������11��10,9��10,8��10,7��10,6��10,5��10,4��10,3

��inا	�
�ار��2��5��8��10��10��12��14��25
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��

� �� �أنشطة� ���

��������
��
حسب�العددين�����ا)�2

16

m i i
i 1

1
e n | x Med |

N =

′ = �����و����∑−
16

m i i
i 1

1
e n | x X |

N =

= −∑����

|�iالتكرار�الكلي�للسلسلة�،�Nمع� x Med |�Med�،�iو��ixالمسافة�بين�−| x X قارن�بين��.��Xو��ixالمسافة�بين�−|
��العددين

��

�������نشاط�رابع
��

�����������������������1نعتبر�السلسلة�الإحصائية�ذات�قيم�الطبع� 2 3 kx , x , x ,........, xحيث��k�1عدد�طبيعي�أكبر�تماما�من���
��1و�لتكن�تكراراتها�على�الترتيب� 2 3 kn , n , n ,......., n�.نضع���

k

i
i 1

n n
=

=∑��

:����نعرف�دالة�التشتت�بالعبارة�
k

2
i i

i 1

d(x) n (x x)
=

= −∑��

��.�يطلب�تحديدها�xمة�معينة�لـ��تقبل�قيمة�حدية�صغرى�من�أجل�قيdبين�أن�الدالة� )1

نضع� )2

k
2

i i
2i 1

n x

V X
n

== −
∑

 �nVهي�dتحقق�أن�القيمة�الحدية�الصغرى�للدالة�.��الوسط�الحسابي�للسلسلة� �Xحيث�

��

���خامس����نشاط

��
��يراقب�بستاني�أزهارا�و�يسجل�في�نهاية���������

��.�����������كل�شهرأطوال�سيقانها�
������������في�نهاية�الشهر�الأول�سجل�النتائج�التالية

 �الوسط�الحسابي�لهذه�الأطوالXأحسب� .1

لتكن�العبارة�� .2
3

2
i i

i 1

1
s(x) n (x x)

10 =

= −∑� 

��s(X)هي� s(x)بين�أن�أصغر�قيمة�تأخذها�العبارة� -�
���الشهر�الثاني�لاحظ�البستاني�أن�أطوال�السيقان�تضاعفتفي�نهاية .3

�)i iy 2.x=�(أحسب���،s(Y)حيث��Yهو�الوسط�الحسابي�الجديد����
���s(Y)و�s(X)ثم�أوجد�علاقة�بين�

i(�الشهر�الثالث�إزداد�طول�السيقان�بسنتمتر�واحد�بعد� .4 iz y 1= +(� 

���s(Z)و��s(X)ثم�استنتج�علاقة�بين�Zأحسب�الوسط�الحسابي�الجديد�
��
��

13 

 cm#�ل�ا	!���ن����]5�,�3]����]7�،�5]����]9�,�7]�

��ixا	��اآ8��6��4������$

��inا	�
�ار��������50��20��30
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�()*+����:�1Q�3و�Qف�ا������������������Med$�#"!ن����ا���� �ا�*ي�&#%��أن�'�&%�ن�$�#�����ا�

��

�� الدرس
 الربعيات1- �
 ة�الإحصائية�التالية�نعتبر�السلسل���:مدخل

4 , 4 ,4 , 4 , 4 , 4 , 7 , 7 , 7 , 7 , 7 , 10 , 10 , 10 , 10 , 10 , 10 , 10 , 13 , 13 , 13 , 13 , 16 

��قيم�الطبع�الإحصائي�مرتبة�ترتيبا�تصاعديا�و�كل�قيمة�مكتوبة�عددا�من�المرات�مساو�لتكرارهاحيث�أن�
���23يساوي�Nنلاحظ�أن�التكرار�الكلي�

�Nأول�قيمة�في�القائمة�و�التي�رتبتها�أكبر�من�أو�يساوي��

4
�Nهي�القيمة�السادسة�لأن�

5,75
4

=���

1Qهنا��(�����1Qتسمى�هذه�القيمة�الربعي�الأول�و�نرمز�له�بالرمز� 4=�(���

�3Nأول�قيمة�في�القائمة�و�التي�رتبتها�أكبر�أو�يساوي��

4
�3Nهي�القيمة�الثامنة�عشر�لأن�

17, 25
4

=��

3Qهنا��(�����3Qتسمى�هذه�القيمة�الربعي�الثالث�و�نرمز�له�بالرمز� 10=�(���
�على�الأقل��������������������������� 25 % ��على�الأقل����25%��على�الأقل���������25%:���������يمكن�أن�نلخص�الوضعية�كما�يلي�

��

��������������������������������������������������������������������������������
����:تعريف���� ���

����������

��
��
��

��������

��:�3Qو���1Qنحدد�كيف
���بعد�ترتيب�القائمة�ترتيبا�تصاعديا��
��)�مع�كتابة�كل�قيمة�بعدد�مساو�لتكرارها��(
�1Qالقيمة�التي�رتبتها��nحيث���
n  هو�أصغر�عدد�طبيعي�يحقق��N

n
4

≥��

�3Qالقيمة�التي�رتبتها��nث�حي��
n �3هو�أصغر�عدد�طبيعي�يحقق�N

n
4

≥��

��قطعفي�حالة�طبع�كمي�مت
نطبق�التعريف�باستخدام�التكرار����

�����المجمع�الصاعد�أو�التواتر�
��.�������المجمع�الصاعد�

��في�حالة�طبع�كمي�مستمر
*1Qمنحنى��� �من �النقطة �فاصلة هي

��1الصاعد�التي�ترتيبهاالتواتر�المجمع

4
��

*3Qمنحنى��� �من �النقطة �فاصلة هي

�3التواتر�المجمع�الصاعد�التي�ترتيبها

4
��

 �2dو��1dالعشريان�-�2

��تعريف����
���

��
��

���%�25لسلسلة�إحصائية�هو�أصغر�قيمة�للطبع�الإحصائي�حيث�يكون��1Qالربعي�الأول�����

���.1Qود�لها�قيمة�أصغر�أو�يساوي�����على�الأقل�من�الحد

���%�75لسلسلة�إحصائية�هو�أصغر�قيمة�للطبع�الإحصائي�حيث�يكون��3Qالربعي�الثالث�����

������3Qعلى�الأقل�من�الحدود�لها�قيمة�أصغر�أو�يساوي�

4, 4 , 4 , 4 , 4 , 4 , 7 , 7 , 7 , 7 , 7 ,10 ,10,10,10 ,10 ,10 ,10 ,13,13,13,13,16
����� ����� �������

3QMed
1Q

��2#(�0�1
�ن�1dا	/.�ي�ا�ول� ••••�������ا�3;�+:��10%	!�!���إ(���8��ه��أ��3��45

���.1dا	��ود�	>����3��#��2أ45��أو��!�وي�

��2#(�0�1
�ن�9dا	/.�ي�ا	��<�� ••••�������ا�3;�+:��90%	!�!���إ(���8��ه��أ��3��45

 �.�9dيا	��ود�	>����3��#��2أ45��أو��!�و
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��

��طرائق�

��
��

�����1تمرين�محلول�
���

 ����نعتبر�السلسلة�الإحصائية�التالية

���شكل�جدول�التكرار�المجمع�الصاعد�و�التواتر�المجمع�الصاعد-���1

���لهذه�السلسلة�3Qو��1Qو�الربعيين��Medعين�الوسيط�-���2

���]3Q�،�1Q�[��،]1Q�،�min�[��،] max،3Q[�يحويها�كل�مجال�من�المجالات�التالية��عين�نسبة�الحدود�التي-���3

��.�أكبر�قيمة�للطبع�الإحصائي��maxهو�أصغر�قيمة�و�������minحيث�
 

��:حــل
N:�لي��التكرار�الك-�2 2 20= ×��

���هو�نصف�مجموع����Medو�منه�الوسيط�
���21و�����20الحدين�اللذين�رتبتاهما�

���������Medأي�� 7=��

��د�لها�قيمة�أصغر���على�الأقل�من�الحدو��25%�حيث�1Qبقراءة�جدول�التواتر�المجمع�الصاعد�نلاحظ�أن�أصغر�قيمة�*�
�3Qو�بتطبيق�التعريف�كذلك�نلاحظ�أن�4هي��������1Qأو�تساوي� 8=��

����من�الحدود�52,5%�حدا�أي�ما�يعادل�تقريبا3Q�،�1Q[��،�21[�يقع�في�المجال�-�3
����على�الترتيب�42,5%�و30%�هما�تقريبا��]�max،3Q [و��]�1Q�،�min[،��دد�الحدود�في�المجاليننسبتا�ع��

��

�����2تمرين�محلول�
��إختيار�من�متعدد

��    �A , B , C , D, Eاختر�الجواب�الصحيح�من�بين�الأجوبة��

��1:�نعتبر�السلسلة�الإحصائية� 2 3 8X ,X ,X ,......., X���1حيث�� 2 3 8X X X ....... X< < < <��

��:هي�)�3Q�,�Med , 1Q(الثلاثية��
�2 6 7(C)....(X ,X ,X )��������2 5 7(B)....(X ,X , X )���������2 3 4 5 6 7X X X X X X

(A)....( , , )
2 2 2

+ + +��

��������������4 5
2 6

X X
(E)....(X , , X )

2

+����������������4 5
3 1

X X
(D)....(X , , X )

2

+��

��

��:حــل

1Q8و�الحد�الذي�رتبته�ه�

4
��1أي�� 2Q X=و��Med�4هو�الحد� 5X X

2

8هو�الحد�الذي�رتبته�3Qو�+
3

4
��3أي�× 6Q X=��

��( E )�الجواب�الصحيح�إذن�هو�-�����

11��10��8��7��5��4��3��ix��

3��6��8��8��3��7��5��in��

11��10��8��7��5��4��3��ix��

3��6��8��8��3��7��5��in��

��ت�م�ص��40��37��31��23��15��12��5
�����م�ص��1��0,925��0,775��0,575��0,375��0,3��0,125
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�F0�/����:�1و�ا�ول�	�H	ا�:��/I�	ا�:�Iق���I��1�)�3أي�ه��ا	/�د�.�ا�MN�اف�ا	��K/Iه��ا	 1I Q Q= −��

���الإنحراف�الربعي�هو�مؤشر�من�مؤشرات�التشتت:����1+*()
���1xمستمرة�المستقيمات�التي�معادلاتهافي�مضلع�سلسلة�:���2+*() Q=�،�x Med=�،�3x Q=��

���تقسم�المضلع��إلى�أربعة�مجالات�متساوية�المساحات����������������

���.�هذا�المخطط�يمكننا�من�مشاهدة�تشتت�توزيع�إحصائي�و�المقارنة�بين�عدة�سلاسل�إحصائية����:�+*()

Aسلسلة�إحصائية��)�in�،�ix�(وسيطها��Med�1و�ربيعييها�الأول�و�الثالث�هما�Q�3و�Q��

 Bالسلسة�الإحصائية�)�in�،�iy�(بنفس�التكرارات�حيث�من�أجل�كل��iلدينا�����

i iy ax b= +�)�a ,b∗∈ ∈ℝ ℝ�(نرمز�لوسيطها�بـ��Med′و�لربيعييها�الأول�و��
�1Qلثالث�بـا �3Qو�′ ��Medعندئذ�على�الترتيب′ a.Med b′ = �aو�من�أجل��+ 0>��

1:��لدينا� 1Q a.Q b′ = ���3و��+ 3Q a.Q b′ = +��
��

��

���الدرس
 :خواص�الربعيات�

 
�������������������1�–�بعيالإنحراف�الر:���

���������
��

� ���
� ���

��
��
��
��

���:مخطط�بالعلبال�–������������������2
���:ب�بالطريقة�التاليةلع��������������������������������������������نكون�مخططا�بال

��)�أفقي�أو�شاقولي�(��نضع�قيم�الطبع�على�محور��
���.�3Qو��min�،�max�،�1Q�،�Medنعين�على�هذا�المحور�القيم��
��)القيمة�الصغرى�،�القيمة�الكبرى�،�الربعيين�الأول�و�الثالث�و�الوسيط����(�
��)نحراف�الربعي�و�عرضه�كيفي�طول�المستطيل�هو�الا.�(�ع�المحور�بالتوازي�م)�العلبة�(��نكون�عندئذ�مستطيلا��

���.63Q =�و�1min�،�= 9max�،�= 31Q�،�= 4Med=��:����مثال�
��
��
��
��
��
��
��

���:أثر�تغيير�تآلفي�على�الربعيين��–������������������3
���:�����1مبرهنة�

��
��
��
��
��
��

�����
������
��

1 43 6 9

�������a 0>��
��

BQ�������������������AQ��

��
���B AQ a.Q b= +��

a.x b+
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+��

��طرائق

��
��

��دراسة�سلسلة�ذات�طبع�كمي�مستمر������3تمرين�محلول�

��.�للمباريات�دورة�في�كرة�المضرب�بدراسة�متوسط�الزمن�المستغرقيهتم�منظمو������
��:���جمعت�النتائج�في�الجدول�التالي�

��)min(�مجال�الزمن���]50�،�30]����]80�،�50]����]120�،�80]����]300،120]�
��عدد�المباريات��8��20��18��14

 �و�استنتج�قيمة�الوسيطالمجمع�الصاعد�التواتر�أنشئ�منحنى–�1

��هو�الانحراف�الربعي�؟�ما.�الربعيين�الأول�و�الثالث�للسلسلة�ين�ع-���2

��:حــل
��)min(مجال�الزمن����]50�،�30]����]80�،�50]����]120�،�80]���]300،120]

��عدد�المباريات��8��20��18��14
2

15
��1

3
��3

10
��7

30
��التواتر��

1��
13

15
��8

15
��7

30
التواتر�المجمع���

��الصاعد

�1و�التي�ترتيبها�لنقطة�من�المنحنى��هو�فاصلة�اMedالوسيط�)�    1

2
��القطعة��هذه�النقطة�تقع�على�،�

(حيث���]�AB[�����المستقيمة�
7

30
 A( 50 ,و��)

8

15
B( 80 ,������

هي��)�AB(�����معادلة�
8 7

715 30y (x 50)
80 50 30

−
= − +

−
��

���230و�منه�
x

3
=)��50 x 80≤ ≤��(�Med 76,67≈��

1بنفس�الطريقة�نبحث�عن�فاصلتي�النقطتين�اللتين�ترتيباهما�)����2

4
�،�3

4
��على�الترتيب��3Qو��1Qماوه��

��1Qنجد������������������������������������� �3Qو��≈51,66 �Iو�منه�الإنحراف�الربعي��=106 54,33≈��

�����4تمرين�محلول�
��)�شخص�2000العينة�(�ي�الجزائر�و�فرنسا�أجريت�دراسة�إحصائية�حول�مصاريف�شراء�الصحف�اليومية�خلال�شهر�ف�

���أنشئ�المخططين�بالعلب�لهاتين�السلسلتين�-�

���)DA 12 = € 1(����في�نفس�المحور�
    

��ينبغي�أن�تكون�السلسلتان�بنفس�الوحدة�   :حــل

���).€نحول�مثلا�السلسلة�الخاصة�بالجزائر�إلى�الأورو�(�

xورو�هي��قيمة�بالدينار�فإن�قيمتها�بالأxإذا�كانت�
y

12
=��

��

��

D 

C 

B 

A 

0 

13

15

 

200 120 80 50 

8

15

 7
30

 

1 

 €ا	�$ا8�� 29,1 20,8 35 16.6 79,1
 

max min 3Q��1Q��Q�>�	����2ا	ا��
75��15��36,5 22,5 27,5    ( € )  ��!M�R 
 ( DA) ا	�$ا8���950��200��420��250��350

���2006+�رس��0�1م 

10 20 30 40 50 60 70 80 

 ا	�$ا8�

�!M�R 
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��Tنعتبر�السلسلة�     �:��2+2�هi i(x , n ��تكراراتها���inهي�قيم�الطبع�و�ixحيث�(

i}{ع�م 1,2,3,..., p∈و���pيمكن�كتابة�.��1أكبر�تماما�من��عدد�طبيعيVعلى�الشكل���

�������������
n

2 2 p 2 2 2
1 1 2 2 p p i i

i 1

1 1
V (n x n x ... n x ) X n x X

N N =

= + + + − = −∑��

��

��������ت��:�����+*()�	�I��/�ّ�+����Mix[\]�)���ز�T+��0)��(����إذا�آ��VMا	!�!��� �آ��آ$�	�

�()*+�1�����:�VMإذا�آ�ix��T�/+^��2ذات�و(�ات�	ن�...�)�أ#�ال�،�ز+:�،�(������3ا`RV��/I�+(�ات��	ا�a[<I�b!�0����

�)��������������،��I�+�:+ز�،�� ��ixه�Kو(�ة�����������Vو��I	��	R�K`ن�و�)ة�...��(+!�(

��KI	�M*�ا�Rت�ا	�^����و�ه��ا	/�د�ا	����0��K!�/�;�أ(��d�V�.���ef+��M\��0!���ا	�<�Qا	�!�:�����2+*()
m

e�

�1�)
p

m i i
i 1

e f .x X
=

= −∑��+����ix�،���2^	���3ا�Kه�X�،�KI�!�	ا�Q>�	ا�ifا��ات��و����	ا�}{i 1, 2,3,..., p∈��

V 
����د
K���)��
bg�+��

���!�/�;�ه]�aا	/�2رة
�����دة�	�!�ب

�V���
��دون�(!�ب

2
i(x X)−��

p p

i i
i 1 i 1

a.x a X
= =

=∑ ∑

a�:��;��!+�i��
�igإ\�ا�:
�0;23�

��∑ا	�+$�

��

��الدرس

��

��:تمهيد�
�و�هي�مؤشرات�غير�)المنوال�،�الوسيط�و�الوسط�الحسابي�(�مؤشرات�الموقع��عرفنا�في�السنة�الأولى�������

هذه�ومن�هنا�ندرج�.�كافية�للحكم�على�السلسلة�الإحصائية�بل�لابد�من�معرفة�تشتت�حدود�السلسلة�حول�مؤشر�الموقع�
 ��������.�ومنها�المدى�الذي�عرفناه�في�السنة�السابقة�التشتتالسنة�ما�يسمى�بمؤشرات�

 :نحراف�المعياري�التباين�والا
��

iنعتبر�السلسلة�     :تعريف���� i(x ,n i}{ا�مع��تكراراته�inهي�قيم�الطبع�و�ixحيث�( 1, 2,3,..., p∈�� ���

�:�والمعرف�بالعلاقة�Vنسمي�تباين�السلسلة�الإحصائية�العدد�الحقيقي�الذي�نرمز�له�بالرمز������� �� ���

�( ) ( ) ( )
22 2

1 1 2 2 p p

1
V n x X n x X ... n x X

N
 = − + − + + −  

��مع�
p

i
i 1

N n
=

���الوسط�الحسابي�للسلسلة��Xو∑=

i}{�هي�تواترات�السلسلة�حيثifإذا�كانت�*� 1, 2,3,..., p∈فإن����( ) ( )
p p

2 2

i i i 1
i 1 i 1

1
V n x X f x X

N = =

= − = −∑ ∑��

�������������������Vو�نكتب�����نحراف�المعياري�و�يرمز�له�بالرمز��الا�Vالعدد�الحقيقي��������يسمى

��
� 
 

��
��
����

��

��

����2لدينا����:هان�بر 2 2
i i i(x X) x 2.x X X− = − ��و�بالتالي+

p
2 2

i i i i i
i 1

1
V (n x 2.n .x X n .X )

N =

= − +∑��

�أي�أن�
p p p

2 2
i i i i i

i 1 i 1 i 1

1 2 1
V n x X n x X n

N N N= = =

= − +∑ ∑ ��مع��العلم�أن∑
p

i
i 1

N n
=

���و∑=
p

i i
i 1

1
X n x

N =

= ∑���

�����و�منه����
p

2 2 2
i i

i 1

1
V n x 2X X

N =

= − �����إذن����∑+
p

2 2
i i

i 1

1
V n x X

N =

= −∑��

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��

��
i

i

n
f =

N
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 ��6تمرين�محلول

��i.xifثم�نحسب�مجموع����i.xifنضيف�سطرا�للجدول�لحساب�القيم

2نضيف�سطرا�آخرا�للجدول��لحساب��
i.xif�2ثم�نحسب�مجموع�

i.xif��

��

�ixثم�عمود��ifو�عمود�لقيم��ixعمود�لقيم�:��تكتب�الأعمدة�كمايلي� X−��

�iثم�عمود� if x X−و�أخيرا���
6

m i i
i 1

e f x X
=

= ���)�Xبعد�حساب�����(∑−

��

��طرائق

��

�����5تمرين�محلول�
���

 ����نعتبر�السلسلة�الإحصائية�التالية

��نحراف�المعياري�للسلسلة��أحسب�التباين�و�الا-���1

��نحرافات�المطلقة�أحسب�الوسط�الحسابي�للا-���2

���:حــل
���)��2(تعريف�نستعمل�ال-������������1

��
���)2(باستعمال�النظرية����������������������������������������������������������������������������������������

������������������������������������������������������������������������������������������V 5,8016=���
�������������������������������������������������������������������������������������������s 2,4086≃���

��لحساب�الوسط�الحسابي�-�2
�������للإنحرافات�المطلقة
���������نطبق�التعريف

��

� �� ���
��.�على�النقط�التالية�2ع�2و�1ع��2تحصل�تلاميذ�قسمي�

��،��)�+Ti 83(�باستعمال�الآلة�الحاسبة���

��نحرافي�و�الااب�أحسب�الوسط�الحس-�

��ماذا�تلاحظ�؟�.�المعياري�لكل�من�القسمين

��.�نبدأ�بإدخال�المعطيات�1ع�2بالنسبة�للقسم��sو��Xحساب:��حــل
���لإظهار�المؤشرات�الإحصائية�تستعمل�اللمسات-�������2ثم�نستعمل�اللمسة������������-����1

��صل�على�������بعد�إدخال�المعلومات�نتح
������������������������������������ �� �� ���بالزالق�������ثم�������������CALCثم�نختار��

�����
����فنكتبVarStat-���������������������������������������������������������������1:1فيظهر�على�الشاشة�

� �� �� �� �� �� ����������������
��

�فتظهر�النتائج�على�الشاشة�كما�يلي �� �� �� ���
��

� �� �������
��
��
��
��
��

13��11��9��7��5��3��ix��

0,04 0,1��0,35 0,28 0,15 0,08 if��

13��11��9��7��5��3��ix��
��ا	����ع

0,04 0,1��0,35 0,28 0,15 0,08 if��

7,72 0,52 1,1 3,15 1,96 0,75 0,24 
i.xif��

65,4 6,76 12,1��28,35 13,72 3,75 0,72 2
i.xif��

��0�# 

��0�# 

���ixالنقطة��14��12��11��10��9��8��7

���inالتكرار��1��1��1��11��11��4��1
��1ع2

���ixالنقطة��17��16��15��14��13��9��5��3��2

���inالتكرار��4��3��5��1��1��3��3��5��5
��2ع2

���)2عM2!�;�ا	�k8��Tو�M/���ا	/�����+��ا	�!����(��xσو�الإنحراف�هو���xه��المعدل

��nا	�/�ل�	
:�ا�MN�اف�ا	�/��ري�	ـ�*�M���<	�:��!�	أن�ا�o)*TR2ه�����1��20ع�
���. R�6,03>�����2��20ع�KR���T�I�2ا	�!��   1,28

��

��:النتيجة�

���)مستوى�التلاميذ�متقارب�(�أفضل�من�ناحية�التجانس�1ع2ا	�!����������
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��الدرس

��

 :نحراف�المعياري�خواص�التباين�و�الا

��:الخاصية�الأساسية�����
���؟يم�الطبعقنحرافات�بالنسبة�للوسط�الحسابي�لا�نحسب�الوسط�الحسابي�لمربعات�الالماذ

��:هذا�السؤال�تجيب�عنه�المبرهنة�التالية�

2يلي����المعرفة�كما��gالدالة���:�3مبرهنة����

1

1
( ) ( )

p

i i

i

g a n x a
N =

= ���aتقبل�قيمة�حدية�صغرى�عندما�∑− X=���

��مع���������������������Vهذه�القيمة�هي�التباين�
i

x�،قيم�الطبع��
i

nتكراراتها����،
1

p

i

i

n N
=

=∑��

��:برهان���

�2)�متغير�حقيقي��aمع�gيرات�دراسة�تغ(��� 2 2
1 1 2 2

1
( ) ( ) ( ) ... ( )p pg a n x a n x a n x a

n
 = − + − + + −  

�����������������������������������������1 1 2 2

1
( ) 2 ( ) 2 ( ) ... 2 ( )p pg a n x a n x a n x a

N

−
′  = − + − + + − �����

����������������������������������1 1 2 2 1 2

1
2 2 ... 2 2( ... )p p pn x n x n x n n n a

N

−
 = + + + − + + + ��

�������������������������������������������������������
1 1

1
(2 2 ) 2 2

p p

i i i

i i

n x a n X a
N = =

−
= − = − +∑ ∑��

���������������������������������������������������������������( ) 0g a′ �aمعناه�= X=�)���( )g X V=(���
��

�����������������������
���:التغيير�التآلفي����

) ��Aإذا�كانت�:��4مبرهنة��� , )
i i

x nسلسلة�إحصائية�تباينها��
x

Vو�انحرافها�المعياري��
x

s��
) ��������������Bو , )

i i
y nسلسلة�إحصائية���بنفس�التكرار�

yVمعياري���و�انحرافها�ال
ysو��.

i i
y a x b= +���

a,�������������مع� b∗∈ ∈ℝ ℝ1}{��من�أجل�, 2,3,...,i p∈���������2يكون�لدينا���.y xV a V=و����.y xs a s=���

��

����على�الترتيب��Bو��Aالوسطين�الحسابيين�للسلسلتين��Yو�Xليكن��������:برهان
Y.��لدينا� a X b= ��:ومنه�)�تمت�البرهنة�عليها�في�السنة�الأولى���(�+

�����������������2 22

1 1

1 1 1
( ) . ( ) ( )

p p p

y i i i i i i

i i i i

V n y Y n a x b aX b n a x X
N N N= = =

   = − = + − + = −   ∑ ∑ ∑��

������������������������������������������������������������������������2 2 2

1

1
( ) .

p

i i x

i

a n x X a V
N =

= − =∑��

��xالدالةfلتكن� a.x b+֏لدينا��i iy f (x �a،�من�أجل�=( �هي�نفسها��Aفي��ixمتزايدة�و�بالتالي�رتبة��fتكون�<0
iإذا�كان�(��Bفي�iyة�رتب i 1x x ��iفإن��≥+ i 1y y �2و�بالتالي���)≥+

y xS a V=أي���
y xS a V=أي��

y xS a S=��

�a���
���������������������������+����������/�����������( )g a′��

��
( )g a 

X��
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��)إنحراف�معياري�أصغر�(�الطريقة�الثانية�هي�الأنسب�للعمال�إذ�بها�تتقارب�أجورهم�����:الخلاصة�

 

���أسرع�في�مجموعته Aالعداء�����:صة�الخلا

 

��

��طرائق

��

�����7تمرين�محلول�
���

 كة�على�العمال�طريقتين�لزيادة�الأجوريقترح�مدير�شر .1

���للجميعDA 750زيادة�مبلغ��:�الطريقة�الثانية�����*��5%�رفع�الأجور�كلها�بنسبة�:�الطريقة�الأولى*�
فإذا�علمت�أن�معدل�أجور�العمال�قبل�الزيادة�هو�.�يفضل�العمال�الطريقة�التي�تتقارب�بها�الأجور�أكثر�بعد�الزيادة�

15000 DA5400اف�المعياري�هو�نحر�و�الا DA�.فأي�الطريقتين�أنسب�للعمال�؟���

��:حــل
�Yالأجر�قبل�الزيادة�،�يكون�عندئذ�الأجر�الجديد�Xإذا�كان������:1طريقة���� 1,05.X=���

��� DA 15750 = 1,05 × ��������������������15000و�منه�معدل�أجور�العمال�بعد�الزيادة�هو�
��������DA 5670 = 1,05 × 5400معياري�الجديد�هو����������������������������و�الإنحراف�ال

��� DA 15750 = 750 + 15000معدل�أجور�العمال�بعد�الزيادة�هو������:2طريقة����
��������DA 5400  ���������������������������و�الإنحراف�المعياري�الجديد��يبقى�هو�نفسه�

����
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��

�����8تمرين�محلول�
�سرعة�في�إحدى�منافسات�ألعاب�القوى��وزع�المتسابقون�إلى�أفواج�حـسب�عـدد��������������������m�100أثناء�إجراء�تصفيات�سباق���

بينمـا�شـارك�����)�ثانيتـان��(�و�انحرافها�المعياري�)��تسعة�ثواني�(�معدلها�الزمني� �في�مجموعةAشارك�العداء�.�الأروقة�
��)��.ثانية�واحدة��(� و�انحرافها�المعياري)�ثمانية�ثواني�(��في�مجموعة�أخرى�معدلها�Bالعداء�

��.�هو�تسعة�ثواني��Bهو�عشرة�ثواني�و�زمن�العداء�����Aإذا�علمت�أن�زمن�العداء�
��ته�؟أيهما�أسرع�إذا�ما�قيس�زمنه�في�مجموع -�
��

 
 

:�المقارنة�ممكنة�بعد�التغيير��:حــل
−

=
x X

y
s

���،����
10 9

0,5
2

−
= =Ay��،��9 8

1
1

−
= =By 

��
��

��)����0>��ا	��<�!���+��آ$ة�و�+��p�ة�(�

i i(x ,n ما�هو�التغيير�.��sاري�و�انحرافها�المعي�Xسلسلة�وسطها�الحسابي��(
���؟1التآلفي�الذي�يجعل�معدلها�معدوما�و�انحرافها�المعياري�

��ا	��اب
4(6��5ا�#34ه��1���:�(y xs a .s=��������x .......1 a .s 0 aX b= = +��

�أي�أن
x x

X 1
b ...و ...a

s s
= − �هو��و�منه�التغيير��=

x

x X
y

s

−
=��
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��الدرس

 تلخيص�سلسلة�إحصائية

ول�ذ�لابد�من�معرفة�تشتت�قيم�الطبع�حالموقع�غير�كاف�للحكم�على�سلسلة�إحصائية�إمؤشر��:تمهيد .1
��و�الوسيطأالمتوسط�

������)�مؤشر�موقع�و�مؤشر�تشتت�(�يتم�تلخيص�سلسلة�إحصائية�بمؤشرين����   �����
)�(��نحرافات�المطلقة�الوسيط�،�الوسط�الحسابي�للا(�ئية�عموما�نختار�الثنا����������

me�،�Med(���
(��أي�)�نحراف�المعياري�الوسط�الحسابي�،�الا(�ائية�ن��������������أو�الث

xs�،�X(���
��لكن�يعاب�على�المدى�تأثره�)�الوسيط�،�المدى�(�يمكن�استعمال�ثنائيات�أخرى�لتلخيص�سلسلة�كالثنائية�����������

��.�������������������بالقيم�الشاذة�
���لتلخيص�السلسلة�و�هي�ثنائية�لا�تتأثر�بالقيم�الشاذة)�بعي�نحراف�الرالوسيط�،�الا(�م�أحيانا�الثنائية�تستخد����������
�������.سلسلة�إحصائية�يمكّننا�من�مقارنتها�بسلسلة�أخرى�ملخصة�باستعمال�الثنائية�المختارة��تلخيص����������

���أمام�التلفاز�كل�شهر�في�دراسة�إحصائية��Bو�Aي�يقضيها�شخصان��الجدول�التالي�يبين�عدد�الساعات�الت�����:1مثال
����.������������������2003أجريت�سنة�

��الشهر��12��11��10��9��8��7��6��5��4��3��2��1

 Aالشخص����110��108��126��60��60��51��51��41��43��61��60��68

 Bالشخص���60��79��97��92��92��76��79��77��63��57��42��44

��.عياري�لكل�شخص�نحراف�المأحسب�الوسط�الحسابي�و�الا -�1
��.نحرافات�المطلقة�لكل�شخص�أيضا�أحسب�الوسيط��و�الوسط�الحسابي�للا -�2
��:الحل�
��
��
��
��

���لكنّه�يقضيها�بطريقة�أكثر��Aفهو�يقضي�ساعات�أكثر�من�الشخص�.��أكبر��Bمن�التلخيص�نستنتج�أن�معدل�الشخص�
��.نحرافه�المعياري�أصغر���لأن�ا�Aانتظاما�من�

ولى�جامعي�فأعطت�المؤشرات�التالية�سابقة�شفوية�للتسجيل�في�السنة�الأ�متسابقا�لاجتياز�م�020عولجت�علامات�:2مثال

���.9نحراف�الربعي��الا�Med = 13الوسيط� s = 5,2نحراف�المعياري��الاm = 11,4الوسط�الحسابي�
��.فسر.��اقترح�ثنائيتين�من�المؤشرات�كفيلتين�بتلخيص�هذه�السلسلة�من�العلامات�-�

��:الحل�
3الثنائيتان�المناسبتان�هما���� 1( Med ; Q -Q ��(11,4 ; 5,2) = (m ; s)�و�( 9 ; 13 ) = (

���.يعود�السبب�في�هذا�الإختيار�الى�التقسيم�الذي�يمكن�أن�ننجزه�بقيم�هذه�السلسلة�انطلاقا�من�المعطيات�المتوفرة�لدينا
�على�الأقل�و�أن�النصف�المركزي�للعلامات�13ين�علامته�بالنسبة�الى�الثنائية�الأولى�نلاحظ�أن�تلميذا�واحدا�من�بين�اثن

نحراف�قيم�السلسلة�عن�هذا�المعدل��ومعدل�مربعات�ا11,4لى�الثنائية�الثانية�معدل�العلامات�إبالنسبة�.��نقط�9موزع�على�
���.11,4ق�بما�أن�الوسيط�أكبر�من�الوسط�الحسابي�فهذا�يعني�أن�أكثر�من�نصف�المتسابقين�علاماتهم�تفو�.� 5,2هو�
��

�q�p���)2(������q�p���)1(�����

me��Med����xs��Xات���ef�	ا��

22 22 30h mn s
��60 00 00h mn s

����28 22 32h mn s
��69 55 12h mn s

 �qp.	اA 

15 15 00h mn s
��76 30 00h mn s

����17 32 52h mn s
��71 30 00h mn s

����qp.	اB 
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 �للحصول�على�التباينExcelاستعمال�مجدول�

��

��طرائق

��

��
�����
��كما�في�الجدول�التالي�)�mm(��فضية�نسجل�سمكها�بالمليمترعاًينتج�مصنع�قط�

���)��Excelُ�(افتح�صفحة�جديدة�في�المجدول�إكسل��������
���بداية�من�الأعلى�الحدود�الصغرى�للفئات��Aاكتب�في�العمود�-����1
���بداية�من�الأعلى�الحدود�الكبرى�للفئات��Bاكتب�في�العمود�-����2
���لمراكز�الفئات�فاكتب�في�الخلية�العليا�منه�Cنخصص�العمود�-���3

��������=(A1+B1)/2ثم�انسخ�هذه�العبارة�في�باقي�خلايا�العمود����
����Dتكرار�كل�فئة�في�الخلية�المناسبة�من�العمود��inأكتب�-���4
�iلحساب�-���5 in .xأكتب�في�الخلية�العليا�من�العمود��Eالعبارة���

�������=D1*C1 ود���ثم�انسخها�في�باقي�خلايا�العم.��
�2لحساب�-���6

i in .xأكتب�في�الخلية�العليا�من�العمود��Fالعبارة���
�������=D1*C1^2 ثم�انسخها�في�باقي�خلايا�العمود���
���نحسب�مجموع�قيم�كل�عمود��F8و� E8و��D8في�الخلايا�-���7

���على�الترتيبSOMME(F1:F7)=�و��SOMME(E1:E7)=و���SOMME(D1:D7)=����������بالكتابة�فيها
��يمكن�استعمال�الدالة�(��في�الخلية�ذاتها�E8/D8=�نحسب�الوسط�الحسابي�و�ذلك�بكتابة�العبارة��D10في�الخلية�-���8

���نحسب�التباين E10و�في�الخلية)���������المرفقة�في�المجدول�
����في�الخلية�ذاتها F8/D8-D10^2=�������و�ذلك�بكتابة�العبارة�

��نحراف�المعياري�و�ذلك�بكتابة���نحسب�الاF10ثم��في�الخلية�)�تعمال�دالة�التباين�المرفقة�في�المجدول�يمكن�اس������(�
��في�الخلية�ذاتها�����������������)��في�حالة�النسخة�الفرنسية�للمجدول�RACINE(E10)=أو��(�SQRT(E10)=������العبارة�

���في���STDEVP�)�ECART TYPEهي�و�يمكن�استعمال�الدالة�المرفقة�في�المجدول�و������(�
��)�)�����النسخة�الفرنسية�

��D10+F10 =العبارة��F12  �و�في� D10-F10=�العبارة��E12لتحديد�مجال�الصلاحية�أكتب�في�الخلية�-���11
��
��
��هل�الحالة�كذلك�؟�]�.��1,9;�2[��في�المجال�ةالآلة�التي�تنتج�القطع�تكون�صالحة�إذا�كان�مجال�الصلاحية�محتوا*�
��.تحقق�من�صلاحية�الآلة�الآن�:��بعد�تصليح�الآلة�حصلنا�على�التوزيع�التالي��

��

��)mm(السمك���] 1,85 ;1,8 ]��] 1,9 ;1,85 ]��] 1,95 ;1,9 ]��] 2,0 ;1,95 ]��] 2,05 ;2,0 ]��] 2,1 ;2,05 ]��] 2,3 ;2,1 ]

��inالتكرار���1��4��13��34��17��6��3

��)mm(السمك���] 1,85 ;1,8 ]��] 1,9 ;1,85 ]��] 1,95 ;1,9 ]��] 2,0 ;1,95 ]��] 2,05 ;2,0 ]��] 2,1 ;2,05 ]��] 2,3 ;2,1 ]

��inالتكرار���1��2��4��25��43��2��1
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��

��أعمال�موجهة
��

���:�شعارا�كتبه�على�الباب�هوAتبنّى�صاحب�القاعة�.��في�جلب�أكبر�عدد�من�الزبائن��Bو�Aتنافس�قاعتان�للحلاقة�ت
��...)�.كمعدل�."�(��دقيقة40الحلاقة�في�"�
��.�دقائق�10هذا�يعني�أن�الزبون�سينتظر�دوره�في�أقل�من��دقيقة�و�30للحلاقة�هو��الكافيعلما�أن�الزمن*�

I�(اختيار�الشعار�المناسب�المنافس�قام�صاحب�القاعة�من�صحة�هذا�الشعار�والتحقق�من�أجل���Bباحصاء�فترات�����
��:�فكانت�نتائجه�كمايلي��Bو����Aالإنتظار�في�القاعتين�

����������������������

��عدد�زبائن
 Bالقاعة�

��عدد�زبائن
 Aالقاعة�

فترات�الإنتظار�
��بالدقائق

0��29���[2�,�0[���
1��48���[5�,�2[���
69��54���[10�,�5[���
96��19���[12�,�10[���
23��13���[15�,�12[���
2��14���[20�,�15[���
0��11���[30�,�20[���
0��10���[60�,�30[���

���صادق�؟Aهل�شعار��.��Aبالنسبة�للقاعة��1sو�الانحراف�المعياري��1mأحسب�الوسط�الحسابي�-�1
��.�ثم�قارنهما�بالنتائج�السابقة��Bبالنسبة�للقاعة��2sو�الانحراف�المعياري�2mحسابي��أحسب�الوسط�ال-�2
��.�Bاقترح�شعارا�مناسبا�لقاعة�الحلاقة�-�3
�II�(لت�كما�يلي��إذا�علمت�أن�فترات�الانتظار�عد:��

��عدد�زبائن
 Bالقاعة�

��عدد�زبائن
 Aالقاعة�

فترات�الإنتظار�
��بالدقائق

0��29���[2�,�0[���
1��48���[5�,�2[���
69��54���[10�,�5[���
119��32���[15�,�10[���
2��14���[20�,�15[���
0��11���[30�,�20[���
0��10���[60�,�30[���

��.نحراف�المعياري��و�الا أحسب�الوسط�الحسابي -�1
 �المقترح�الآن�؟Bما�رأيك�في�شعار� -�2

 �الآن�؟Aما�تعليقك�حول�شعار� -�3
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 �للانحراف�المعياري�sلمعدل�القسم�السنوي�و�بـ���Xللمعدل�السنوي�المعير�للتلميذ�و�بـMنرمز�بـ��������������

�������فيكون��للقسم�                   
m-X
s

�+�10�=�M 

��

��أعمال�موجهة
��

���2ع�2و��1ع2الجدول�التالي�يبين�المعدلات�السنوية�لتلاميذ�القسمين�
[ [14;20��[ [13;14��[ [12;13��[ [10;12��[ [9;10��[ [8;9��[ ��الفئات��8;0]

��1ع2عدد�تلاميذ���1��2��5��10��10��4��0
��2ع2عدد�تلاميذ���0��0��3��12��9��5��3

�I�(1-أحسب�الوسط�الحسابي�لكل�من�القسمين���)معدل�القسم�(��
���أحسب�الإنحراف�المعياري�لكل�من�القسمين-�����2

II�(10فوق�علما�أن�الإنتقال�الى�القسم�الأعلى�يقتضي�معدلا�سنويا�يساوي�أو�ي���
���ما�عدد�التلاميذ�الذين�سينتقلون�إلى�السنة�الثالثة�؟-�����1
���أحسب�نسبة�النجاح�في�كل�قسم�،�ثم�حدد�القسم�الأحسن�؟-�����2
��بمعايرة�.��على�الترتيب��9,75،� �10,5معدلاهما�السنويان�2ع1�،�2ع�2علي�و�مصطفى�تلميذان�من�القسمين�-�����3

��ك�؟تعليق ����������معدليهما�ما
��

� ���

�������������������������������������������������������������m)معدل�التلميذ�(��
��

��الثاني�كانتأن�نتائج�علي�في�الثلاثي�الأول�و�إذا�علمت�-�����4
���هل�علي�يتقدم�أم�يتأخر�؟-���������
���بمعايرة�معدليه�في�الثلاثيين�ما�تعليقك�؟-���������

��ى�السنوية�في�المواد�الأساسية�كانت�معدلات�مصطف-�����5
��هي�المادة�التي�أثرت�سلبا�على�معدله�العام�؟��ما-���������
���بمعايرة�معدلات�المواد�الثلاثة،�ما�تعليقك�؟-���������

III�(يلي�نريد�تغيير�طريقة�الانتقال�إلى�القسم�الأعلى�لتصبح�كما��
��"ذ�الأوائل�بعد�ترتيب�معدلاتهم�السنوية�ترتيبا�تنازليا���من�التلامي�75%�ينتقل�إلى�القسم�الأعلى��������"�
 ما�عدد�التلاميذ�الذين�سينتقلون�إلى�السنة�الثالثة�إذا�طبقنا�طريقة�الانتقال�على�كل�قسم�؟ -�1

���هل�سينتقل�كل�من�علي�ومصطفى�؟-�
��ن�بعد�دمجهما��؟ما�عدد�التلاميذ�الذين�سينتقلون�إلى�السنة�الثالثة�إذا�طبقنا�طريقة�الانتقال�على�القسمي -�2
���هل�سينتقل�كل�من�علي�ومصطفى�؟-���������
��.أنجز�حوصلة�للنتائج�السابقة�/3
���

��
��
��

��

sاف�ا��M
��ا	�/��ري�	��!�

+/�ل�
��ا	�!�

+/�ل�
K����

��

1��9��11���Kt*H	1ا��
2��9.5��12.5��Kt*H	2ا��

�������م���R$�0ء��ر��u�0ت 
10��8��9������+/�ل�+�^
��+/�ل�ا	�!���11��8��10

1.5��2��2��
sاف�ا��M

��ا	�/��ري�	��!�
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��

� �مسائل�محلولة� ���

���:1مسألة�محلولة�
��

��.�ندرس�في�هذا�التمرين�تأثر�الوسط�الحسابي�و�الإنحراف�المعياري�عند�إضافة�قيمة�طبع�إحصائي�للسلسلة�

�1نعتبر�السلسلة�الإحصائية� 2 3 nX , X ,X ,......., X��0و�ليكنm�0وسطها�الحسابي�و�Vتباينها��.��

�nنضيف�القيمة� 1X X+ ���التباين�الجديد�V(X)الوسط�الحسابي�الجديد�و�m(X)لى�السلسلة�السابقة�و�نعتبر�إ�=

�nأي�بعد�إضافة�القيمة� ( 1X +.�(���

0Xبين�أن�� -1 n.m
m(X)

n 1

+
=

+
�0m(X)حتى�يكون��Xكيف�يمكن�اختيار�-��������������2 m=؟� 

:��برهن�أن� -3
2

2 0 0 0

2 2 2

n.m n.V n.mn
V(X) X 2.X

(n 1) (n 1) n 1 (n 1)
= − + +

+ + + +
 

 �أصغر�ما�يمكن�؟�V(X)التي�يكون�من�أجلها�Xيمة�ماهي�ق -4

��)��Xالمتغير�هو� (��Vو�mأنشئ�جدول�التغيرات�للدالتين� -5

 ���������:يلي��رياصيات�خلال�سنة�دراسية�هي�كما�علامات�تلميذ�في�مادة�ال-�����6

-a�0أحسب�m�0معدل�التلميذ�و�sنحراف�المعياري�لهذه�السلسلة��الا.��

-bتوضع�في�نهاية�السنة�علامة��xخاصة�بالسيرة�و�السلوك�لكل�تلميذ�و�يريد�الأستاذ�أن�تكون�هذه�العلامة������

 .����مناسبة�للجانب�المعرفي�

��� �� ��؟)�بعد�وضع�العلامة�(��ثابتا��0mحتى�يبقى�المعدل��xماهي�العلامة�-��

��� �� ����xثابتا�بعد�إضافة�العلامة�0sنحراف�المعياري��إذا�أراد�الأستاذ�أن�يبقى�الا-��

���عندئذ�؟xفما�هي�قيمة�)�لحفاظ�على�تجانس�العلامات�ا����������������������(�

��نحراف�المعياري�ما�تأثير�ذلك�على�المعدل�و�الا�.��14لو�أضاف�الأستاذ�العلامة�-

��ما�تعليقك�؟.����بالزيادة�أو�بالنقصان�
 

���:�حـل

�1-����������������������������������������1 2 3 n 0X X X ..... X X X n.m
m(X)

n 1 n 1

+ + + + + +
= =

+ +
��

�2-�0( )m X m=��0يعني�����mX = ��

�3-���������������������������[ ]
n 1 n 1

22
i i 0 0

i 1 i 1

1 1
V(X) (X m(X)) (X m ) (m m(X)

n 1 n 1

+ +

= =

= − = − + −
+ +
∑ ∑ 

����������������������������
( )

2

02 0
0 0 0

m X m X1
n.V (X m ) 2 (X m )

n 1 n 1 n 1

 − −
= + − + + − 

+ + +  
��

:���و�أخيرا�نجد�العلاقة�المطلوبة�
2

2 0 0 0

2 2 2

n.m n.V n.mn
V(X) = X - 2.X + +

(n +1) (n +1) n + 1 (n +1)
��

X��،�0متغير��لل�Vنبحث�عن�مشتقة�-4
2 2

n.m2Xn
V (X) 2

(n 1) (n 1)
′ = −

+ +
���� = ����0mXتنعدم�المشتقة�من�أجل�

�� 
��
��

9��10��12��11��13��15��
 

9��10��12��11��13��15��x 
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��

��مسائل�محلولة

��مع��mجدول�تغيرات�-5
1

m (X)
n 1

′ =
+

����������������������������������Vجدول�تغيرات�

��

��

��

6��(a�-���0m 11,66≈��،����0s 2,16≈��

����b�-العلامة����Xالتي�تبقي�المعدل�ثابتا�هي��X 11,66≈���

�0V(X)ثابتا�وعليه�نحل�المعادلة��0Vبقاء�الانحراف�المعياري�ثابتا�يعني�بقاء� V=نجد���X Xأو≈12,61 10,70≈���

��نحراف�المعياري��تعني�زيادة�في�المعدل�و�الا14مة��إضافة�العلا

��"مستوى�التلميذ�المعرفي�لا�يتناسب�مع�هذه�العلامة�في�السلوك�"���التعليق�
���:2مسألة�محلولة�

��:التالي�لخصت�النتائج�في�الجدول�)��شاشة�جهاز�حاسوب�340(�تمت�دراسة�حول�عينة�

 نحراف�المعياري�لهذه�السلسلة��الاsحسب��ا-ة�صلاحية�شاشة�في�هذه�السلسلة��معدل�مدmحسب�ا -1

 و�أن�كل�الزبائن�يفضلون�دفع�ثمن)�مع�ضمان�سنة�(DA �5000أن�ثمن�شاشة�ناعلمإذا� -2

��هو�عندئذ�الثمن�الذي�ينبغي�ما.��سنتين�إضافيتين�����إضافي��مقابل�الضمان�للشاشة�لمدة

��؟�����للشركة�أن�تقترحه�مقابل�الضمان�للسنتين�الإضافيتين�تفاديا�للخسارة�عند�تغيير�الشاشات

�����50%�ِـبعد�مدة�تحسنت�نوعية�الشاشات�فازدادت�نسبة�مدة�الصلاحية� -3

���������a-حسب�المتوسط��ا′mنحراف�المعياري��و�الا′sبعد�التحسن��.��

���������b-حسب��ا′Mثمن�الضمان�للسنتين�الذي�تقترحه�عندئذ�الشركة���

���تلاحظ�؟ماذا�.��Iوسيط�السلسلة�و�الانحراف�الربعي�Medاحسب�-��������4

��

m≈:�بعد�الحساب�نجد� -1 ��)نلاحظ�أن�أطوال�الفئات�مختلفة(�يوما��13أي�ما�يعادل�سنتان�و�2,0022

s≈بتطبيق�التعريف�نجد� 1,  �يوما�78أي�ما�يعادل�سنة�واحدة�و�216

 للسنتين�الإضافيتين�)�M.DA(�إذا�دفع�كل�الزبائن�ثمن�الضمان� -2

 الشاشات�التي�مدة� �لكنها�ستغير240M DAربح�الشركة��ست

������91+��40+��47+��82=�260:�����سنوات�أي�3صلاحيتها�أقل�من�       

≈يكون�لدينا����)�DA �1300000(أي�بتكلفة� ���
1300000

M = 3824DA
340

��

��حيتها�أقل�من�سنة�لأن�ثمن�ضمانهاهناك�حل�آخر�باعتبار�أن�الشركة�لا�تعتبر�الشاشات�التي�مدة�صلا:��ملاحظة��

M≈:�و�بالتالي�)�ضمن�ثمن�الشراء�(��������������مدفوع� 2485DA��

�3-�a(′m = 1,5×m�،�′ ×s = 1,5 s���b�(شاشة�فقط�178=��91+��40+�47:�في�هذه�الحالة�ستغير�الشركة����

′�����و�بالتالي�
890000

M =
340

′���أي�أن�� ≈M 2618DA��

��)�أي�ثمن�الضمان�للسنة�الأولى�ليس�ضمن�ثمن�الشراء�(�������و�هذا�إذا�لم�نعتبر�السنة�الأولى�للضمان�

��4-�(Med; I) = (2,9;4)،�(m'; s') = �0و�بالتالي�(1,81;3,03)
���من�الشاشات�تتراوح�مدة�صلاحيتها�بين050

��0و���4,4و����������1,4
��.على�الأقل�لها�مدة�صلاحية�أصغر�من�المعدل050

ار
�
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��

+�ة�
��ا	�*(�
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91��[0 ; 1[ 
40��[1 ; 1,5[ 
47��[1,5 ; 2[ 
82��[2 ; 3[ 
62��[3 ; 4[ 
18��[4 ; 5[ 
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 ..أصحيح�أم�خاطئ.. 

 

��.��11.���إلى��.��1.نسبة�للتمارين�من�بال

��:أجب�بصحيح�أم�خطأ�مع�التحليل�
�

مرتبة�ترتيبا�قيمة���n2اتذفي�سلسلة�إحصائية����1
���.nتصاعديا��،�الوسط�الحسابي�هو�القيمة�ذات�الرتبة�

�����

تكون�أصغر��من�القيم� 50%في�سلسلة�إحصائية����.��2.
��.ط�من�أو�تساوي�الوسي

 

تكون�أكبر��من�القيم��25%في�سلسلة�إحصائية�����3.
��)�.الربعي�الثالث��(3Qمن�

��

��.�يكون�دائما�موجب��سلسلة�إحصائية�تباين����4.

��.�الانحراف�المعياري�لا�يكون�دائما�أصغر�من�التباين���5.

معدوما�فإن�كل�قيم�هذه�سلسلة��إدا�كان�الانحراف�ل���6.
��.لة�متساويةالسلس

��.�إلى�جزأين�متساويينسلسلة�إحصائية�الوسيط�يقسم�����7.

�يكون�دائما�أصغر�من�سلسلة�إحصائية�الوسيط����8.
��.الوسط�الحسابي�

الأول�يكون�دائما�أصغر�من�)�أو�الربيع(�الربعي����9.
��.الربعي�الثالث

���.��3Qو��1Qالوسيط�هو�الوسط�الحسابي�لـ���10.

���.��3Qالوسيط�هو���11.

��
��
��

��
��
��

أختر�الجواب���15.��إلى�.�12.�من�بالنسبة�إلى�التمارين�
��.الصحيح�من�بين�الأجوبة�المقترحة

��1Sحيث�وسط��2Sو�1Sنعتبر�سلسلتين�إحصائيتين���12
���1هو��2S،�تباين��9هو�2Sوسط��1هو��1S،�تباين�5هو

ٍVسلسلة�تباين���S�1تتضمن�قيم��S�2وقيمS�.��

ٍ V=………��

1(���1����

2(����1,5��

��)�يوجد�معطيات�كافية�لا�(�Vلا�يستطيع�حساب�)3

�ذات�قيم�موجبة�و�تتضمن�على�في�سلسلة�إحصائية�.�14
��:�أكبر�قيمة�فإن�1قيم�،�نضرب�في�10الأقل�

 .الوسيط�لا�يتغير� )1

 .الربع�الأول�يتغير� )2

 .المخطط�بالعلبة�لا�يتغير� )3

�قيمة�متمايزة،�مخطط��100تتضمن��سلسلة�إحصائية.�15
��:بالعلبة�هو�كالآتي

��

���

��

��

��.20الحسابي�لهده�السلسلة�هو�الوسط�)�1

��.18الوسيط�هو�)�2

��هو�ثلاث�مرات�عدد�القيم���9Dو1Dعدد�القيم�بين�)�3
��.بين�الربعي�الأول�و�الوسيط

��

 

10 20 30 40
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المعياري�للسلسلة�الانحراف�احسب�الوسط�الحسابي�و
��14_20_7_3_7_5_9_7:الإحصائية�التالية�

�17.��
المعياري�احسب�الوسط�الحسابي�و�الانحراف� )1

:�للسلسلة�الإحصائية�التالية
8_4_1_13_0_1_3_7_7_2��

�استنتج�الوسط�الحسابي�و�الانحرافي�للسلسلة )2
:�الإحصائية�التالية

738_734_731_743_730_731_733_737_737_732.���
�

��لتكن�السلسلة�الإحصائية�ذات��القيم��81
2 1....., ,

k
x x x 

2بالتكرارات��� 1....., ,kn n nعلى�الترتيب���
��:�نعطي�

1

86
k

i

i

x
=

=∑�����������
1

847
k

i i

i

n x
=

=∑��

1

80
k

i

i

x
=

=∑����������2

1

11791
k

i i

i

n x
=

=∑��

 ما�هو�التكرار�الإجمالي�؟ )1

 عين�قيمة�الوسط�الحسابي�؟ )2

 �هي�قيمة�التباين�؟ما )3

 ما�هي�قيمة�الانحراف�المعياري�؟ )4

��

حكيمة�تحرص�كثيرا�على�وزنها�حيث�وزنها���.�19.

�Kg �3.2بانحراف�معياري�يعادل Kg 54.8:�المتوسط�هو�

اكتشفت�حكيمة�أن�ميزانها�غير�منضبط�،�حيث�يجب�

�لتعديل�الخطأ� Kg �1للأوزان�السابقة�ثم�حذف�% 7إضافة�

��ان�المسبب�فيه�الميز

 ما�هو�وزن�حكيمة�؟ )1

 .عين�الانحراف�المعياري� )2

��

��
��
��
��

��:���في�إحدى�الشركات،�الأجهزة�المتوسطة�للعمال�هي��20
DA14485.��

�قرر�مدير�عام��DA�6000ِـبانحراف�معياري�يقدر�
جور�كل�العمال�و�زيادة��في�أDA�1600لشركة�زيادة�
����من�الأجر�الشهري�الحالي  % �3ِـ�أخرى�تقدر�

 ما�هو�الأجر�المتوسط�؟ )1

 .احسب�الانحراف�المعياري� )2
��.�عدد�حقيقي����xليكن���21

���x4_7_13_14_5الإحصائية��نعتبر�السلسة�

 ��xبدلالة�m،�عبر�عن��الوسط�الحسابي�للسلسة�mنضع� )1

 �xبدلالة��vتباين�السلسة�الإحصائية،�عبر�عن� vنضع� )2

 :��التي�يكون�من�أجلها�xهل�توجد�قيم�للعدد� )3

� V=1و����� V=166 ؟ 

����Vِـأوجد�أصغر�قيمة�ممكنة� )4

 هي�قيمة�الوسط�الحسابي�؟�ما )5

.22��xو�  y عددان�حقيقيان�،�نعتبر�السلسلة�الإحصائية��:��
 1_2_6_8_6x_6y��

1(�mالوسط�الحسابي�للسلسة�الإحصائية��،����
 .�x��،�yبدلالة�mعبر�عن

2(�vتباين�السلسلة�الإحصائية�،��عبر�عن��vبدلالة��x�
��yو�
8m:���يكون��yو�xمن�أجل�أي�قيم�)3 =�

103و

3
v ���؟=

����x_4_3_1:�لتكن�السلسلة�الإحصائية���23
)xعدد�حقيقي�.(��

�التي�من�أجلها�يكون�الوسط�الحسابي�xهل�توجد�قيم�لـ
��والانحراف�المعياري�متساويان�؟

��
��
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�24. 

بعد�الامتحان�كانت�النقاط�المحصل�عليها�في�مادة�
��:��كالآتي��3ع�2و2ع1�،�2ع2الرياضيات�للأقسام�

�����القيم��15��14��13��12��11��10��9��8��6 19��17
��النقاط

 1ع0��0��0��1��4��10��8��3��1��1��1��2

��2ع1��1��4��1��4��6��5��1��2��4��0��2
��3ع6��0��0��5��1��0��2��0��2��1��5��2

�و�الانحراف�المعياري�الوسط�الحسابياحسب� )1
 .لكل�قسم�؟�علل�إجابتك�

�و�الانحراف�المعياري�الوسط�الحسابياحسب� )2
 .لنقاط�الرياضيات�للأقسام�الثلاث�

���

��..ا�����ـ
ت..�������

��
.25.���

��.في�الحالات�التالية�يعطى�التكرار�الإجمالي�لعينة�
��.القيم�مرتبة�ترتيبا�تصاعديا�

الأول�و�الثالث�،�ثم�أوجد�)�أو�الربيع�(�أوجد�رتبة�الربعي�-�
��.رتبة�الوسيط�

1( n=133 
2( n=154 
3( n=186 
4( n=294��

 

.26.���
��الإحصائية��السلسة��لتكن�
0,8��0,7��0,6��0,5��0,4��0,3��0,2��0,1��

ix��
1��15��9��7��12��8��16��11��

iy��
احسب�الوسيط� )1

e
M�1و�الربعيينQ��2وQ� 

���9Dو�1Dعين�العشري�الأول�و�التاسع� )2
�27.���

��:نفس�التمرين�السابق�بالنسبة�للسلسلة�الإحصائية�
1300��1100��900��700��500��300��100��

ix��
14��29��18��31��12��25��10��

iy��

�

��
��
��
��

��:�الإحصائية�التالية�السلسة��لتكن�.28.

[ [50,70��[ [40,50��[ [30,40��[ [25,30��[ [20,25��[ ��الفئات��15,20]
6��10��7��12��22��10��

ix��
��.ارسم�مدرج�تواتر�المتجمع�الصاعد� )1
 .لصاعد�ارسم�مدرج�التكرار�المتجمع�ا )2
��.�بالحساب���2Qو1Qعين�الوسيط�و�الربعيين� )3
�الشكل�التالي�يمثل�تكرار�المجتمع�الصاعد�لسلسلة�.29.

��.إحصائية�
هذه�ل ��2Qو1Qعين�بيانيا�قيمة�الوسيط�،�ثم�الربعيين�

��.��السلسلة�
��
��
��
��
��
��
��
���بالنسبة�للسلسلة�الإحصائية�التالية�أحسب�الربعي�.30..
��.،�الوسيط�،�و�الربعي�الثالث�)�أو�الربيع�الأول�(

1( 5�-5-5�-5-5�-5�-5-5�-5-5 

2( 4�-4-4�-4-3�-3�-3-3�-3-3 

3( 10�-9-8�-7-6�-5�-4-3�-2-1 

4( 1�-2-3�-4-5�-6�-7-8�-9-10 

5( 5�-5-4�-4-3�-3�-2-2�-1-1 

ئية�التالية�أرسم�مخطط��بالنسبة�للسلسلة�الإحصا.31..
��.بالعلبة�
1( 8�-2-1�-3-6�-8�-9-3�-9-7 

2( 10�-2-1�-3-6�-8�-9-3�-9-7 

3( 6�-6-6�-6-6�-5�-4-3�-2-1 

4( 9�-7-7�-7-7�-9�-9-9�-9-7 

5( 14�-11-19�-12-16. 
��
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��
��
��
��

��إليك��مخطط�التكرارات�المتجمعة�الصاعدة����.�32
��
��

��
��
��
��

باستعمال�هذا�المخطط�أرسم�المخطط�بالعلبة�للسلسلة�
��الإحصائية

��
بة�للمخطط�بالعلبة�التالي�عين�القيمة�الصغرى،��بالنس.33.

الربعيين�
1Qو���

3Qالوسيط�و�القيمة�الكبرى�للسلسلة����
��.الإحصائية�

��
��
��
 

�.� B  , Aإليك�نتائج�دراسة�سلسلتين�إحصائيتين�  .34.
��.أرسم�المخطط�بالعلبة�لكل�منهما�

���Dا��
�Pىا����3Qا�����
(��1Q������Dا�

�ىRMا���
��

12��9,7��8,2��7,5��6,2��A��
14��12��9��7��4,3��B��

��
،�يقوم�تلاميذ�قسم�بالأفواج���في�حصة�أعمال�تطبيقية�.35.

��.��من�الحامض���25mlودلك�بمعايرةةبتجربة�كيميائي
��:الكمية�المعايرة�بالنسبة�لكل�تلميذ�معطاة�في�الجدول�التالي

��
 (ml)الحجم��23��22 28��27��26��25��24

 Aالفوج��1��2��1��8��3��4��1

 Bالفوج��2��3��4��6��1��2��2

 .احسب�الوسط�الحسابي�لكل�سلسلة� )1
 .سلسلةارسم�المخطط�بالعلبة�لكل� )2
��

��
��
��
�وسائطها�معطاة�)�20إلى�0من�(نعتبر�سلسلة�نقاط��.36.

��:في�الجدول�التالي�

�<�Qا	
KI�!�	ا 

��ا	���
 3Q ا	�<�1Q Q ا	�4�ى

� ا	���
 ا	
2�ى

10 2 8 10 12 16 

��

عين�.�نفرض�أن�الأستاذ�أضاف�نقطتين�لكل�تلميذ� )1

��.وسائط�السلسلة�الإحصائية��الجديدة�

�%10حذف�الأستاذ�لكل�تلميذ�في�الحالة�الثانية�ي )2

 ��.ةمن�نقطته�،�أوجد�وسائط�السلسلة�الإحصائي

�و�وسط�المربعات�هو�5الوسط�الحسابي�لسلسلة�هو��.37.

120��

��.أحسب�الانحراف�المعياري� -�

،�وسط�المربعات�3الانحراف�المعياري�لسلسلة�هو�.38.

��25هو

��.أحسب�الوسط�الحسابي� -�

لوسط�الحسابي�هو�،�ا2الانحراف�المعياري�لسلسلة�هو�.39

����2080ومجموع�المربعات�هو10

��.�أحسب�التكرار-�����
��

 ���ر0: 13



 363

 ا	!:

��ا	��ا���ا	�����
 ا	����

 

��
��
��
��لشكل�التالي�يعطي�توزيع�أفراد�مجتمع�حسب�سنهم��ا.41.
��
��
��
��
��
��
��
��
��

 .أحسب�العمر�المتوسط�لهدا�المجتمع� )1
 ��3Qو�1Qعين�الوسيط�الربعيين� )2

��

لتالي�يمثل�عدد�الساعات�الأسبوعية�التي�لجدول�ا�ا.42.
��.يبقى�فرد�أمام�جهاز�التلفاز��حسب�عمره�

��عدد�الساعات 23,3��15,9��14,6

أكثر�من�

���سنة18

��سنة

�17-12��

��سنة

11-2��
��العمر

احسب�العدد�المتوسط�للساعات�أمام�جهاز�التلفاز� )1
���سنة��17و�2بالنسبة�للأشخاص�الذي�عمرهم�يتراوح�بين�

توسط�للساعات�أسبوعيا�التي�أحسب�العدد�الم )2
 .يبقى�فيها�الفرد�أمام�جهاز�التلفاز�لكل�المجتمع�

�تلميذ�من�قسم�30لمخطط�بالعلبة�التالي�يعطي�قامة��ا.43.
��)�بالسنتيمتر(

�1Qيمثل�الربعي�الأول����

3Qيمثل�الربعي�الثالث����

1Dيمثل�العشري�الأول����

9Dيمثل�العشري�التاسع����
 

��
��
��

��:قسم�آخر�موزع�حسب�قامته�في�الجدول�التالي

��
��
��

��القامة���165��161��160��155��152��151��150��147
(cm) 

��التكرار��2��3��4��6��4��2��1��1

 .أرسم�مخطط�بالعلبة�للسلسلة�الثانية� )1
 �:لكل�من�السلسلتين�أحسب� )2

 القامة�متوسطة� �

 قيمة�الربعي�الأول�والثالث� �

 الانحراف�الربعي� �

��ما�هو�عدد�القيم�خارج�المجال�)������3

( ) ( )1 3 1 3 3 1

3 3
;

2 2
Q Q Q Q Q Q
 

− − + −  
��؟

يحتوي�كيس�على�عدد�كبير�من�الكرات�البيضاء��.44.
��والحمراء�

��.نريد�تعين�نسبة�الكرات�البيضاء�الموجودة�في�الكيس
���;��كرة�و�نسحب�كرة50نأخذ�
��ا�سحبنا�كرة�بيضاء�����إذ�1ا�سحبنا�كرة�حمراء��وذ�إ0نضع�

���1sللوسط�الحسابي�للسلسلة�و�للتباين�بـ�1mنرمز�بـ�
 �1Sو�1mأحسب� )1

 بالتجربة�السابقة�نقوم�نعيد�الكرات�الحمسين�الى�الكيس�و )2

 التجربة��5��4��3��2��1

25��16��18��20��16��
��عدد�الكرات

��البيضاء�المسحوبة

 
15��14��13��12��11��10��9��8��7��6 

15��21��21��11��17��22��21��21��22��15��

أحسب )3
i

mو��
i

sنحراف�الا�الوسط�الحسابي�و
 �.iالمعياري�للتجربة�

�الوسط�الحسابي�للسلسلةMأحسب )4
i

mو�Sالوسط��
الحسابي�للسلسلة

i
S. 

نجمع�التجارب�الخمسة�عشر�السابقة�،�عين�عدد� )5
 الكرات�المسحوبة�

Mاستنتج� � �العدد�المتوسط�للكرات�البيضاء�في�كل�′
 .تجارب�ال

 نحراف�المعياري�المناسب�للتجارب�كلها��الا′Sاستنتج �

�Mو �Mقارن�بين)6 ��.�علل′��Sو�Sثم�بين′
��
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��
��
��
��

سجلت�مصالح�البريد�وقت�المكالمات�الهاتفية��.45.
��:ائج�كانت�كالآتي�لمشترك�في�مدة�أسبوع�،�النت)�بالثواني(

68�-37-224�-67-134�-93�-3�-57-6�-210-181�-
77�-96-69�-28-78�-20�-101�-39-7�-28-258�-
123�-1-9�-32-45�-89�-12-87�-88-118�-12-111�-�
8�-47-75�-27-107�-76�-47�-32-7�-98-42�-86�-
94�-61-27�-58��

احسب�الوسط�الحسابي،�تباين�والانحراف�المعياري� )1
 .لهذه�السلسلة

 :أملئ�الجدول�التالي� )2
��الوقت���رار�التك
��[ [0,20��

[ [20,40��
[ [40,60��
[ [60,80��
[ [80,100��
[ [100,120��
[ [120,160��
[ [160,200��
[ [200,260��

ط�الحسابي،�التبيان�والانحراف�حسب�الوسا )3
��ه�السلسلة�بعد�جمع�النتائج�في�الجدول�المعياري�لهذ

��:أملئ�الجدول�التالي� )4
��الوقت���التكرار�

��[ [0,30��
[ [30,60��
[ [60,90��
[ [90,120��

[ [120,240��
الانحراف�أحسب�الوسط�الحسابي�،�التبيان�و )5

��.المعياري�للسلسلة�باستعمال�النتائج�الجدول�الثاني
تعملنا�نفس�سلكن�الماذا�نحصل�على�نتائج�مختلفة�و )6

 ؟السلسلة�الإحصائية

��
��
��
��

��نعتبر�توزيع�)Excel (باستعمال�المجدول�الأيكسال�.�46
��.�ن�أوزان�وطول�مجموعة�مراهقي

(Kg)وزنال��57��52 61��60��59��58 62 64 66��65
i

x 

 تكرار��5��7��1��1��2��1 3 7 5��3
��

1,72��1,7 1,67 1,66 1,65��1,62��1,6��1,57 

ال
مة

قا
�� (C

m
) 

 

ار��4��6��2��3 4 7 4��5
كر

ت
 

لمقارنة�التوزيع�حسب�الوزن�و�حسب�القامة�بتدبدب�
��الي�السلسلة�حيث�نقوم�بالتغير�الخطي�الت

iنضع�
i

x

x x
x

S

−
′ =��

���الوسط�الحسابي�للسلسلة�x:�حيث�
���������

xSالانحراف�المعياري����
���اتبع�المراحل�التالية�(Excel)بواسطة�المجدول�الأيكسال

نحسب�في�الخلية�.�ندخل�الوزن��36Aو2Aفي�الخلية� )1

38A�40الوسط�الحسابي�في�الخليةAالمعياري�الانحراف�. 
��

B��A ��
( )ix x

S

−��i
x��

1��

( )2 $38 / $40A A A−=��52��2��

��57��3��

��57��4��

��58��5��

��
B��A����

����37��

��=Moyenne (A2:A36)��38��

����39��

��=Eartype (A2:A36)��40��

�سلسلة� �Bنحو�الأسفل�في�العمود�B2أنقل�دستور�الخلية�
��.�للأوزانةالقيم�المدبدب

��
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��
��
��
��
��

�،��يمكن�قراءة�القيمة�الصغرىلايافي�أي�خ )2
القيمة�الكبرى�للسلسلة��2Qو�1Qالربعيين��

��.ةبدبالمد
�للقيام�بنفس�العمل�بالنسبة��Eو�Dاستعمل�الخانات� )3

 .للقامة
قارن�بين�السلسلتين�المدبدبتين�ثم�أرسم�مخطط� )4

 .بالعلبة
.�47.����

لامتحان�للحصول�على�وضيفة��مترشح�في�ا5000شارك�
دارة�،�الجدول�التالي�يعطي�توزيع�المعدلات�����������في�الإ
��:حشالمتر�

���ا�#=:ل���;:د�ا�#"�783
198��

943��

1697��

554��

156��

391��

268��

234��

367��

121��

54��

17��

[ [0,2��

[ [2, 4��

[ [4,6��

[ [6,8��

[ [8,9��

[ [9,10��

[ [10,11��

[ [11,12��

[ [12,14��

[ [14,16��

[ [16,18��

[ [18,20��

 .مثل�بيانيا�هده�السلسلة�بمدرج )1
�و�الانحراف�المعياري�mاحسب�الوسط�الحسابي� )2

S. 
 .احسب�العشري�السابع )3
�مكان�شاغر�،�فما�هو�معدل�1500ه�يوجد�علما�أن )4

��.آخر�مترشح��ناجح
��
��
��

��
��
��
��
��

��:���نعتبر�السلسلة�الإحصائية�.�48.
 

[ [20,30��[ [12, 20��[ [8,12��[ [0,8��
ix��

17��10��16��7��i
n��

��

 .احسب�التكرار�المتجمع�الصاعد )1
 .�التكرارات�المتجمعة�الصاعدةCأرسم�منحنى� )2
�عين�عبارة��Cالدالة�الممثلة�بالمنحني�fلتكن� )3

( )f xبدلالة��x. 
]ليكن� )4 ]0,1u )�الدالة�الربعية�∋ )Q uمعرفة�من��

)حيث�xالقيمة� )f x u=عين�عبارة�،��( )Q u�
 .uبدلالة�

 �.Qأرسم�منحنى�الدالة� )5

�و�الثالث��1Q،�عين�الربعي��الأول�Qباستعمال� )6

3Qو�العشريين�الأول� D1و�التاسع��D9�. 
��

 :���نعتبر�السلسلة�الإحصائية�.�49.

 

14��9��6��5��4��2��1��i
x��

9��12��7��2��8��7��5��in��
��

 �.احسب�التكرار�المتجمع�الصاعد )1
��.�التكرارات�المتجمعة�الصاعدةCنى�أرسم�منح )2

 ���ر0: 13



 367

��
��
 
 

 
 
��
��

��

��المستهدفة�الكفاءات�������

��

 ���������بسيطة�عدد�النتائجوصف�تجربة�عشوائية 

 .الممكنة�فيها�منته

 .نمذجة�بعض�الوضعيات�البسيطة 

 �الانحراف�المعيارياتي،حساب�الأمل�الرياضي 

��.و�التباين�لقانون�احتمال
 .محاكاة�تجارب�عشوائية�بسيطة 

 .�مركبةحساب�احتمال�حادثة�بسيطة�و�حادثة 

 استعمال�خواص�الاحتمال�في�حساب�احتمالات 

��.بعض�الحوادث�المركبة
 .تعيين�قانون�الاحتمال�لمتغير�عشوائي 

 حساب�الأمل�الرياضياتي،�الانحراف�المعياري 

��.و�التباين�لمتغير�عشوائي�
��

)ولد�كلموقوروف� )Andrei Kolmogorovم�1903سنة���

)بمدينة�طمبوف )Tombov�1987و�توفي�بمدينة�موسكو�سنة�.��
���بجامعة�موسكو�و�قد�لقي�باعتراف�دولي�أول1920التحق�سنة�

��.�حين�توصل�إلى�نتيجة�هامة�حول�السلاسل�المثلثية1922سنة�
���العمل�في�ميدان�الاحتمالات�1925ةبدأ�سنبعد�اهتمامه�بالمنطق�

��.��1931سنة�ه�بحيث�تحصل�على�شهادة�الدكتورا
���أعماله�التي��أصدر1933فر�كثيرا�عبر�أوربا�و�في�سنة�لقد�سا

����و�التي�اعتبر�بسببها�تضمنت�أسس�الحساب�الاحتمالي
��1903�/�1987كولموقوروف�.��������������������������������������������القرن�العشرينإقليدس
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��
��60
�ب���:��������mا���������ا�و���������� ......����� ��ا�����ل�

��

��أنشطة

��
� �� ���.ي�يصادفها�التلميذ�لأول�مرة��الأنشطة�التالية�إلى�التمهيد�لنظرية�الاحتمالات�التتهدف�

���نشاط�أول����
����6الى��1مرة�زهرة�نرد�مكعبة�غير�مزيفة�ذات�ستة�أوجه�،�مرقمة�من�Pنرمي�:���������������نعتبر�التجربة�التالية�

��.�����و�نهتم�بثلاثة�وسائط�
� ���رمية�الأولى��nعلى�الوجه�العلوي�من�أجل�6لظهور�الرقم��nfالتواتر���
� ���رقما�الأولى�التي�تظهر�على�الوجه�العلوي�nلـ��nmالوسط�الحسابي���
� n)��(�الأولى�ظهورا�n(��التباين�لهذه�الأرقام��� p≤(� 

���القيام�بالتجربة�جماعيا-�:��المرحلة�الأولى
� ��.�و�يسجل�في�كل�مرة�الرقم�الظاهر�على�الوجه�العلوي��مرة�30كل�تلميذ�يرمي�زهرة�النرد���
� ��.�يحسب�التلميذ�الوسط�الحسابي�للأرقام���

��� ����30تأخذ�القيم�n(�في�جدول�واحد�مشترك�حسب�النموذج�التالي�)�لكل�تلاميذ�القسم�(�توضع�كل�النتائج�� �
��)حتى�التلميذ�الأخير�.....��و�هكذا��������������60ثم�

.............��90��60��30��N 

��6عدد�مرات�ظهور�الرقم���������

��������nf�6تواتر�الرقم���
��������nmالوسط�الحسابي�للأرقام���

��
��
��

���)nm�,�n(للنقط�نفس�السؤال�بالنسبة�������������������،�ماذا�تلاحظ�؟�)�nf�,�n(نمثل�بيانيا�النقط�����������
��توازن�زهرة�النرد�يؤكد�أن���(�0,17تؤول�إلى�عدد�قريب�من��)�nf(�إلى�أن�المتتالية��يشير�المنحنى�في�السؤال������

�1يساوي�6نقول�عندئذ�أن�احتمال�ظهور�الرقم�)��حظا�من�بين�ستة�حظوظ�للظهور������6للرقم�
6

)�1 0,17
6
≃(���

��Excelاستعمال�مجدول��:�المرحلة�الثانية
 �B1في�الخلية�ENT(ALEA( )*6+1) =�باستعمال�الطلبية������A2500إلى��A1أدخل�أرقام�الرميات�من�   �

��)�رمية�لزهرة�النرد��2500(��نحاكي�التجربة�السابقة���B2500ثم�استعمال�الزالق�إلى�       

 C2500ثم�النسخ�الى��NB.SI($B$1:B1;6)/A1 =باستعمال�الطلبية�)�C1في�الخانة��(�6تواتر�الرقم�nfنحسب	  ��

 �
����������������،�ماذا�تلاحظ�؟]سحابة�نقط��[��)nf�,�n(نمثل�بيانيا�النقط���
��D2500ثم�النسخ�الى�� MOYENNE($B$1:B1) =�باستعمال�الطلبية�nmنحسب�الوسط�الحسابيD1ة��في�الخان���
��ماذا�تلاحظ�؟�.��)nm�,�n(�مثل�بيانيا�النقط����
��
��E2500ثم�النسخ�الى��VAR.P($B$1:B1) =�باستعمال�الطلبية��Eنفس�السؤال�بالنسبة�للتباينات�في�العمود�
���كرر�المحاكاة�و�لاحظ�F9باستعمال�اللمسة����



 369

14 

����.�Eكل�جزء�من�Aنسمي�حادثة�
��A(P(��و�نرمز�له�بالرمز��Aكمجموع�احتمالات�كل�المخارج�التي�تنتمي�إلى�Aوعندئذ��نعرف�احتمال�الحادثة�

��

� �� ��أنشطة�

��������

�������نشاط�ثان
���6إلى�1مرقمة�من�غير�مزيفة������عند�رمي�زهرة�نرد�مكعبة�

��E=��}�6 , 5 , 4 , 3 , 2 , 1{��فإن�مجموعة�المخارج�هي�
��:�يمكن�ملأ�الجدول�التالي�كما�يلي-�����

��)كل�رقم�له�حظ�واحد�من�بين�ستة�للظهور�(��عندئذ�أننا�عرفنا�قانون�الاحتمال������و�نقول
��
 

��

هو��"�3الحصول�على�رقم�مضاعف�لـ��:"�Dاحتمال�الحادثة�:���مثلا�
2 1
6 3

��D=��}6 , 3{��لأن�=

��)وي�لزهرة�النرد�باعتبار�الرقم�الذي�يظهر�على�الوجه�العل ( �أحسب�احتمالات�الحوادث�التالية��

A�":الرقم�زوجي�"A�":الرقم�فردي��"B�":4أو�يساويمن� الرقم�أكبر��"�B�":�4الرقم�ليس�أكبر�من��"C�":الرقم���
���"�30يقسم
��لا�نفرق�بينها��.�(��3إلى��1كريات�حمراء�مرقمة�من��3و��4إلى��1كريات�خضراء�مرقمة�من��4صندوق�يحوي��

��. نسحب�عشوائيا�كرية�واحدة�من�الصندوق)�.�����باللمس�
��.عرف�قانون�الاحتمال� -�1
���"3م�الكرية�المسحوبة�تحمل�الرق�:"��B"����الكرية�المسحوبة�حمراء��:"�Aما�احتمال�الحادثتين�� -�2

���ثالث����نشاط
��ثم�يدار�القرص�حتى�يستقر�السهم)��15إلى�1من���(��Nدينارا�و�يختار�رقما�20يدفع�اللاعب�:�قواعد�اللعبة���������

��يحصل�اللاعب�على�مائتي�دينار�إذا�استقر�السهم�على�الرقم�المختار�����.��������على�رقم�ما�
���مجاور�للرقم�المختار�يحصل�اللاعب�على�ثلاثين�دينارا�مواساة�له�إذا�استقر�السهم�على�رقم������������������

��)أي�يخسر�العشرين�دينارا�التي�دفعها.(�في�الحالات�الأخرى�لا�يحصل�اللاعب�على�أي�شيء���������������������������
���.��Gنرمز�للربح�المحتمل�بالرمز�

���و�عرف�قانون�الاحتمالE=��}�15 ,…… , 3 , 2 , 1{��وضح�أن�المخارج�الممكنة�هي�عناصر�المجموعة�-�����
��)�دينارا20ًأي�خسارة�)�-�20(الربح�يساوي(� 20 - , 10 + , 180 +�:�الممكنة�هي��Gاشرح�لماذا�تكون�قيم�-����2
���) G = - 20(�نكتب��"��20 –يكون�الربح�:���*�"��نعتبر�الحوادث�التالية�-���3

���)��G = 10(�نكتب��"�� 10 يكون�الربح������*�"�
��) G = 180 (�نكتب��"�� 180يكون�الربح�����*�"�

��G = - 20(P(�أي��)�20 -(��أحسب�احتمال�أن�يكون�الربح������
���أكمل�الجدول�التالي�-�4

������������
G(��ما�هو�احتمال�الحادثة�-����� ��؟�)�≤0

=�أحسب�العدد�-���������5 − + +1 2 3E 20P 10P 180P�.؟ �ماذا�يمثل�العدد�����

 Gالربح� 20 -��180��10

3P =��2P =��1P ��الإحتمال��=

��ixالمخارج���6��5��4��3��2��1

1
6

��1
6

��1
6

��1
6

��1
6

��1
6

��ix(P(الاحتمال���
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	���	أن	آ�	��د:1�
ipو�منه��1موجب�فهو�أصغر�من�المجموع��i0 p 1≤ ���	��	�iمن�أجل�كل�≥��			n	ا �	1	

�
�
���.Aدث�الأولية�للحادثة��و�يساوي�مجموع�إحتمالات�الحواA(P(�يرمز�له�بـ�Aحادثة�الإحتمال�:	2�
 

14 

��

��الدرس

 مصطلحات1- �
��.�نسمي�تجربة�عشوائية�كل�تجربة�لا�يمكن�توقع�نتيجتها�رغم�معرفة�مجموعة�النتائج�الممكنة������

���.Ωو�يرمز�لها�بالرمز�مكانيات�مجموعة�الإ�تسمى�مجموعة�النتائج�الممكنةفي�تجربة�عشوائية�،����������*�
���.حادثة�Aنقول�عندئذ�أن��،���Ωمناً�جزءAليكن�

���.حادثة�أولية�فإنها�تدعى�عنصر�وحيد�على��Aإذا�احتوت�المجموعة�الجزئية������

������Ωالجزء�الخالي�∅ .�(�هي�الحادثة�المستحيلة�∅�هي�الحادثة�الأكيدة�و�(��
 �Aما�عدا�عناصر��Ωهي�التي�تحوي�كل�عناصر��و�Aحادثة�ما�فإن�حادثتها�العكسية�يرمز�لها�بـ�Aإذا�كانت������

A∩نرمز�بـ.��حادثتين��Bو��Aلتكن������ Bللحادثة��"Aو��B�"و�هي�التي�تحوي�العناصر�المشتركة�بين��Aو��B 

A∩إذا�كانت�*� Bخالية�أي��∩ ∅A B ��.�غير�متلائمتين��Bو�Aثتين��نقول�عندئذ�أن�الحاد=
A∪�نرمز�بـ����� Bللحادثة��"Aأو��B�"و�هي�التي�تحوي�عناصر��Aو�عناصر��Bأيضا��.��
��نعتبر�التجربة�العشوائية�التالية�:�مثال

���Ω=�}1,2,3,4,5,6{�:�المجموعة�الشاملة�هي��.��6إلى�1نرمي�زهرة�نرد�غير�مزيفة�ذات�ستة�أوجه�مرقمة�من�
��A=�}2,4,6{�أي�."��الحصول�على�رقم�زوجي��:"��Aالحادثة�������
 B=�}3,4,5,6{�أي��."�3الحصول�على�رقم�أكبر�أو�يساوي��:"��Bالحادثة�������

���.�Ωهما�مجموعتان�جزئيتان�من��Bو��Aالحادثتان�������
 C=�}6{�حادثة�أولية�لأن��."�6الحصول�على�الرقم��:"��Cالحادثة�������

A∩�الحادثة��� ��� B4,6{أي��."�3الحصول�على�رقم�زوجي�أكبر�أو�يساوي�:"��هي�الحادثة� {�=∩A B��
A∪�الحادثة��� ��� B2,3,4,5,6{أي��."�3الحصول�على�رقم�زوجي�أو�أكبر�أو�يساوي�:"��هي�الحادثة� {�=∪A B��

 حتمال�قانون�الا-2

�����:تعريف

����������

� 
 ΩΩΩΩ	�8�	P	و	*�$'ن	ا���6ل	ΩΩΩΩ$�34�	2)�1�	�0'ا/��	.�-�	إر+�*(�	��)�'��	إ�%�$��ت			����			

���ieاحتمال�تحقق�المخرج�ipيسمى�العدد
 
 
��

��)المثال�السابق�(��نرمي�زهرة�النرد�:مثال�
��)حتمال�الظهور�أي�أن�كل�الوجوه�لها�نفس�ا(�زيفة��بما�أن�زهرة�النرد�غير�مΩ=�}1,2,3,4,5,6{�مجموعة�المخارج�هي�

�iفإن���������nا���1�$�����iعدد�طبيعيمن�أجل�كلفهذا�يعني�أنه�

1
p

6
=��

��ه��������Bو�Aو�ا)���'�ا���د%�����
3 1

p(A)
6 2

= �����و�����=
4 2

p(B)
6 3

= 			.�����-�$�ا��,+�*�=

��n {�∈∈∈∈�i,…,1,2,3{��مع��ipبعدد�موجب��ieلتجربة�عشوائية�هو�إرفاق�كل�مخرج���Pقانون�احتمال�
����������1بحيث�يتحقق�ما�يلي������ 2 3 np + p + p + ..... + p = 1�������� 
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��

� �طرائق�� ���

��
��

�����1تمرين�محلول�
���

��.نسحب�عشوائيا�كرية�واحدة�و�نسجل�رقمها��.��15إلى��1كرية�مرقمة�من������15يحوي�كيس�
���.ΩΩΩΩعين�المجموعة�الشاملة� -1
 �."5للعدد�الحصول�على�رقم�مضاعف��:"�Aعين�الحادثة� -2

 �."3الحصول�على�رقم�مضاعف�للعدد��:"�Bعين�الحادثة� -3

Aعين�الحوادث��� -4 B∩و��Aو�Bثم�استنتج�الحادثتين��A B∩و��A B∩��
�Aو��Bو�Aحيث� B∩هي�الحوادث�العكسية�للحوادث��Aو��Bو��A B∩على�الترتيب���

��:حــل
1�- Ω1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15{��هي�مجموعة�كل�النتائج�الممكنة�أي��{�=Ω��
 A=�}5,10,15{��أي��Aهي�التي�تشكل��15و�1ة�بين��المحصور5مضاعفات�العدد� -�2

 B=�}3,6,9,12,15{��أي��Bهي�التي�تشكل��15و��1المحصورة�بين�3مضاعفات�العدد� -�3

4�- �}15�{��=A B∩��،��}1,2,3,4,6,7,8,9,11,12,13,14�{��=A��،��}1,2,4,5,7,8,10,11,13,14�{��=B� 

�}1,2,4,7,8,11,13,14�{��=A B∩��،���}1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,�{��=A B∩��

��
�����2تمرين�محلول�

���.�4الى�1زهرة�نرد�مزيفة�ذات�أربعة�أوجه�مرقمة�من����������������������

2نعلم�أن��.��i∋�}1,2,3,4{��مع��iلاحتمال�ظهور�الوجه�ذي�الرقم���ipنرمز�بالرمز�

1
p

5
�4و�أن�الحدو= 3 2 1p , p ,p ,p� 

��تشكل�حدود�متتالية�حسابية�بهذا�الترتيب    
���أحسب�احتمال�ظهور�رقم�فردي–���4p������������-�2و���1p�،�3pأحسب�-�1-�����

��

��:حــل
1.�� ���r�/���س�ا������أ���

����2����������2 1p p r= +�،�3 2p p r= +�،�4 2p p 2r= +��

��� ��������1 2 3 4p p p p 1+ + + =������42����2و� 2 2 2p r p p r p 2r 1− + + + + + =��

������24pأي�أن�� 2r 1+ ������������21و�7�����������= 4p 1
r

2 10

−
= =���

�����1

1 1 1
p

5 10 10
= − ������3و����= 2

3
p p r

10
= + �����4و�����= 2

4
p p 2r

10
= + =��

2.�� ���A�/%ر�-�د�9,دي�:"��ا���د;<=�".��

��<�أن��?�����1 3p(A) p p= ����إذن���+
2

p(A)
5

=��

 

1 5 3 

4 2 

12157 

6 13
109 11

148 
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			نقول�عن�تجربة�أنها�متساوية�الاحتمال�عندما�يكون�لكل�الحوادث�الأولية�نفس�الاحتمال					:1�2.;	
		.																$A'ل	�-�/4	أن	*�$'ن	ا@���6ل	�6?�وي	ا 6'ز.>	

C��زهرة�نرد�"�ى�تساوي�الاحتمال�من�خلال�عبارات�تتضمنها�نصوص�وصف�التجربة�مثل�أن�يقال�يشار�إل��2-
��"�.....كريات�لا�نفرق�بينها�عند�اللمس�"�،�"�قطعة�نقود�متوازنة�"�،�"�غير�مزيفة�

1و�هذا�يعني�أن�احتمال�ظهور�أي�وجه�عند�رمي�زهرة�نرد�غير�مزيفة�هو�

6
)�ه�له�نفس�الحظ�للظهور�كل�وج�(�

1هو�"�وجه�"�أما�عند�رمي�قطعة�نقود�متوازنة�فإن�احتمال�ظهور�

2
1هو�"�ظهر"���و�احتمال�ظهور�

2
��أيضا�

�1كرية�فإن�احتمال�ظهور�أية�كرية�هو�nوهكذا�بالنسبة�للكريات�،�فلو�فرضنا�أن�الصندوق�يحوي�

n
��

��


�وي�ا')���ل+�/��(��9��

�C,ج��Dآ�}ie�{�4ا)���ل���ip��H�(�i

1
p

n
=��

I?�ا���د%/�إذا�آ�Aي�;�+�m��<����(ا�� ;ن�ا,J2-�)A(P���H�(�
1

P(A) m
n

= ×��

��أي�أن�����������������������������
���������������������������������������������������P(A) =  

�
�
		���	أن					:	�
1 2 3 np + p + p + ..... + p =    p(∅∅∅∅) = 0	و	$<D						 ����p(ΩΩΩΩ) = 1فإن�1

	�
�
 )يعني�بالسؤال�المطروح�(�تساوي�الإحتمال�يتعلق�كذلك�بالمجموعة�الشاملة�:									�

��

���الدرس
��

 :تساوي�الإحتمال��
�������������
��

� ���
� ���

��
��
��
��
��

� ���
 
��
��
��
��

��]لا�نفرق�بينها�باللمس�)�[��بيضاء�و�سوداوين�3(��كريات�5يحوي�كيس��:�مثال
��]�أسود��Nأبيض�،�B[�عشوائيا�و�نسجل�لونها�����نسحب�كرية�

��حتمال�لأن�ليس�لهما�نفس�الا�Nو��Bفإن�المخرجين�B,N�{��=Ω{�إذا�أخذنا�المجموعة�الشاملة���������*�

����������
3

p(B)
5

=������2�7���
2

p(A ')
5

=�.��/���Mا��/-;�Nا����?,O�-ا�;��� �{ }1 2 3 1 2B ,B ,B , N , NΩ =��

�>�P,�7�Qو�/�ا'�������������و�ذ��
����.)���ل�ا� ,��ت�+�ROJا��C�رج�
��
��

��:�نتيجة�-���2
��
��
��
��
��
��
��

����������
��
��
��
��
��

	1E�-�	د��A 

	1E�-�	د��ΩΩΩΩ 
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��

��طرائق

��

���������3تمرين�محلول�

��مي�قطعة�نقود�متوازنة�ثلاث�مرات�متتالية����������������������������نر
���نرمز�للظهر)في�أي�ترتيب�كان�(�."��على�ظهرين�و�وجه�الحصول�:"���Aنعتبر�الحادثة�

 �Fو�للوجه�بالرمز��Pبالرمز�

��.أنشئ�مخططا�يوضح�كل�الحالات� -1
���. Aاستنتج�احتمال�الحادثة�  -����2

   

��:حــل
���Aإمكانيات�ملائمة�للحادثة��3إمكانيات�منها�8هناك�-�-�1

��FPP�–�PFP�-�PPFو�هي��������
��
��Aحتمال�فإن�احتمال�الحادثة�وية�الاا�أن�التجربة�متسا�بم-�2

����������������    ��
3أي�:�������������������������������������هو�

P(A)
8

=��

������������

�����4تمرين�محلول�
		ع		آ1.�ت	��KرJG?$3�3	�8�	ا 6'ا �	.		@	$1Iق	��-(�	�-�	ا H�8	5	إ �	1	آ1.�ت	���*1	��	5		G.'ي	E-�وق	

��	$31>	ا %1.�	ا �?G'��	إ �	ا %�H	أي	���	آ�[	GN			.	[	��'G?� ا	ا %1ات	8(��G2	�6 ا	ر*�مQا	J�216 ��	�(?$		
	)��	��/�*	�8�	�SG$	3	��			)	.1,2,3,4,5	أر*�م	 �?Y	�� 1Dورة	��I86X	�VW'ذة	��	�
		)أي	��د	ا �G@ت	ا ��%-�	(		��ه'	��د	ا A'ا/[	ا ��%-�	؟	]1
��	ا 6)1]2	�$	��	،	��'G?� ا	ا %1.�	إر�3ع	دون	%� 	ا �1ّة	a4ه	�� 	ا ��%-�	ت@�G ا	د��	ه'	(	ا/['A ا	؟)		

	)				�
�
		)	أر*�م	��I86X	�-b�	�b-�	3+�	هa4	ا �1ّة	2%'ن	ا A'ا/[	ذات	:	�
[ 	�cد�G ا	إ���6ل	ه'��A	":		]*1 ا	��G2	��'G?� ا	��$�b ا	4ا %1.�".			

��:حــل
��ة�نستعمل�ملأ�الخانات�لتعداد�المخارج�الممكن -�1

��)�نملأها�بالرقم�المسحوب��1�،�2�،�3خانات�مرقمة���������3(�
�إمكانية�25اى�أن�هناك�(��2إمكانيات�للخانة���5من�اجل�كل�إمكانية�هناك��1إمكانيات�بالنسبة�للخانة������5هناك�
��.�3إمكانيات�للخانة�5هناك�25ومن�اجل�كل�إمكانية�من�بين��)���2و1للخانتين

���مخرجا�ممكنا��5××××��5××××���5و�بالتالي�هناك����
����مخرج�ممكن��3××××��4××××�5بينما�في�الحالة�الثانية�هناك��*��-�2

��...�و�هكذا)�2�،�3لا�يمكن�أن�يتكرر�في�الخانتين�1رقم�الخانة�أن�الكرية�المسحوبة�لا�ترجع�أي���������(��
����3و�لكل�إمكانية��1إمكانيات�للخانة��4فيبقى�إذن�2انة��في�الخ�4يناسب�وضع�الرقم�Aالمخرج�الذي�يحقق�الحادثة�����*�

���.�������3إمكانيات�للخانة�

12و�منه�����4××××��3هو�����������Aأي��عدد�الحالات�الملائمة�للحادثة� 1
P(A)

60 5
= =��

	�cد�G8 	��/
 ��Aد	ا �G@ت	ا �

 ا ��%-���د	ا �G@ت	

	�$�V1 �$�V	2	 	�$�V3 

 

1 5 3 

4 2 

	��ا 1�
 اQو �

��	ا �1
��ا $�b 	��ا 1�

  b �b�ا

P

F

P

F

P

F

P

F

P

F

P

F

F

P



 374

		��2ر.;
				6 	�%ΩΩΩΩ	��6�$�1	هa4	ا -e/�6	أ��اد(		�)�'��	ا -e/�6	ا ��%-�	 6)�1�	�0'ا/�A�A�	ا	�	(��{ }1 2 3 nf = e ,e ,e , .....,e		

	�%� Pا			�8�	��6@�  ΩΩΩΩ	g�1 ��	g�1$	،ipحتمال��للاi ip = P(e )��

∑�حيث�Eحتمال�هو�العدد�الا�قانون�أمل�����
n

i i
i=1

E = e p��

�حيث�Vحتمال�هو�العدد��قانون�الاتباين�����
n

i 1=

∑ 2
i iV = (e - E) p��

σحتمال�هو�العدد��لقانون�الانحراف�المعياريالا����� = V 

14 

�
�
�	�:				1E�-�	ه�	<�i ا	]���	إذا	ا�6�1$�	أنّ	*/�Sإ�	8?8�N	�+	���?G ا	jN' ا	�b�.	��QاΩΩΩΩ	ا 6'ا12ات	و			
	]�A ا	ه�	1.�
 ip																		ا -

��

��الدرس

��

 :�خواص�الإحتمالات�-�1

 
��

��.�Pحتمال��بالاΩΩΩΩنزود�.�ربة�عشوائية�،لتج)�النتائج�الممكنة�(��المجموعة�الشاملة����ΩΩΩΩلتكن�
�0فإن�Aمن�أجل�كل�حادثة� -1 P(A) 1≤ ≤��
����- P( ) 1Ω )��Pو��= ) 0∅ =����

P(A:��كيفيتين�فإن��حادثتين�Bو�Aإذا�كانت� -���� B) P(A) P(B) P(A B)∪ = + − ∩����

A(�حادثتين�غير�متلائمتين��Bو�Aإذا�كانت� -���� B∩ = P(Aفإن���)�∅ B) P(A) P(B)∪ = +����

����- P(A) 1 P(A)= �����Aالحاثة�العكسية�للحادثة��Aحيث�−

�B)�Aجزءا�من�الحادثة�Aإذا�كانت�الحادثة� -���� B⊂�(فإن��P(A) P(B)≤����

��
����.��إلى��ي�زهرة�نرد�مكعبة�غير�مزيفة�أوجهها�مرقمة�من�عند�رم�:�مثال
			."3ا SG'ل	�8�	ر*[	���D;	 ـ	:"	B،							."						الحصول�على�رقم�زوجي:"	�Aنعتبر�الحوادث�����

�}��2,4,6�{��=A������،������}3,6�{��=B�����،�������}2,3,4,6�{��=A B∪������،�������}6�{�=�A B∩��

������������������������2 1 1 1
P(A B) P(A) P(B) P(A B)

3 2 3 6
∪ = = + − ∩ = + −��

��A�":�����1."�الحصول�على�رقم�فردي��
P(A) 1 P(A)

2
= = −�}�������1,3,5 �{��=A��

��
����
�����
��

� ���
��
��
��

�على�الشكل�����Vيمكن�كتابة�التباين�������������������������
n

i 1=

∑ 2 2
i iV = e  p - E��

��
��
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��

��طرائق

��

�����5تمرين�محلول�
��.�موضوعة�داخل�صندوق��100.000إلى��1كرية�مرقمة�من�100.000رض�أن�نف�������������������

��)للمس�الكريات�لا�يمكن�التفريق�بينها�با�.�(��xنسحب�كرية�عشوائيا�و�نسجل�رقمها�
���احتمال�الحادثتين�التاليتين�؟هو��ما-�

��A�":�x�3ليس�مضاعفا�للعدد�����������".�B�":�x�5أو�ليس�مضاعفا�للعدد��3ليس�مضاعفا�للعدد�"���

���:حــل
��في�النص�(�المخارج�متساوية�الاحتمال�فرضا�.��كرية�100.000نختار�كمجموعة�شاملة�مجموعة� -�1

��.إذن�كل�الكريات�لها�نفس�الحظ�للظهور�)��الكريات�باللمس�السحب�عشوائي�مع�عدم�التمييز�بين
���كرية���100.000من�بين��3ينبغي�تعداد�كل�الأعداد�التي�ليست�مضاعفا�للعدد�P(A)لحساب�

���."��3مضاعف�للعددA�":x  ����أي�أن��Aهي�الحادثة�العكسية�للحادثة����Aمع�P(A)ولهذا�من�الأفضل�حساب�

=�33333هو������3و�منه�عدد�مضاعفات��99999و�آخر�مضاعف�هو�3أول�مضاعف�مطلوب�هو�*�
99999

3
��

����33333و�منه�
P(A) =

100000
���P(A)و�بالتالي��� = 1- P(A)��

�2-��Bهي�الحادثة��":�xأي������."�5و�مضاعف�للعدد��3مضاعف�للعدد��������":x�15مضاعف�للعدد��".���
���)�abهو�مضاعف�لجداءهما��bو�aبينهما��نقبل�أن�كل�مضاعف�مشترك�لعددين�أوليين�فيما�����(�

=�6666هو�15عدد�مضاعفات����*�
99990

15
���6666و�بالتالي���

P(B) = 1-
100000

�3333أي�
P(B) = 1-

50000
 

��

� ���
}نعتبر�� }1,0,2,5,6,10Ω = −��

���كما�في�الجدول�Ωو�نعرف�قانون�الاحتمال�على�
 �aعين�العدد�الحقيقي�-�1

���أحسب�الأمل�لهذا�القانون-�2
��ننحراف�المعياري�لهذا�القانو�أحسب�التباين�ثم�الا-�3

��:��حــل

������������4حسب�التعريف-���1 1 1 2 4
a 1

15 15 15 15 15
+ + + + + =+ + + + + =+ + + + + =+ + + + + 1منه����و�����=

a
5

====���

��2�-��������������������������������1 1 2 4 1
( 1) 0 2 5 6 10

15 15 15 15 5
E = − × + × + × + × + × + ×

4

15
��

��������������������������������������������������������������������������������������4,13E =
62

15
≃��

��3�-������������������2 2 2 2 2 2 21 1 2 4 1
( 1) 0 2 5 6 10

15 15 15 15 5
V E= − × + × + × + × + × + × −

4

15
��

�������������������������������������������������σ = V ; 4,05�������������,      �����3686

225
V =��

 8		تمرين�محلول

10		6		5		2		0		1[		ie��

a		
4

15
��

2

15
��

1

15
��

1

15
��

4

15
��ip��
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   				ΩΩΩΩ 	���1ا	�0'ا/��.			ا �)�'��	ا �0�8�	 6)�1�	�0'ا/l6�	��?$	�8�	�+1��	�.د��	دا �	آ�	ΩΩΩΩ 

�1	�0'ا/�	l6� 	إ���6ل	ن'$�*X	�8�	�+1�� ا	ا �ا �	ه'	I	)		]�*	��'�(�X		(	�%�	m+12	�6 ا	و		
���*ix		��Iا ��د		ip(X=x )		

��

��الدرس

 :المتغير�العشوائي�
���" P=�ظهر�"�،��"�F=�وجه�"��مرات�متتابعة�و�نسجل�النتيجة�3ود�متوازنة�نرمي�قطعة�نق�:�مثال

��PPP,PPF,PFP,PFF,FPP,FPF,FFP,FFF�{��=E{�����مجموعة�المخارج�هي�
���)Pظهر�(�و�يخسر�دينارا�واحدا�كلما�ظهر��)�Fوجه�(�يربح�اللاعب�دينارا�واحدا�كلما�ظهر�:�نعتبر�اللعبة�التالية�

��
��ي�ترفق�بكل�نتيجة�الربح��التXنعتبر�الدالة�

��المناسب�لها)�أو�الخسارة�(�
��

���Eالعشوائي�المعرف�على�ر�المتغيXيسمى�
��
��
��

��
���2;.11:��
��

 :قانون�الإحتمال�لمتغير�عشوائي�
���)X=1(��نعبر�عن�هذه�الحادثة�بالكتابة�،�مثلا�."يكون�الربح�دينارا�واحدا�:"�حتمال�الحادثة�نبحث�عن�افي�المثال�السابق�

��3لكن��PFF,FFP,FPF�{��=A{��حيث�Aحقق�هذه�الحادثة�لما�تتحقق�الحادثة����تت
P(A)

8
=��

3نكتب�عندئذ��
P(X 1)

8
= =��

���Xحتمال�للمتغير�العشوائي�الجدول�التالي�يمثل�قانون�الا
��:����عموما�

���������Xمتغير�عشوائي�معرف�على��Ωنة�لتجربة�عشوائية�مجموعة�النتائج�الممك��
}�أي��Xمجموعة�قيم������������Iلتكن�� }1 2 3 nI x , x , x ,....., x=��

1نبرهن�أن��)�.�= ix�X(أي��".��ixيأخذ�القيمةX:"�حتمال�الحادثة��ا����������ipو�ليكن� 2 3 np p p ..... p 1+ + + + =��

��
���2;.12:��
��

��
���2;.13:��
��

��
��
��
 
. 

PPP 
PPF 
PFP 
FPP 
PFF 
FPF 
FFP 
FFF 

3[		
1[		
1		
3 

� 	1�l6�8 	�2��n�.1 ا	��QاX	ا ��د	ه'	E(X)o��	
n

i
i 1

p
=

∑ iE(X) = x��

� 	1�l6�8 	�.��	ه'	ا ��د	Xا 6
n

2
i

i 1

E(X)) p
=

−∑ iV(X) = (x		

� 	1�l6�8 		ري��σ(X)د		ه'	ا ��Xا@$1Gاف	ا �� = V(X)		

																					و	.�%�	آ��6�	
n

i 1=

∑ 2 2
i iV(X) = x  P - (E(X))o��					i ip = p(X = x )		

 xالربح���-3��1��1-��3

1

8
��3

8
��3

8
��1

8
��P(X x)=��
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��

��طرائق

��

�����9تمرين�محلول�
���

��.�كريات�سوداء�لا�نميز�بينها�باللمس��10كريات�حمراء�و��4كريات�بيضاء�،�3يحتوي�كيس�على�
��تُسحب�عشوائيا�كرية�من�الصندوق�فيربح�الساحب�دينارا�واحدا�إذا�كانت�الكرية�سوداء�،

��.ر�إذا�كانت�حمراء�و�عشرة�دنانير�إذا�كانت�الكرية�بيضاء��يربح�ثلاثة�دناني
���الذي�يأخذ�قيمة�الربح�المحتمل�في�اللعبةXنعرف�المتغير�العشوائي�

���Xعرف�قانون�الاحتمال�للمتغير�-�X��������������-2عين�القيم�الممكنة�للمتغير�-1
 Xالمعياري�للمتغير�نحراف��أحسب�الا-�X��������-4أحسب�الأمل�الرياضياتي�للمتغير�-3

��:حــل
��1�،�3�،�10:��الممكنة�هي��Xقيم�-�1
���17و�عدد�كل�الكريات�10عدد�الكريات�السوداء�"��سحب�كرية�سوداء�"�هي�"��X=1"�الحادثة��-�2

����10ومنه�
P(X = 1) =

17

�وي�ا)���ل����(�+�/��((��

��N?�/U�,Vا��WX27�����:
4

P(X = 3) =
17

و����
3

P(X = 10) =
17

��

��:�تجمع�النتائج�في�الجدول�التالي�
��
��

3�-����4 3 52
3 10 3,06

17 17 17
+ × + × =

10
E(X) =

17
≃���	����و	.��b	ه4ا	ا ��د	�jN'6	ا q�1	+�	ا �8

4�-����
2

2 24 3 52 3178
3 10

17 17 17 289

 
× + × + × − = 

 

2 10
V(X) = 1

17
��

3,32:������������و�7�������
17

3178
(X) = ≃σ��

��

�����10تمرين�محلول�
���12الى��1من��وجها�مرقمة�12دينارا�ثم�يرمي�زهرة�نرد�غير�مزيفة�ذات�Mعب�لايدفع�ال:�للعبة�التالية�نقترح�ا

���يحصل�اللاعب�على�ثمانية��7�،�9�،�11عب�على�دينارين�اثنين�،�إذا�ظهر�أحد�الأرقام�لا�إذا�ظهر�رقم�زوجي�يحصل�ال
��.ثلاثة�دنانير��فإنه�يحصل�على��1�،�3�،�5دنانير�أما�إذا�ظهر�أحد�الأرقام�

��)�معدوم�الأمل�الرياضياتي(��تكون�اللعبة�عادلة��حتىMعين�قيمة� -1
���؟�،�هل�المشاركة�في�هذه�اللعبة�هي�لصالح�اللاعبM = 4إذا�كان� -�2

��:��حــل
���هو�الربح�المحتمل��Xباعتبار�M�،�3-M�،�8-M-�2:�الممكنة�هي�القيم -1
��
��

��

10		3		1		iX		

3

17
		

4

17
		

10

17
		iP(X = X )		

 

8-M 3-M 2-M iX		

1

4
		

1

4
		

1

2
		iP(X = X )		

 

E(X) = 0	�-�.	3,75≈
15

M =
4

		

+8�H	4إذا	آ�ن	ا �+>	 �0�8رآ�	.�Aر		�ـ		1�	د$�$
 ��	�G8S�	ا 
�J	ا ��0رآ�

 

1   

 2 

 157 

 13
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��

��أعمال�موجهة
��
��
��

��
��

���بيضة�nتريد�بائعة�بيض�توزيع
)��n عدد�طبيعي�غير�معدوم���(��

�3تعلى�ثلاث�سلا 2 1C C و   ،	Cبالطريقة�التالية��:��
��تدير�قرصا�موزعا�الى�ثلاث�قطاعات�متساوية�المساحة�

���و�حيث�استقر�السهم��3الى�1مرقمة�من�
��في�السلة�التي�تحمل�الرقم�المناسب�فإنها�تضع�البيضة

��)�.سهم�أي�الذي�استقر�عليه�ال�(�
��

��]تُدير�القرص�من�أجل�كل�بيضة�ثم�تضعها�في�السلة�المناسبة�[�
):��فإن�BوAمن�أجل�كل�حادثتين�:�نقبل�في�هذا�التمرين�أن� ) ( ) ( )P A B P A P B∩ = ×��

���k∋∋∋∋�}� 3 , 2 , 1{�مع�."��فارغة�kCاية�توزيع�كل�البيض�تبقى�السلة�في�نه:"��للحادثة�kVنرمز�بالرمز�

�بين�أن�-1 
 
 

n

1 2 3

2
P(  V ) = P(  V ) = P(V ) =

3
���kVيرمز�لاحتمال�الحادثة�kP( V(���حيث�

1∩�ماهي�الحادثة�-2 2V Vأحسب�إحتمالها�؟���

∩�ماهي�الحاثة��-3 ∩1 2 3V V V؟�أحسب�احتمالها��.��

:�����نقبل�أن�-4

P( A � ����������	������	������
���� ���∪∪∪∪ ∪∪∪∪ ∪∪∪∪ - P( A ���
���� ���	���� � ���∪∪∪∪ ∪∪∪∪ ∪∪∪∪ ∪∪∪∪

∪�����أحسب� ∪1 2 3P(V V V )��

��."كل�سلة�تحوي�بيضة�على�الأقل��:"� �Mنعتبر�الحادثة�-5

���؟��Mالحادثة�العكسية�للحادثة�Mماهي�الحادثة�-�����

:��استنتج�أن�-�����
n

n

2 - 1
P(M) = 1 - 3

3
���الى�إلى�ما�لا�نهاية�؟ �nلما�يؤول�P(M)هي�نهاية��ما��.�

 �0,99 �أكبر�تماما�من�P(M)حتى�يكون��nعين�العدد�-�����

��)�لتعيين�حدود�المتتالية�+Ti83ل�مجدول�أو�الحاسبة�يمكن�استعما������(�       

��

		
			1						2		

					3 
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��

��أعمال�موجهة
��

��
��
��

���أن�يلتقيا�في�مكان�ما�بين�الساعة�Bو�Aإتفقا�شخصان�
���)�.H21(�والساعة�التاسعة�مساء��)�H20(�الثامنة�مساء�

��ل�هذه�الساعة�المحددة��كل�شخص�يختار�عشوائيا�وقت�مجيئه�خلا
��.و�لا�ينتظر�الآخر�أكثر�من�ربع�ساعة

��
���كي�يلتقياPفي�هذه�المسألة�نريد�حساب�الإحتمال�

�����������������������
� �

����������������
��
��
��
��
��
��
��
��
��

1[ 	�cد�G ا	mAG2	ذا�� 	1حsاF	مg86?.	ء�A 	Aو��B	.		أن	e6-6Nاnx p≤��

np:�استنتج�أن��.��Gيستلزم�تحقق�الحادثة��Bو�Aاء�اشرح�لماذا�لق .2 y≤ 

��)�هو�احتمال�التفاؤل��nyهو�إحتمال�التشاؤم��و�nxنقول�أن�(�

�2nيساوي�على�التوالي� Fبين�أن�عدد�المخارج�الملائمة�للحادثة ]3 - 2 ; ..... ; n +1 ; nعندما�يساوي��aعلى���

nالترتيب� -1 ; ..... ; 2 ; 1.���

≥أحسب�هذا�العدد�عندما�يكون� - ≤ n a 3n ���مساويا�على�التوالي��aثم�عندما�يكون�1+

�����4n ; ..... ; 3n + 3 ; 3n + 2.���

15n:�استنتج�أن� ]4 7

16n

−
=nx��

 �nبدلالة�nyبنفس�الطريقة�أحسب� .5

 .��ثم�قارن�مع�محاكاة�التجربة��pللعدد�210-إعط�قيمة�مدورة�الى�� .6

�u	�)�@	ز�-��	و	$�Gآ�	و*�6	�A$4n(?[	ا ?���	إ �		�A	و	B6�G?�	��6� �66�	��		
		:	و	��Kر�3ع		��	E-�وق	.G'ي	آ1.�ت	�1*��	آ��	.�8	

												
																																							 

)								ه-�ك	إذن		                                )
2

4n�31X�			

6��	b	و	aإذا	آ�ن	cد�G ا	1�6�$	،	���'G?�	��			ر*�
F: “ | a – b | ≤≤≤≤ n-1”   				و							 | a – b | ≤≤≤≤ n ”	“	G: 

	�%�nxو	  P(F)=و�����ny P(G)=إحتمالي�وقوعهما��		

1 2 3 4n ………. 
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��

��مسائل�محلولة

���:1مسألة�محلولة�
���:حيث�كرية�90يحتوي�صندوق�على������

� �� �� �� ��.الأحمر�،�الأسود�و�الأبيض�:��ألوان�الكريات�هي������
� �� �� �� ��.�حمراء��كرية�على�الأقل������30
� �� �� ��  �على�الأقل�60عدد�الكريات�الحمراء�و�السوداء�معا�هو������

� ��:يشارك�شخص�في�لعبتين�و�قبل�البدء�في�أية�لعبة�يخير��بين�قاعدتين��
 

��
��
��
��
 
 
 
 

��ماهي�القاعدة�المناسبة�للربح�أكثر�بالنسبة�للعبة�الأولى�؟ -1
��؟ماهي�القاعدة�المناسبة�للربح�أكثر�بالنسبة�للعبة�الثانية� -2

 

��:الحل�
���Dو�بالنسبة�للعبة�الثانية�للقاعدة�Aعموما�يختار�المشاركون�بالنسبة�للعبة�الأولى�القاعدة�

 !�مناسب�اتي�يتبين�أن�الإختيار��بتوظيف�الأمل�الرياضي

��.�لاحتمالات�سحب�كرية�حمراء�،�سوداء�و�بيضاء�على�الترتيب�P(N) , P(R) و P(B)نرمز�بالرموز�
��:ت�لدينا�حسب�المعطيا

�����������≥
1

 P(R)
3

≤��و���
2

 P(R) + P(N)
3

��P(R) + P(N) + P(B)و�� = 1 

 
 
 
 

� ���
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��

		ا �8��	اQو �
�)$' 	J?�	و	وا��ة	آ1.�	J�
		.?JG	ا 

J�
���:و	ا ���Aة	ا ��6Xرة	.q�1	ا 
آ1.�	
		N'داء

آ1.�	
��Dء�		

آ1.�	
		��1اء

		

0 DA 0 DA		
100 
DA		

ا ���Aة	
A 

0 DA 100DA		0 DA		
ا ���Aة	

B 
 

��$�b ا	��		ا �8
�)$' 	J?�	و	وا��ة	آ1.�	J�
		.?JG	ا 

J�
���:و	ا ���Aة	ا ��6Xرة	.q�1	ا 
آ1.�	
		N'داء

آ1.�	
��Dء�		

آ1.�	
		��1اء

		

100 
DA 

0 DA		100DA		
ا ���Aة	

C 
100 
DA 

100 
DA		

0 DA		
ا ���Aة	

D 
 

	���8��	اQو ��� -? 		

����,O��?1x�2و�xالمتغيرين�العشوائيين�المناسبين�����

��يبت�على�التر�Bو�Aللربح��حسب�القاعدتين���

��������������1

100
E(x ) 100 P(R)

3
= × ≥��

���������������������2E(x ) 100 P(B)= ×��

���������������P(B) 1 (P(R) P(N)= − +��

���2
P(B) 1

3
≤ ��1أي�أن�−

P(B)
3

≤��

��������2و�منه���

100
E(x )

3
≤��

		�أفضلAاختيار�القاعدة�

��$�b ا	���8 	��?- ��		

���,O��?1y�2و�yالمتغيرين�العشوائيين�المناسبين�����

��يبت�على�التر�Dو�Cللربح��حسب�القاعدتين���

����1

200
E(y ) 100(P(R) P(N))

3
= + ≥��

�������������2E(y ) 100(P(B) P(N))= +��

���1 2
P(B) P(N) 1 P(R) 1

3 3
+ = − ≤ − =��

��������2و�منه���

200
E(y )

3
≤��

��
		�أفضلDاختيار�القاعدة�
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��

��� ��مسائل�محلولة� ���

��:2مسألة�محلولة� ���
��
��يربح�فس"�وجه�"�،�فإذا�كانت�النتيجة�)�متوازنة�(�في�لعبة�يرمي�اللاعب�قطعة�نقود�غير�مزيفة���
��فسيربح���"�وجه�"��دينار�و�تنتهي�اللعبة�و�إلا�فإنه�يعيد�رمي�قطعة�النقود�مرة�أخرى�فإذا�كانت�النتيجة���2
��....�دينارا�و�تنتهي�اللعبة�و�إلا�فإنه�يعيد�رمي�قطعة�النقود��و�هكذا��22

��:نقدم�للاعب�إقتراحين� -1
 ���دينارا�����10.000.000ربح�����

��"�)وجه�"��رمية�ضرورية�للحصول�على��nدينارا�بعد�n2أي�ربح�(��المشاركة�في�اللعبة�السابقة�����
��أي�الاقتراحين�أفضل�للاعب�؟ -
��:يدفع�اللاعب�مبلغا�ماليا�و�يرمي�القطعة�النقدية�السابقة�:�نقترح�الآن�اللعبة�التالية� -2

���.عب�يربح�مثل�ما�دفع��و�إلا�خسر�ما�دفعن�اللافإ"�ظهر�"�إذا�ظهر����������
���دينارا20توقف�و�إلا�دفع�"�ظهر�"��دنانير�و�يرمي�القطعة�إذا�ظهر�10يدفع�:�يلي��يشارك�لاعب�كما

��...�دينارا�و�أعاد�اللعب�و�هكذا40توقف�عن�اللعب�و�إلا�دفع�"�ظهر�"�و�أعاد�الرمية�فإذا�ظهر�
��)عف�الدفع�و�أعاد�اللعب�إذا�ربح�توقف�عن�اللعب�و�إلا�ضا(�

���المتغير�العشوائي�الذي�يأخذ�قيمة�عدد�الرميات�اللازمة�للاعب�لضمان�الربحYليكن�
��∞+�إلى�nعندما�يئول��0يئول�إلى�P( Y = n ) �بين�أن������������������
��؟) واقعيا�/��نظريا�(�هل�الربح�أكيد�������������������

��:ل�ـالح
��:لدينا�قانون�الاحتمال�.��هو�الربح��Xباعتبار�أن�المتغير�العشوائي��E(X)نحسب�الأمل�الرياضياتي�-1

������
.....��n2��.....��42��32��22��12��X 

.....��
n

1

2
��.....��

4

1

2
��

3

1

2
��

2

1

2
��

1

2
��P(X = x)��

�����������������������������������

���������������∞1 2 3 n

1 2 3 n

1 1 1 1
E(X) = 2 × + 2 × + 2 × + ..... + 2 × = 1 +1+ 1+ ..... + 1 =  !

2 2 2 2
��

��أفضل�للاعب)�المشاركة�(���������������������������و�عليه�فالإقتراح�الثاني�

2- �
n

1
P(Y = n) = 

2
���2nيئول�الى��+∞ 

     ر�من�لأول�مرة�عندئذ�يكون�اللاعب�قد�خس"�ظهر�"��من�الرميات�يظهر�nنفرض�أنه�بعد�عدد�    � 

��:مبلغا�يساوي��)�n-1(�الرمية�الأولى�الى�الرمية�        
��������������������������n-1 2 n-110 + 20 + 40 + ..... +10× 2 = 10(1+ 2 + 2 + ..... + 2 )��

������������������������������������DA��n= 10 (2 -1)��
×�المبلغ�����nو�يكون�قد�ربح�في�الرمية� n10 ��nرا�و�هو�نفس�المبلغ�الذي�دفعه�لأجل�الرمية��دينا2

��:��رمية�يكون�الربح�����nو�بالتالي�بعد�
���������������������������������n n10× 2 -10×(2 -1)��

 �فقط�بعد�هدر�وقت�كبير�دنانير10أي����������������������������������������
��ان�الربح�لا�يمكن�الاستمرار�في�اللعب�لضم:�واقعيا�

��.���������ما�لم�يكن�بحوزة�اللعب�مبلغا�كافيا�
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��أعمال�تطبيقية
��
��
��تيار�نمزذج�أحتمالي�ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــإخ

الهدف�من�هذا�النشاط�هو�اختيار�نموذج�احتمالي�من�خلال�مقاربة�تجريبية�تعتمد�على�المحاكاة�و�مقارنة�مخططات�
��بالعلب�ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

��
�كرات�بيضاء�،�نسحب�منه�كرتين�عشوائيا�و�في�آن�واحد�و�نهتم�بظهور�اللون�الأحمر��4و�يحتوي�وعاء�على�كرة�حمراء

��أي�نموذج�إحتمالي�،�من�بين�النماذج�الثلاثة�الآتية�،�تراه�مناسبا�لهذه�التجربة�؟.�
��
��
��
��
��
��
��

��:مرحلة�البحث�الأولى� -1
��

مكانيات�لهذه�التجربة�و�ارفاق�كل�إمكانية�بعدد����أختيار�نموذج�احتمالي�مناسب�لهذه�التجربة�يعني�تعيين�مجموعة�الإ
���.�1و�0حقيقي�محصور�بين�

من�الواضح�أ،�مجموعة�الإمكانيات�تشمل�على�إمكانيتين�هما�إما�طهور�كرة�حمراء�واحدة�و�إما�عدم�ظهور�أية�كرة�حمراء�
1�[��$�ا)���ل�-�م�]>;ر�آ,ة�)�,اء�و�7��,إ��0pنرمز�بالرمز�.�pا)���ل�]>;ر�آ,ة�)�,اء�وا)�ة�إ���$�.��

�;P�� ا��ي��������)���ل�ا�ول�أي�ا��2;ذج�ا�ول�؟�4-��ا��;ز�^�ا���
�وي��U�?;ن�ا'
����c�ر���9ا��2;ذ���bا�a�?��و�ا��H��a؟هJ(�� ���D,�ا'

		
		:	�8�1�	ا J.1(6	أو	ا ��Gآ�ة	]2
		
��،�,cd�$�-ذج�;�?�R�b,����e7��2�P��/7,Nول�آ,ر?��ا���N��/V�7�/7;ا,Nا���f�<آ�ة������,ة�و�)
2O��ا��;ا+,�bk,اء��kf�

�Dbأ����Qر�آ,ة�)�,اء�،�وذ�;<g�kوي��
��10�>%�100�>%�1000����U�س��Dآ�����hi��?�I?� 9ا��;ا+,ات���M,�-�2�ت�
�V�ة���9ا��Nول�ا�����;ا��ا��U���ت�ا�ja%/�آ���ه��

��
��
��
��
��
��
��.�و�+,b<�ذ�kf�Qأحسب�الوسط�الحسابي�و�الإنحراف�المعياري�لكل�سلسلة�التواترات�)�أ

���ماهو�النموذج�الإحتمالي�الذي�يبدو�أكثر�ملاءمة�للمعطيات�المشاهدة�؟-�����
��

��.البيانية�التي�تستعمل�لهذا�الغرض�استخرج�المخططات�بالعلب�لهذه�السلاسل�بنفس�الإعدادات�لنافذة�الحاسبة�)�ب
��
��
��
��
��
��

		ا -�'ذج	اQول
@	2'�3	آ1ة	

		��1اء
آ1ة	��1اء	

		وا��ة
ie		

0,5 0,5 
ip		

�$�b ا	ا -�'ذج		
@	2'�3	آ1ة	

		��1اء
آ1ة	��1اء	

		وا��ة
ie		

0,6 0,4 
ip		

o �b ا	ا -�'ذج		
@	2'�3	آ1ة	

		��1اء
آ1ة	��1اء	

		وا��ة
ie		

0,7 0,3 
ip		

0,2 0,4 0,2 0,3 0,8 0,3 0,1 0,2 0,4 0,6 
10f��

0,44 0,37 0,36 0,50 0,37 0,37 0,44 0,47 0,39 0,42 
100f��

0,386 0,402 0,397 0,414 0,404 0,402 0,400 0,395 0,409 0,412 
1000f��

14 
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��أعمال�تطبيقية

��
��
��

��:حــل�
��
���كرات�بيضاء�،�إذن�منالمرجح�أن�عدم�ظهور�كرة�حمراء�هو�الإمكانية�الأكثر�حظا���4توجد�كرة�حمراء�واحدة�مقابل�-�1

��.حتمالات�و�هذا�يسمح�لنا�بسحب�النموذج�الأول�ذي�التوزيع�المتساوي�للإ.�����أي�الأكبرإحتمالا�
����0غير�ا،�هذا�لا�يسمح�لنا�بالفصل�في�النموذجين�الباقيين�حيث�نجد�في�كل�منهما�أن� 1p p≻	.��

��
��
��:�نلخص�الإجابة�في�الجدول�الموالي�-2
��
��
��
��
��
��
��

��:ختيار�النموذج�المناسب�االمناقشة�و�
��
�100,3لدينا�� f 0,4≺ ���،�على���1pللاحتمال��0,4و�0,3ما�يسمح�لنا�بتفضيل�أي�من�القيمتين��و�بالتالي�ليس�هنا�≻

��.فترجيح�أحد�النموذجين�الثاني�أو�الثالث�غير�ممكن�لحد�الآن�.�����حساب�الأخرى�
��
��:�مظاهر�في�نفس�الوقت�هي��3نلاحظ��
��

�في��0,028،�الى��10،�في�العينات�التي�مقاسها��0,700تذبذب�العينات�يقل�كلما�كبر�مقاسها�،�إذ�يتضاءل�المدى�من -�1
���.�100للعينات�التي�مقاسها��0,140،�مرورا�بالمدى�1000العيينات�التي�مقاسها�

��
�،�مقارنة�بالوسط�الحسابي�في��1000مع�تلك�التي�مقاسها�100تقارب�الوسط�الحسابي�في�العينات�التي�مقاسها� -�2

 �.100ت�المقاس��و�العينات�ذا10العينات�ذات�المقاس�
 
�الى�العينات�ذات�المقاس�الأكبر�10في�المقابل�نلاحظ�تضاءل�الإنحراف�المعياري�من�العينات�ذات�المقاس�الأصغر� -�3

�أي�1000
10 100 1000f f fσ σ σ≻ ≻ 

��
�تعتبر�هذه�المظاهر�،�بالإضافة�الى�كون��

1000f 0,01σ الإستقرارحول�الوسط��،�مؤشرات�على�ميول�التواترات�نحو�=

�1000fحيث�يمكن�كتابة�1000fالحسابي� 0,4≈��
��
��

��:خلاصة�
��

��.�������نستنتج�أن�النموذج�الثاني�هو�الأكبر�ملائمة�لمعطيات�التجربة�أي�هو�الذي�نتبناه�كنموذج�احتمالي�لهذه�التجربة�
��
��
��

��		��ى	ا ?8?8�		ا 'jN	ا ���?G		1G$اف	ا ����ريا@

10f 0,20σ =��
10f 0,35=��0,08 - 0,1 = 0,7 K = 10 

100f 0,05σ =��
100f 0, 413=��0,50 – 0,36 = 0,14 K = 100 

1000f 0,01σ =��
1000f 0,402=��0,414 – 0,386 = 0,028��K = 1000 

14		
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��

��أعمال�تطبيقية

��
��
��
��
��:المخططات�بالعلب�كما�هي�موضحة�في�الشاشات�الآتية�� +TI83طي�الحاسبة�البيانية�تع)��ب-�3

و�)�Loi des grand no,bres (�هذه�المخططات�تبدي�بوضوح�سلوك�التواترات�،�كما�ينص�عليه�قانون�الأعداد�الكبيرة�
��.تؤيد�في�نفس�الوقت�النتائج�التي�توصلنا�إليها�

��:��نجد�المخطط�بالعلبة�و�بعض�المؤشرات��k = 10بالنسبة�الى�السلسلة�الأولى�حيث •
��

����
��
��
��
��
��
��

��:��نجد�المخطط�بالعلبة�و�بعض�المؤشرات�k = 100بالنسبة�الى�السلسلة�الأولى�حيث� •
��
�������

��
��
��
��
��
��

��:��نجد�المخطط�بالعلبة�و�بعض�المؤشرات�k = 1000بالنسبة�الى�السلسلة�الأولى�حيث� •
��

���
��
��
��
��
��
��
��

��لسلاسل�الثلاثة�و�ذلكيمكن�مقارنة�ا*�
����بتمثيل�مخططاتها�بالعلب�على�نفس�السلم

����كما�هو�موضح�في�الشكل�المقابل�،
����ثم�مقارنة�مؤشرات�كل�سلسلة�مع�أخرى�

����حيث�نلاحظ�تقلص�الإنحراف�الربيعي�شيئا
��.��فشيئا�كلما�كبر�مقاس�العينة�ثم�ميوله�نحو�الثبات�

��بر�مقاس�العينة��بل�و�نلاحظ�أيضا�تضاؤل�المدى�كلما�ك
��.�و�هو�ما�يؤكد�خاصية�قانون�الأعداد�الكبيرة�

��
��
��
��

14		
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��أ�
	��أم�����

�� أجب�بصحيح�أم�خاطئ� 6  �إلى� ���1بالنسبة�للتمارين�من
��:معللا�إجابتك

�،�1�،�2�،�3نشكل�عدداً�من�ثلاثة�أرقام�باستعمال�الأرقام�
4�،�5���

��:����احتمال�الحصول�على
���0,48م�مختلفة�هو���عدد�بثلاثة�أرقا�1
���0,78هو�����3عدد�يشمل���2
�����0,52عدد�فردي�هو����3
�4��a،bو�cأعداد�حقيقية�من�المجال�[ �وهي�بهذا�1;0[

نرمي�زهرة�نرد�.ةالترتيب�حدود�متتابعة�من�متتالية�حسابي
��:حيث

������(1) (2)p p a= =��
������(3) (4)p p b= =��
�������(5) (6)p p c= =���

������1إذن�

6
b =��

��.عشر�مرات���نرمي�قطعة�نقدية��5

1هو�"�وجه"احتمال�الحصول�على�عشر�مرات�

1000
p =��

��:�يتضمن�خطأ�على�التمرين�التالي���إليك�جواب�تلميذ�و�6
�Eمجموعة�الأعداد�الطبيعية��n�1حيث� 30n≤ ≤���

���.�Eنختار�عشوائيا�رقم�من�
A�"�:اختيار�رقم�زوجي"��

B�"���:3اختيار�رقم�مضاعف�لـ"���
)�احسب )p A،�( )p Bو��( )p A B∪��
��:�الجواب

���أعداد�مضاعفة�10رقم�زوجي�و��15يوجد��30و�1بين�

�1،�إذن����3لـ�
( )

2
p A =،�1

( )
3

p B =،���

�5
( ) ( ) ( )

6
p A B p A p B∪ = + =���

��
��

��
��
��

��أ���������دة�ا���	�رات

��اختر�الجواب�الصحيح� 9 �إلى� ���7بالنسبة�للتمارين�من
��:من�بين�المقترحة�

�Ωمجموعة�ثلاث�حادثات�من�ال�Cو��A،�Bلتكن��7 
)حيث ) 0,3p A =،�( ) 0, 4p B =،( ) 0,7p C =��

( ) 0,2p A B∩ =،( ) 0,7p A B∪ =،

( ) 0,7p B C∪ =�،�( ) 0,2p A C∩ =��
��1�(( ) ...p B C∩ =��

)����•�(0,35�����،���)•�(0,4������،����)•�(0,5��
���2�(( ) ...p A C∪ =��

)����•�(0,8�������،���)•�(0,09������،���)•�(0,75��

���3�(( ) ...p A C∩ =��

)�����•�(0,3�������،���)•�(0,5������،��)•�(1,02��
�إلى�1مة�من��كرات�مرق5يحتوي�كيس�على��   �8
نسحب�كرة�و�نسجل�رقمها�و�نعيدها�إلى�الكيس�ثم�.5

�المتغير�Xليكن.نسحب�كرة�أخرى�و�نسجل�رقمها
��.العشوائي�المناسب�لمجموع�الرقمين�

���هو��Xالأمل�الرياضياتي�للمتغير
1�(5����،���2�(6������،��3�(7�����،����4�(5,5��
�9��a،عدد�حقيقي��Xمتغير�عشوائي�قانون�احتماله��

 :موزع�كالآتي

3��1��-2 x��

a��
1

3
��1

4
��( )P X x=��

��:��هي��aتكون�قيمة�

1�(1

2
������������2�(7

12
������������3�(5

12
 

����6إلى��1يحتوي�صندوق�على�ست�قريصات�مرقمة�من10
نسحب�من�الصندوق�قريصة،�نسجل�الرقم�الذي�تحمله�)�1

.�و�نعيدها�إلى�الصندوق�ثم�قريصة�ثانية�و�نسجل�رقمها
��.بواسطة�المخطط�عين�كل�الحالات�الممكنة�

في�هذا�السؤال�لا�نعيد�القريصة�الأولى�المسحوبة�إلى�)�2
��.وق�قبل�سحب�الثانيةالصند

��.بواسطة�مخطط�عين�كل�الحالات�الممكنة

��تمارين 14
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11���Aو�Bحادثتان�حيث��( ) 0,3p A =،����

( ) 0,7p A B∪ =،( ) 0,2p A B∩ )احسب�.= )p B.���

12�Aو�Bحادثتان�حيث��( ) 0,45p A =،����

( ) 0,37p B =�،( ) 0,82p A B∪ =��

��.�غير�متلائمتين�BوAأثبت�أن�
�،احتمال��6إلى�1وجوهها�مرقمة�من����زهرة�نرد�13

��:ظهور�الوجوه�الست�يحقق�العلاقة

�(1) (2) 2 (3) 3 (4) (5) (6)p p p p p p= = = = =��
��.�احسب�احتمال�ظهور�كل�وجه

منافسة�في��Eو��A،�B،�C،Dنظم�خمس�لاعبين�14
�لهم�نفس��CوA،�Bنفرض�أن�اللاعبين�.لعبة�الشطرنج

ال��لهما�نفس�الاحتم�EوDالاحتمال�للربح�و�اللاعبين�
�له�ثلاث�مرات�حظوظ�للربح��Aبللربح�و�أن��اللاع

��.Dبالنسبة�للاعب
��.احسب�الاحتمال�للربح�لكل�لاعب)1
��.�EأوDاحسب�الاحتمال�لربح��)�2
��.�Cأو�BأوAما�هو�احتمال�ربح�)�3
��.�لا�يربحBما�هو�احتمال�أن�)�4

���في�علبةN،I،�H،�Dتضع�الطفلة�هند�الحروف��15
��تسحب�الطفلة�عشوائيا�حرفاً�و�تضعه�في�الجدول�التالي

��������

��الأول��الثاني��الثالث��الرابع

���احسب�احتمال�أن�تكتب�الطفلة�اسمها
ما�هو�احتمال�.�ورقة��32نسحب�ورقة�من�لعبة� ��16

��:الحصول�على
��قلب�أو�شاب�؟)��������3بنت�؟)��������2عدد�فردي؟)�1
نسجل��.�1�،�2�،�3نرمي�ثلاث�قطع�نقدية�مرقمة���17

�ظهر،�1،�القطعة�PFPمثال(النتائج�على�شكل�ثلاثية�
��)�.�ظهر�3وجه�،القطعة2القطعة

��.مثل�النتائج�بمخطط�أو�شجرة)�1
��ما�هو�عدد�كل�الإمكانيات�؟)�2
مال�لماذا�كل�الإمكانيات�متساوية�الاحتمال؟�احسب�احت)�3

��.مكانيةإكل�

��
��

��
���كرات�خضراء��4كرات�بيضاء�،�3يحتوي�كيس�على��18

��.نسحب�عشوائيا�كرة�من�الكيس.�كرات�صفراء�3و��
�Ωهل�يوجد�تساوي�احتمال�إذا�كانت�مجموعة�الإمكانيات�

��:هي
1�({ }, ,B V JΩ  �هي�الكرات�العشر؟Ω)�2؟�����=

�،�وجهين�1نرمي�زهرة�نرد�حيث�وجه�واحد�مرقم����19
���.�3،�ثلاثة�وجوه�مرقمة2مرقمين

��هل�هناك�تساوي�احتمال�؟)�1
عين�مجموعة�الإمكانيات�التي�يكون�من�أجلها�تساوي�)�2

��.احتمال
�nنسمي�.�نرمي�نردين�واحد�أسود�و�الآخر�أخضر�20
��.�رقم�النرد�الأخضر�ℓالوجه�العلوي�للنرد�الأسود�و�رقم

�A�3"�:الحادثة�n ≤"�����.�B�3"�:�الحادثة≤ℓ"���
�C�3"�:الحادثة�n + <ℓ�2أو>ℓ"����

)احسب� )p A�،�( )p Bو��( )p C��

الجدول�التالي�يمثل�نتائج�امتحان�لتلاميذ�مؤسسة�ما�		21
��حسب�صفتهم�داخلي�أو�خارجي

����خارجي��داخلي
��الناجحون��212��195
��الراسبون��81��43

��نختار�تلميذا�عشوائياً�من�هذه�المؤسسة� )1
��:�ما�هو�احتمال�أن�يكون�

���راسب�؟��ـ�����خارجي�؟�ب�ـ����داخلي�و�ناجح�؟�أ�ـ
ما�هو�احتمال�أن�يكون�.�داخلياتلميذا�نختار�عشوائياً)�2

��ناجحاً؟
ما�هو�احتمال�أن�يكون�.�راسباتلميذا�نختار�عشوائياً)�3

��ياً؟خارج
�قريصات��5قريصات�بيضاء�و��3يحتوي�كيس�على�22

نسحب�قريصتين�من�الكيس�على�التوالي�بحيث�نعيد�.سوداء
��.إلى�الكيس�القريصة�المسحوبة�قبل�سحب�القريصة�الثانية

��).أو�شجرة(مثل�النتائج�بمخطط�)�1
��ما�هو�احتمال�الحصول�على�نفس�اللون�؟)�2

��تمارين 14
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كن�لا�نعيد�القريصة���أعد�نفس�التمرين�السابق�و�ل23
 .الأولى�قبل�السحب�الثاني

�كرات�منها�ثلاث�كرات�7يحتوي�صندوق�على����24
�،��1و�أربع�كرات�حمراء�مرقمة�1�،�2�،�3سوداء��مرقمة�

��نسحب�عشوائيا�كرة�من�الصندوق.�2�،�3�،�4
��:احسب�احتمال�الحوادث�التالية)�1

A":داءالكرة�المسحوبة�سو"�.B:"الكرة�المسحوبة�حمراء".��
��C"�:الكرة�المسحوبة�تحمل�رقما�فرديا�"��
�A:�احسب�احتمال�الحوادث�التالية)��2 B∩�،A C∩�،�

B C∩،�A B∪،�A C∪�،�B C∪. 

25��Aو��Bحادثتان�حيث��:( ) 0,44p A =�،�

( ) 0,63p B )و�= ) 0,52p A B∪ )احسب.= )P A B∩��

�نفرض�أنه�في�ولادة�هناك�نفس�الحظوظ�حتى�تكون�26
��.بنت�أو�ولد�

ة�باعتبار�الترتيب�في�الولادات�عين�كل�الإمكانيات�لعائل)�1
��.بثلاثة�أطفال

احسب�احتمال�أن�تكون�عائلة�بثلاث�أطفال�تتضمن�)�2
��.بنتين
����1�،�2�،�5�،�7كرات�مرقمة���4يحتوي�كيس�على�27

نسحب�كرتين�من�الكيس�على�التوالي�بحيث�نعيد�الكرة�
�رقم�الكرة�Xنضع.الأولى�إلى�الكيس�قبل�السحب�الموالي

���رقم�الكرة�الثانيةYالأولى�و�
��.�لهذه�التجربة16أعط�قائمة�الإمكانيات�)�1
��:احسب�احتمال�الأحداث�التالية)�2
�A�"�:�5X ="����������.B�"�:�3 3X Y+ ≤"�.��
�C�"�:�2X Y="��������.D�"�:�X Y+عدد�فردي��".��

�الجدول�التالي�يمثل�توزيع�عمال�حسب�وسيلة�تنقلهم�28
��إلى�عملهم�و�حسب�مكان�إقامتهم

����حافلة��سيارة��مشيا�على�الأقدام

��مدينةال��20��34��23

��القرية��5��18��56

��:ما�هو�احتمال�أن�يكون.نختار�عامل�من�هذه�المؤسسة�
��يلتحق�بمكان�عمله�مشياً�على�الأقدام؟يسكن�في�المدينة�و)�1

��
��
��
��يسكن�في�القرية�؟)�2
��يذهب�بالسيارة�ى؟)�3
ما�هو�احتمال�أن�يلتحق�.نختار�عاملاً�يسكن�في�المدينة)�4

��ماشيا�عللا�الأقدام؟
�تلميذاً�في�نادي��14تلميذاً�يوجد��45به��في�قسم29

�تلاميذ�في�كلا��5تلاميذ�في�نادي�الرسم�و�10الموسيقى�و
احسب�احتمال�.نختار�عشوائياً�تلميذاً�من�هذا�القسم�.الناديين

��من�نادي�الموسيقى�؟)�1:��أن�يكون�هذا�التلميذ�
��من�الناديين؟)�2
�يكون�من�ما�هو�احتمال�أن.نختار�تلميذاً�من�نادي�الرسم)�3

��نادي�الموسيقى؟
�Pنسمي�.�نرمي�قطعة�نقدية�مزيفة�مرة�واحدة�30 

الحصول�"��الحادث�Fو"�الحصول�على�ظهر�"�الحادث�
��".على�وجه

علما�أن�احتمال�الحصول�على�ظهر�هو�)�1
1

( )
3

p P )،احسب= )p F =.��

��نرمي�هذه�القطعة�ثلاث�مرات)�2
ضع�مخططاً��توضح�فيه�جميع�الحالات�الممكنة�لهذه�)��أ

��.التجربة
��؟"�وجه"��الحصول�على�-:ما�هو�احتمال�)�ب

��؟�"�مرتين�وجه�"�الحصول�على�-�������������������
��A،B،O،ABينقسم�دم�الإنسان�إلى�أربع�فصيلات��31

�Rhوإلى�نوعين�
+

�Rhو�
−.��

0:�فصيلات�الدم�موزعة�كالآتيPفي�مجتمع�
0: 20A������،�

0
0: 25B����،�0

0: 45O����،�0
0:10AB��

�Rو�توزيع� hésusيكون�كالآتي�:��

AB��O��B��A����
0

090��0
083��0

085��0
080��Rh

+

��
0

010��0
017��0

015��0
020��Rh

−��
��احسب�الاحتمال�حتى�يكون�.��Pنختار�عشوائيا�شخصا�من

Oمن�فصيلة)����1
��.Bمن�فصيلة�)��2.���������+

Rhمن�)����3
Rhمن�)�4.���������������−

+

��.�Oو�
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في�حقيبة�السفر�لأحمد�يوجد�سروالان�واحد�أبيض�� 32
والآخر�أسود�،�معطفان�واحد�أبيض�والآخر�أسود�وثلاثة�

أخذ�أحمد�بطريقة�.أقمصة�،�اثنان�بيضاوان�والآخرأسود
��.عشوائية�سروالاً�و�معطفاً�و�قميصاً

�كل�الإمكانيات�التي�تسمح�لأحمد�بواسطة�شجرة�عين)�1
��.بارتداء��سروال�و�معطف�و�قميص

��"�لباس�أحمد�أسود:"��الحادثةAلتكن)�2

�1بين�أن�-�
( )

12
P A =��

��احسب�احتمال�أن�يكون�أحمد�مرتديا�سروالا�ومعطفا)�3
��.����من�لونين�مختلفين

حمد�مرتديا�قميصا�أسودا�و�لا�احسب�احتمال�ألا�يكون�أ�)4
��.معطفا�أبيضا

��:�في�شركة�تأمين�عقود�المسجلين�موزعة�كالآتي33
0

���مسجلين�على�الأقل�في�تأمين�السيارات072
0

���مسجلين�على�الأقل�في�تأمين�السكن054
0

��.ي�التأمين�على�الحياة�مسجلين�على�الأقل�ف030
0

��.�مسجلين�في�التأمينات�الثلاث07
0

��.�مسجلين�تأمين�السكن�و�السيارات�فقط025
0

��.�مسجلين�تأمين�السيارات�فقط�031
0

��.�مسجلين�تأمين�السكن��فقط014
��.�هذه�الوضعية�بمخططمثل)�1
ترسل�الشركة�مراسلة�عن�طريق�البريد�لأحد�زبائنها�)�2

��:مختار�عشوائيا،�نضع
A�"المؤمن�مسجل�في�تأمين�السيارات��"��
H�"المؤمن�مسجل�في�تأمين�السكن��"��
V�"التأمين�على�الحياة�المؤمن�مسجل�في��"��
A:��احسب�احتمال�الأحداث�التالية-��أ V∩،��A H∪�،�

A H∪،��A V H∩ ∩�،A H∪�،�A V∪��
��:�على�الأحداث�التالية�VوA،�Hعبر�بدلالة�)�2

E�"المؤمن�مسجل�في�التأمين�عن�السيارات�والسكن��
��".وغير�مسجل�في�التأمين�عن�الحياة�

F�"ين�عن�السيارات�المؤمن�مسجل�فقط�في�التأم�."��
G"المؤمن�مسجل�في�التأمين�عن�السيارات�والسكن�فقط�."��
��230،�يوجد��720في�ثانوية��يبلغ�تعداد�تلاميذها��34

نختار�.�تلميذة�قاصرا�51راشداً�،�و�49تلميذاً�ذكرا�منهم�
 :احسب�احتمال�أن�يكون�هذا�التلميذ.�تلميذاً�بطريقة�عشوائية

��
��
��

��.بنتا�أو�ولدا�راشدا)��3.��تلميذاً�قاصراً)�2بنتاً���)�1
�حبة�حلوى�و�هي�إما�مربعة�الشكل��50علبة�تتضمن�35

��.أو�دائرية�الشكل�و�إما�بالشكولاطة�أو�المربى
0

�مربعة�الشكل��10بالشكولاطة�و�من�بينها�030
0و

��.�من�كل�الحلوى�هي�دائرية�الشكل060
��:ئ�الجدول�التاليأمل)�1

����دائرية�الشكل��مربعة�الشكل��المجموع
��بالشكولاطة������
��بالمربى������
��المجموع������

احسب�.يختار�طفل�عشوائياً�حبة�حلوى�من�العلبة)�2
��:احتمال�الأحداث�التالية

��A�"يختار�حبة�حلوى�مربعة�الشكل��"��
��B�"تار�حبة�حلوى�بالمربى�يخ�"��
��C�"يختار�حبة�حلوى�مربعة�الشكل�و�بالمربى��"��

D�"يختار�حبة�حلوى�مربعة�الشكل�أو�بالمربى��"��
��.اختار�الطفل�حبة�حلوى�مربعة�الشكل�)�3

��.احسب�احتمال�أن�تكون�بالشكولاطة
نسحب�.�A،�M،�H،�Tنضع�في�كيس�الحروف�36

��الحروف�الأربعة�على�التوالي�و�نضعها�في�الجدول�التالي
��������

��1الحرف��2الحرف��3الحرف��4الحرف
���".MATH"�احسب�احتمال�الحصول�على�الكلمة�

�في�كل�مرحلة��Bإلى�النقطةAنملة�من�نقطة��تسير�37
��تتحرك�بمربع�على�اليمين�

��مثال�(أو�بمربع�نحو�الأعلى�
��الإمكانية��يمين�،�أعلى�،�يمين�،

��نمثلها)��أعلى�،�يمين�،�يمين
)�بـ ), , , , ,i j i j i i

� � � � � �
.���

���.�Bالإمكانيات�للوصول�إلى�بواسطة�مخطط�عين�كل)�1
������ما�هو�عدد�كل�الإمكانيات�؟

���.Cاحسب�الاحتمال�حتى�تمر�النملة�بالنقطة)�2
،�1DA،�ثلاث�قطع�ذات��27DAفي�جيب�سليمة�38

�و�قطعة�واحدة��2DA،�قطعتين�ذات�5DAقطعتين�ذات�
��.10DAذات

��.تأخذ�سليمة�من�جيبها�عشوائياً�قطعتين
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��.بواسطة�جدول�عين�كل�الحالات�الممكنة)�1
��:احسب�الاحتمال�حتى�تأخذ�)�2

 �5DAعلى�الأقل•.�������10DAعلى�الأقل�•

����سؤالان�مطروحان�في�استفتاء�على�الناخب�أن�يختار39
نتائج�الاستفتاء�موزعة�.لكلا�السؤالين"�لا"أو�"�نعم"�الجواب�

0:��كالآتي
��.ن�السؤال�الأولع"�نعم"�أجابوا�065

0
��.عن�السؤال�الثاني"�نعم"�أجابوا�051

0
��.عن�السؤالين�الأول�و�الثاني"�نعم"�أجابوا�046

احسب�احتمال�أن�يكون�هذا�الناخب�.نختار�عشوائياً�ناخباً
��.عن�كلا�السؤالين"�لا"أجاب�بـ�

يز�بين�الأشخاص�الذين�نم.��عاملا�600ًمؤسسة�تضم��40
والأشخاص�الذين�يضعون�ربطة��"�L"يضعون�نظارات�

��.��شخصاً�لا�يضعون�نظارة�ولا�ربطة�عنقC�."150"عنق
��.نختار�عشوائياً�شخصاً�من�المؤسسة

L"احسب�احتمال�الحادثة�)�1 C∪ .�"��

)علماً�أن�)�2 ) 0,5P L )�و�= ) 0,4P C ،احسب�=

��.ل�أن�نختار�شخصاً�يضع�نظارة�و�ربطة�عنقاحتما
��50إلى��1كرة�مرقمة�من�50يحتوي�كيس�على���41

��:لتكن�الأحداث.�نختار�عشوائياً�كرة�من�الكيس.

A�":30رقم�الكرة�المسحوبة�أصغر�أو�يساوي"���

B�":رقم�الكرة�المسحوبة�أكبر�أو�يساوي�n)�"�n عدد��
]طبيعي��من�المجال ]1;30(��

)احسب�)�1 )P A B∪.ما�ذا�يمكن�أن�تقول�عن�الحادثة��

A B∪؟���
)علماً�أن�)�2 ) 0,15P A B∩ ،�استنتج�قيمة�العدد�=

��nالطبيعي�
42��Xه�موزع�كالآتي،�متغير�عشوائي�قانون�احتمال:��

7��4��3��2-��5-��X��
0,2��0,15��0,1��0,35��0,2��( )P X x=��

��.Xاحسب�الأمل�الرياضياتي�لـ)�1
��.Xعين�تباين�)�2

43���Xن�احتماله�موزع�كالآتي،متغير�عشوائي�قانو:��
��

��
��
��

4��3��2��1��0��1-��X��
1

3
��α��α��

1

10
��

1

6
��

1

8
��( )P X x=��

��.αعين�قيمة�العدد�)�1
)احسب�)�2 )E Xالأمل�الرياضياتي�لـX.��
)احسب�)�3 )V Xانحراف�لـ�Xو��( )Xσتباين�X.��
��متغير�عشوائي�يأخذ�القيم���Xليكن��44

�����9و�3�،�4�،�7،�-���������8
):�نضع� )1 8u P X= = −�،��( )2 3u P X= =��

( )3 4u P X= =،( )4 7u P X= )�و= )5 9u P X= =���

�هي�حدود�متتابعة�من��5uو�1u،2u،�3u،�4uعلماً�أن�)�1

1متتالية�هندسية�أساسها

2
��.�X،عين�قانون�احتمال�

��.Xاحسب�الأمل�الرياضياتي�للمتغير)�2
��.Xعين�تباين�المتغير)�3

�صندوق�يحتوي�على�كرة�حمراء،�كرتين�بيضاوين�و��45
نسحب�عشوائياً�كرتين�على�.�ثلاث�كرات�سوداء

�المتغير�العشوائي�الذي�يرفق�بكل�سحب�Xليكن.التوالي
��.عدد�الكرات�البيضاء�المسحوبة

��.Xعين�قانون�احتمال�المتغير)�1
��.Xاحسب�الأمل�الرياضياتي�للمتغير�)2
��.�Xتباين�المتغيراحسب)�3

����2�،�3�،�6قريصات�مرقمة�من�4ى�يحتوي�كيس�عل�   46
نسحب�عشوائيا�قريصة�ثم�نعيدها�إلى�الكيس�ثم���.�9و

��المتغير�العشوائي�الذيXنسحب�قريصة�أخرى�ليكن�
��.يرفق�بكل�سحب�جداء�الرقمين�المسحوبين�

��:�املأ�الجدول�التالي)�1

9��6��3��2��
��القريصة�الأولى

��ة�الثانيةالقريص��������������

��������2��

��������3��

��������6��

��������9��
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):�احسب�الاحتمالات�التالية)�1 )12P X =�،�

( )36P X =،( )9P X )�و> )27P X ≥.��

���.Xعين�قانون�احتمال�المتغير)�2
��Xناحسب�تباي)�3

�كرات�بيضاء�،�كرتين�صفراوين��3يحتوي�كيس�على�47
��).بدون�إرجاع(نسحب�كرتين�على�التوالي�.وكرتين�حمراوين

Xالمتغير�العشوائي�الذي�يرفق�بكل�سحب�عدد�الكرات�
العشوائي�الذي�يرفق�بكل��المتغير�Yالبيضاء�المسحوبة�و�

��.سحب�عدد�الكرات�الصفراء�المسحوبة
��.Xعين�القيم�الممكنة�لـ�)�1
��.Xعين�قانون�احتمال�المتغير)�2
��.Xاحسب�الأمل�الرياضياتي�والتباين�للمتغير)�3
��.�Yالسابقة�بالنسبة�للمتغير�أجب�عن�نفس�الأسئلة)�4
�ZحيثZنعتبر�المتغير�العشوائي)�5 X Y= �،�وليكن�+

Nالمتغير�العشوائي�الذي�يرفق�بكل�سحب�عدد�الكرات�
��.الحمراء�المسحوبة

 �.�Zاستنتج�قانون�احتمال•.��Nبدلالة��Zعبر�عن�•

)�احسب• )E Zـالأمل�الرياضياتي��Zو�( )Zσتباين�Z. 

�ــ������
،�1نضع�في�كيس�ثلاث�قريصات�تحمل�الرقم������48

��.�3وقريصة�واحدة�تحمل�الرقم2قريصتين�تحملان�الرقمين
���:�1الجزء

،�)بدون�إرجاع(نسحب�عشوائياً�قريصتين�على�التوالي�
الذي��المتغير�العشوائي�X،�مجموعة�الإمكانياتΩنضع

��.يرفق�بكل�سحب�مجموع�رقمي�القريصتين�المسحوبتين
���.Ωعين�بواسطة�مخطط�عدد�عناصر�المجموعة)�1
��؟Xما�هي�القيم�الممكنة�لـ�)�2
��.Xحتمالعين�قانون�ا)�3
��.Xاحسب�الأمل�الرياضياتي�و�التباين�للمتغير)�4
نسحب�عشوائياً�قريصتين�على�التوالي�حيث���:2الجزء�

نعيد�القريصة�المسحوبة�إلى�الكيس�قبل�السحب�الموالي�
المتغير�العشوائي��Yت�و�مجموعة�كل�الإمكانياΩ'لتكن�.

��الذي�يرفق�بكل�سحب

��
��

���.مجموع�رقمي�القريصتين�المسحوبتين
���.Ω'عين�بواسطة�مخطط�عناصر)�1
��؟Yما�هي�القيم�الممكنة�لـ�)�2
��.Yعين�قانون�احتمال)�3
��.Yاحسب�الأمل�الرياضياتي�والتباين�للمتغير)�4
)عين�)�5 )1P Y ≤.��

��:3الجزء
��.الإمكانيات �مجموعة�كلΩ''نسحب�قريصتين�في�آن�واحد،

Zجموع�رقمي�الذي�يرفق�بكل�سحب�مالمتغير�العشوائي��
��.القريصتين�المسحوبتين

���.Ω''عين�بواسطة�مخطط�عناصر)�1
��؟Zما�هي�القيم�الممكنة�لـ�)�2
��.Zعين�قانون�احتمال)�3
��.Zاحسب�الأمل�الرياضياتي�و�التباين�للمتغير)�4

7عين�)�5

2
P Z
 

≥ 
 

.��

المتغير�X،�99و1نختار�عشوائيا�عددا�محصورا�بين��49
��.العشوائي�الذي�يرفق�بكل�اختيار�مجموع�رقمي�العدد

��:أملأ�الجدول�التالي)�1

9��8��7��6��5��4��3��2��1��0��
الآحاد����

��العشرات

��������������������0��
��������������������1��
��������������������2��
��������������������3��
��������������������4��
��������������������5��
��������������������6��
��������������������7��
��������������������8��
��������������������9��

��.Xعين�قانون�احتمال)��2
)استنتج�)��3 )5P X ≥.��
5Xإذا�كان�:�يلعب�عمر�اللعبة�التالية)��4 ��بح�نقطة��ير≤

���5Xو�إذا�كان�� ��.�نقط�4يخسر�>
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Yالمتغير�العشوائي�المناسب�لربح�عمر���.��
��.Yعين�قانون�احتمال�المتغير�العشوائي�

)احسب)�5 )E Yو��( )Yσ.هل�اللعبة�عادلة؟ 

ليكن��.�60و���0نختار�عشوائيا�عددا�محصورا�بين�50
Xالمتغير�العشوائي�المناسب�لرقم�الآحاد�و��Yالمتغير��

��.العشوائي�المناسب�لرقم�العشرات
��.�YوXعين�قانون�احتمال�)��1
)احسب�)�2 )P X Y=.���

)احسب�)�3 )17P XY >.��

)احسب�)�4 )2 13P X Y+ =.��
خمس�كريات�زرقاء�:�كريات�����8صندوق�يحتوي�على51

،��1�،2وثلاث�كريات�حمراء�مرقمة�1�،2�،3�،4�،5مرقمة�
ريتين�بدون�إرجاع�حيث�لا�نرجع�نسحب�على�التوالي�ك��.3

�المتغير�العشوائي�Sليكن�.الكرية�الأولى�إلى�الصندوق
��.الذي�يرفق�بكل�سحب�اكبر�الأرقام�المسجلة�عند�السحب

��.Sعين�قانون�احتمال�المتغير�العشوائي�)�1
�المعياري�للمتغير�احسب�الأمل�الرياضياتي�و�الانحراف)�2

��.Sالعشوائي�
)متجانسالمستوي�منسوب�إلى�معلم�متعامد�و�52 ); ,O i j

� �
.�

)نعتبر�النقط� )0;1A،�( )1;0Bو( )1;0C −.��
�على��δو�β،�1بالمعاملات��CوA،�Bنرفق�النقط�

ملة��مرجح�الجG).�عددان�حقيقيان�δوβ(الترتيب
)المثقلة ) ( ) ( ){ },1 ; , ; ,A B Cβ δ)�.......�1(��

��.�Gوجود�النقطة��δوβناقش�حسب�قيم�)�1
��.��Gعين�إحداثيتي�-�����
��:ي�وجوهها�مرقمة�كما�يل�مرتيننرمي�زهرة�نرد)�2
دد�المحصل�عليه�الع�βونسمي�1�،�2�،�3،�-��1،-��2،�-�3

��.�العدد�المحصل�عليه�في�الرمية�الثانيةδ،في�الرمية�الأولى
)�1(احسب�الاحتمال�حتى�يكون�مرجح�الجملة� •

 �.1نقطة�ترتيبها

)�1(�احسب�الاحتمال�حتى�يكون�مرجح�الجملة� •
 �.0طة�فاصلتها�نق

ينتمي�)�1(احسب�الاحتمال�حتى�يكون�مرجح�الجملة�
��.إلى�المنصف�الأول

 

 
 
 

 

�.�ملون�بالأزرق��3cmليكن�مكعب�طول�حرفه��53
���1cmمكعبا�طول�حرفه�27نقسمه�موازيا�للوحدة�إلى�

��
��
��
��
��
��
���

��.�و�نسحب�عشوائيا�مكعبا�في�كيس�27نضع�المكعبات�الـ
���نعتبر�المتغير�العشوائي�الذي�يرفق�بكل�سحب�عدد�الوجوه�

��.��الملونة
���.Xعين�قانون�احتمال�المتغير)�1
��.Xاحسب�الأمل�الرياضياتي�للمتغير�)�2
��في�امتحان�يجيب�تلميذ�على�أسئلة�متعددة���54

تيارات�يشمل�ثلاثة�أسئلة�و�لكل�سؤال�توجد�ثلاثة�الاخ
��.أجوبة�مقترحة�من�بينها�يوجد�جواب�واحد�صحيح�فقط

و�لكل�جواب�+�1لكل�جواب�صحيح�يحصل�التلميذ�على�

1خاطئ�يحصل�على�

2
���و�في�حالة�عدم�الإجابة�يحصل−

��.التلميذ�يجيب�عشوائيا�على�الأسئلة�الثلاثة�.��0على�
��.مثل�كل�المخارج��الممكنة�بواسطة�مخطط)�1

���سالباXًإذا�كان.�مجموع�النقط�المحصل�عليهاXليكن
��.�0يحصل�التلميذ�على�

��Xعين�القيم�الممكنة�لـ�)�2
��.Xاحسب�الأمل�الرياضياتي�للمتغير�)�3
�تلميذ�يجهلونه�و�أجابوا�كلهم�650ي�الموضوع�لـأعط)�4

���ما�هو�المعدل�المنتظر�؟-����.عشوائياً
������0�،�1�،�2يحتوي�كيس�على�ثلاث�كرات�مرقمة��55

�رقم�الكرة�xنسجل�.نسحب�عشوائيا�كرة�من�الكيس�
نسجل�إلى�الكيس�،�ثم�نسحب�كرة�ثانية�ونعيدها�المسحوبة�و

)لكل�سحب�لكرتين�نرفق�النقطة.yارقمه ; )M x yمن��

)المستوي�المنسوب�إلى�معلم�متعامد�و�متجانس ); ,O i j
� �

��
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)نسمي )Dالقرص�الذي�مركزه�O�1,7و�نصف�قطره�.���
��.�النقطة�المناسبة�لمختلف�السحباتعين)�1
��:احسب�احتمال�الحوادث�التالية)�2

A�"�:�Mتنتمي�إلى�محور�الفواصل��"��
B�"�:Mتنتمي�إلى�الدائرة�التي�مركزها��Oنصف��و

���"�.1قطرها
3�(Xالمتغير�العشوائي�الذي�يرفق�بكل�سحب�العدد����

���2 2x y+.��
 �.Xعين�قانون�احتمال •

 .Xاحسب�الأمل�الرياضياتي�للمتغير •

)إلى�Mتمي�النقطةأثبت�أن�احتمال�أن�تن • )D4هو

9
.��

�عدد�طبيعي�أكبر�من� n(�قريصة���nيحتوي�كيس�على�56
��.الباقي�حمراء��قريصات�بيضاء�و7،�منها�)�7ساوي�أو�ي

��).بدون�إرجاع(��نسحب�قريصتين�على�التوالي�
���.n = 10:�سؤال�أننفرض�في�هذا�ال)�1

��:�احسب�احتمال�الحوادث�التالية
A�"�:القريصة�الأولى�بيضاء�و�الثانية�حمراء��."��
B�"�:قريصة�بيضاء�و�قريصة�حمراء�."��
C�"�:القريصتان��بيضاوان�.�"��
D�"�:القريصتان��من�نفس�اللون�.�"��
�عدد�طبيعي�كيفي�أكبر�من�أو�يساوي�nفي�هذا�السؤال�)�2
8.�

n
Pاحتمال�أن�تكون�القريصتان�المسحوبتان�من�لونين��

��.مختلفين

أثبت�أن� -�
2

14( 7)
n

n
P

n n

−
=

−
� 

�الذي�يكون�من�أجله�لـ�nعين�العدد�الطبيعي�-�
nPقيمة��

حدية�عظمى�؟�عين�قيمة�
n

Pالمناسبة�.��

نسمي��.�6إلى��1زهرة�نرد�مزيفة�وجوهها�مرقمة�من�57

i
pاحتمال�الحصول�على�الوجه�الذي�يحمل�الرقم��i.��

1:�يعطى 5p p=�،�3 12p p=�،�5 62p p=�،�

2 0,15p 4و���= 32p p=�.��

��

��
 
 

نرمي�الزهرة�مرة�واحدة�و�نهتم�بالرقم�الذي�يظهر�على�
��.الوجه�العلوي

1بين�أن�)�1 0,1p =.���

���.�3p�،4p�،�5p�،�6pجت�استن-�����

��:عين�احتمال�الحوادث�التالية)�2
�A�"�:النتيجة�تظهر�رقم�فردي�."��
�B��"�:3رقماً�أصغر�أو�يساويالنتيجة�تظهر�."���
�C��"�:�5أو�2النتيجة�تظهر�الرقم�."���
�D�"�:�A C∩.�"���
��E�"�:�A C∪.�"���
�F"�:�A�"���
�الذي�يرمي�النرد�يربح�باللاع:�نعرف�لعبة�كما�يلي)��3

40DA�10،�يخسر��4إذا�ظهر�الرقم�DAإذا�ظهر�رقم�
���.�6أو�الرقم��2إذا�ظهر�الرقم�100DAفردي�و�يخسر�

Xهو�المتغير�العشوائي�الذي�يعطي�الربح�أو�الخسارة�.��
�-�أ ���.Xعين�القيم�التي�يأخذها�المتغير�

 .Xعين�قانون�احتمال�المتغير�-��ب

���.�Xاحسب�الأمل�الرياضياتي�للمتغير-جـ
أمل�(ة�للعبة�عادلة�؟��ما�هي�قيمة�الربح�المناسب-د

��)رياضياتي�معدوم
)�نعتبر�الجملة�58 )Sللمعادلتين�الخطيتين�ذات�المجهولين���

����xو�y�:�
3x y

ax by c

− =


− =
��

�،�نرمي�ثلاث�مرات�زهرة�نرد��cو��a�،�bلتعيين�
�aالرقم�الظاهر�الأول�يعطي��.�6إلى�1وجوهها�مرقمة�من�

��.�cو�الثالث�يعطي�b،�الثاني�يعطي
ال�الحادثة�و�أعط�النتيجة�على�في�كل�حالة�،�احسب�احتم

��.كل�كسر�غير�قابل�للاختزال
)الجملة:�"�A)����أ )Sتقبل�مجموعة�غير�منتهية�من��

��"�الحلول�
)الجملة:�"�B)���ب )S�ًلا�تقبل�حلولا."��
)الجملة:�"�C)��ـ )S�ًتقبل�حلاً�واحدا�."��
)الجملة�:�"�D)���د )Sحلاً�لها�(0;3)�تقبل�الثنائية."��
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