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Introduction

Ce cours de mécanique rationnelle est destiné aux étudiants du semestre 3 des sciences
techniques du systtme LMD et ce dans le cadre du module Physique 4. Il contient des

chapitres de cours et des exercices résolus a la fin de chaque chapitre.

Le premier chapitre est consacré a 1’étude de la statique en utilisant les torseurs d’actions
mécaniques. 1l décrit les opérations sur les torseurs, les propriétés principales et les torseurs
particuliers. 1l définit la notion de systémes statiquement équivalents et donne un nouvel

énoncé au principe fondamental de la statique.

Le deuxiéme chapitre est consacré a 1’étude de la cinématique du solide dans I’espace. 11
donne les principales relations de la cinématique du solide (vitesses et accélérations) et traite
la composition du mouvement. |l décrit les caractéristiques des mouvements plans et les
parametres utilisés dans 1’espace (angles d’Euler). Il définit, la dérivée d’un vecteur dans
différents repéres, les notions d’équiprojectvité, le centre instantané de rotation et le torseur

cinématique.

Le troisiéme chapitre est consacré a 1’étude de la cinétique. Il définit les notions de quantité de
mouvement, de moment cinétique, d’énergie cinétique et énonce les théoremes
correspondants. Il donne les éléments concernant le calcul du centre de gravité et des matrices
d’inertie et énonce le principe fondamental de la dynamique.

En fin, le dernier chapitre est consacré a 1’étude du principe des travaux virtuels et aux
équations de Lagrange. Il definit la notion du déplacement virtuel compatible avec une liaison
et le travail virtuel associé. Il donne les différents types de liaison, énonce le principe des

travaux virtuels et établit les équations de Lagrange.
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STATIQUE PAR LES TORSEURS

Objectifs

- Définir la notion de systemes statiqguement équivalents et la notion de torseurs
d’action mécaniques.

- Donner la méthode permettant d’écrire un torseur en différents points.

- Décrire les opérations sur les torseurs, les propriétés principales et les torseurs
particuliers : glisseur, torseur couple et torseur nul.

- Donner un nouvel énoncé au principe fondamental de la statique.

Les torseurs sont des outils de modélisation analogues aux vecteurs, utilisés pour représenter
des actions mécaniques, des vitesses et diverses autres grandeurs. Dans ce chapitre, nous nous
limiterons a 1’étude des torseurs d’actions mécaniques (ou systéme force-couple), les

propriétés abordées pourront étre généralisées aux autres torseurs.

| - Systémes de forces statiguement équivalents

Cette notion est paticulierement utile pour comprendre les torseurs.

1. Définition
Deux systemes de forces sont statiquement équivalents s’ils ont méme somme vectorielle et

méme moment résultant en tout point.

Propriéetés : dans tout probleme de statique, un systéme de forces pourra toujours étre
remplacé par un autre systeme de forces qui lui est statiguement équivalent : les systemes sont
interchangeables. Autrement dit, 1’utilisation de 1’'un ou de I’autre systéme ne modifie ni les

équilibres, ni les mouvements, ni les résultats obtenus.



2. Exemples

Exemple 1 : une force F appliguée en un point O et ses composantes au méme point sont des

systemes statiqguement équivalents.
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Exemple 2: un couple C est statiquement équivalent a deux forces F et —F égales et

opposées, distantes de d (C=Fd). Une infinité de solution sont possibles.
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Exemple 3 : une force F peut étre remplacée en n’importe quel point A par un systeme force

(F) plus couple M 4 qui lui est statiquement équivalent.

Exemple 4: tout systtme de n forces (Fl,fz,...,ﬁn) dans 1’espace est statiquement
équivalent (autrement dit peut se réduire) en tout point A a un systéme force Ky plus un couple

Mytelque: S =F, + Fp+ . +Fy et M, = ﬁA(ﬁﬂ +ﬁA(F2) + ot M)A(Fn)

R

FZ M‘F FZ‘ D

= = §§=F1+FZ+...
MF, Y

WF, Y .
Fs My= Mg (F7) + Mg (R + ..




Remarque : il suffit de répéter n fois le raisonnement de 1’exemple 3, puis de faire les sommes

vectorielles respectives.

Il - Définitions et notations

Défini en un point donné A, un torseur d’action mécanique est un systéme force-couple

constitué de deux grandeurs :
a) Une force ou somme vectorielle S, indépendante du point choisi.

b) Un couple ou moment résultant M,, fonction du point A choisi.

. X L,
Notation : { Oer;i;'tr} ={T }, = {Y MA}
Z N,J,

Remarque 1 : dans le repére (xyz), S et 1\7fA s’écrivent :
S=XT+Yj+2Zk etMy = L, + M,Yj+ N,Zk
Remarque 2 : S et ﬁA s’appellent les éléments de réduction du torseur. S encore notée R est

aussi appelée résultante générale du torseur.

I11 - Ecriture d’un torseur en différents points

Un torseur (T) étant connu en un point A, déterminons sa valeur en un point B.

Principe

a) la somme vectorielle S du torseur a méme valeur en tout point, elle est invariable.



b) 1\7fA étant connu, la valeur du moment en B, MB est obtenue par la relation :

M)B =ﬁA+ﬁB(§) =ﬁA +EZ/\§

Remarque 1 : de maniére générale, si O est I’origine du repére de calcul (Oxyz), les

coordonnées de A, B et BA sont :

Xa XB XA — Xp
0OA <3’A> OB <3’B) BA = (yA - J’B>
Zy Zp Zy — Zp

Le moment M est alors égal & :

MB= MB =MA+BA/\5=<MA + yA_yB>/\ Y)
Ng Ny Zp — ZB Z

soit:

Ly =Lys+Z(ya—yg) —Y(z4 — 25)
Mg = My — Z (x4 — x5) + X(24 — 2p)
Ng =Np+Y(xy —x5) = X(Ya — ¥s)

Remarque 2 : on notera que toutes les écritures sont statiquement équivalentes (I’écriture en A
est statiquement équivalente a celle en B). De ce fait, on peut choisir n’importe quel point
pour écrire le torseur des actions exercées. Les diverses écritures sont comparables aux

différentes photos possibles d’un méme individu.

IV - Opérations sur les torseurs

1. Addition ou somme de torseurs

Condition impérative : La somme de n torseurs {T;},{T,}, ...., {T,} n’est possible que si tous

les torseurs de la somme sont écrits au méme point.

S S S
{T1}={:} ;{T2}={f} e, ;{Tn}={f}
M4 A Mp4 A M4 A
S=8+8,+-+5§
{T}A:{Tl}A+{T2}A+"'+{Tn}A:{—> —>1 _2> n_) }
MA=M1A+M2A+'“+M"’1A A



2. Multiplication par un scalaire

Si a est un scalaire (nombre) quelconque et {T'} un torseur, le produit de a par {T} se calcule

de la maniére suivante :
a.{T}=a{_S>} :{a.;S:}
My), a.My),

3. Torseurs égaux

Deux torseurs {T;} et {T,} sont égaux s’ils ont méme somme S et méme moment M, au point

A, autrement dit s’ils ont les mémes éléments de réduction en tout point.

V - Torseurs particuliers
1. Torseur nul

Casol S et M, sont nuls, exemple de notation :
_ {0 .
{0} = {0} en tout point

Remarque : le torseur est nul en tout point de 1’espace.

2. Torseur couple

Cas ol S est nul et M, non nul :
0 .

{C}= {M} en tout point

Remarque : La relation ﬁB = ﬁA +BAAS donne, dans la mesure ol S est nuIIe:MB =

1\7fA +BANAD = 1\7fA = M, autrement dit le moment a méme valeur M en tout point et le

torseur couple {C} a méme écriture en tout point de 1’espace.

Exemple

10



L’ensemble de deux forces —F et F est statiguement équivalent au couple IWC =M en C de
module M=Fd=100 0.2 = 20 Nm. Le couple a méme valeur en tout point de la clé MD =
MC = MB = M. Il en résulte que le couple de serrage exercé sur 1’écrou est M (20 Nm) d’axe

Z

. 0 0 .
Let le s’écrit : {C} =1 — ={ a}entout oint.
¢ torseur couple s’écrit : {C} {M} 200 p

3. Glisseur

Cas o, en un point, le torseur se réduit a une somme S non nulle et un moment M, nul :

.=

A la ligne d’action de la force correspond I’axe du glisseur. Si A est un point de cette ligne, le
moment en A du glisseur est nul (MA = 0).

En un point I éloigné de la direction de I’axe du glisseur, le moment M ; n’est pas nul :

1\7f, = 1\7fA +IAAS, 1\7f, est le moment en | de S. ﬁ,:mA§. Cette relation montre que M, est
perpendiculaire a T4 etaS. Il en résulte la propriété suivante : M,.§ = 0. Le produit scalaire

de ﬁ, par S est toujours nul dans le cas d’un glisseur. Cette propriété, propre aux glisseurs,

permet de les distinguer des autres torseurs.

A
_,—'—_I__'_F

axe du glissaur
(ligne d'action de §)

Evolution des écritures d’un méme glisseur et propriétés

11



|&
axe du glisseur |

cylindre r=2m

F =100k
(G4 = (6)p = 100K
0 )
(65 = (G = {o0c} Mo = My + BANF =200]
(G} ={G}y = 15%%’; ,M; = M, + CAAF =500]
Remarque :
My Mg 200
—=—="-=100
AB ~AC 2

L’écriture du glisseur est la méme pour tous les points (A, D, etc.) de son axe. L’écriture du

glisseur est la méme pour tous les points (B, E, etc.) appartenant a une droite paralléle a son

axe ou a sa résultante (F"ou§).
Tous les points (B, E, I, etc.) appartenant a la périphérique d’un cylindre d’axe 1’axe du

glisseur ont des moments de méme module Mz = My = M; = 200 Nm.

VI - Propriétés des torseurs dans le cas general

Dans le cas général, S = 0; 1\_4:4 + 0; MA.§ * 6(16 torseur n’est pas un glisseur).

12



1. Equiprojectivité des moments
Soit {T} = {15 } = {_S, } avec 1\7fB =M, +BANAS
AJa BJ/p
Multiplions scalairement les deux membres par BA
My.BA = M,. B4 + (BANS).BA = M,. B4 +0
Remarque : BA A S est un vecteur perpendiculaire  la fois a8 BA et a S, il en résulte que
(BANS).BA =0
d’ot My.BA = M,.BA

La projection de M, sur AB est égale a la projection de My sur AB

On dit qu’il y a équiprojectivité du champ de (I’ensemble) des moments du torseur.

2. Evolution des écritures et propriétés

Tous les torseurs ont un axe central ; de plus cet axe central est unique. Sur ’axe central, la

somme S et le moment Ml sont colinéaires.

s P bt

Pour tous les points (B, E, etc.) appartenant a une droite paralléle & S, Iécriture est la méme.
F
{T}p ={T}g = {M }

B

Méme remarque en C et H sur CH

13



{T}c={T}H={A§}

c
Tous les points (B, E, I, etc.) appartenant a la périphérie d’un cylindre d’axe, I’axe central du

torseur, ont des moments de méme module.

ae central | 2 m
cylindre

V11 - Principe fondamentale de la statique

Enoncé : Un solide (S), en équilibre sous 1’action de n torseurs d’actions mécaniques
{Tis}ar {Tos)g,. ... {Tns}y reste en équilibre si la somme des n torseurs tous écrits au

méme point | est égale au torseur nul : {T;s}; + {Taos}; + -+ + {Tns}; = {0}

My s ,/;ﬁ' s

-

§1 s S2/s y S
Remarque : {T,s} = {_> / } {Tys} = {_> / jeoes {Tps} = —>n/
Mayss) Mp2/s), Mynys),

L’addition des n torseurs se ramene a deux €quations vectorielles dans 1’espace :

14



8) X Sis = S1/5 + Says + S,/ = 0 donne trois équations scalaires de projection sur les
axes X,Y,Z.

b) ¥ Mg = Myy5 + My + -+ + M, = 0 donne trois équations scalaires de projection sur

les axes x,y,z.

Exemple :

L’hélicoptere proposé évolue horizontalement a vitesse constante suivant I’axe (ox), I’axe
(0z) est vertical. F et M schématisent les actions exercées par I’air sur les pales du rotor
principal. Q et MQ sont les actions sur le rotor anti-couple. R est la résistance de I’air sur
I’ensemble de I’appareil et Pest le poids total.

1- Calculer le torseur résultant en A.

2- Appliquer le principe fondamental de la statique et en déduire R, Q et F.

0 O 0 0
=40 0 =90 -0.2P
-P 0Jg —P 0 Ja

1- Action du poids :  {T}; = {FG}
0
0
0

aves Ty (7o) :ﬁG+mAﬁ:<

15



F —R 0 —R 0
2- Résistance de I’air : {T}, = { C} =40 O =10 15R
0/c A

McJe (o 0 0
avec My(Fc) =Mc+ACAR=[0]|A( 0 |A| O |=|15R
0 —-1.5 0 0

F 0 0 0 0
3- Action du rotor anti-couple : {T}; = {_)B} = {Q —Mq; = [Q —Mq

MgJg o o0 ) lo —420),

o - . 0 —4.2 0 0
avec My (Fp) = Mp + ABAQ = <—Mq>/\< 0 )/\(Q) = < _MQ>
0 0 0 —4.2Q

: F, 0

4- Action du rotor principal : {T}, = {ﬁA} =<F, 0
Alp F, M A

Les quatre torseurs sont tous écrits au méme point A, nous pouvons les additionner :

Fx — R 0
{Tha = {T}; + {T}h, + {T}3 + {T}, ={Fy +Q —Mg+ 15R—0.2P
F, — P M — 4.2Q

L’ hélicoptere avance horizontalement a vitesse constante, nous pouvons donc appliquer le

principe fondamental de statique : {T}, = {0}, qui se traduit par un systéme de six équations :

F,—R=0 0=0
F,+Q=0 ~Mq + 1.5R— 0.2P = 0
F,—P=0 M—42Q=0

Nous obtenons apres résolution :

F, = P = 3000 daN ; R =(Mq + 0.2P)/1.5 = 402daN ; Q = -~ = 9.5daN

F, = —Q = —9.5daN ; F, = R = 402 daN

16



TD N°1
STATIQUE PAR LES TORSEURS

Exercice 1

Une roue dentée a denture hélicoidale supporte au point A, exercée par une roue dentée, une
action dont les composantes sont fA(ZOO daN charge axiale), 1_5R(100 daN charge radiale) et
fT(400 daN charge tangentielle). Ecrire le torseur correspondant a ces actions en A, O et B.

(O est ’origine du repere).

Fy = 400 daN
Fa = 200 daN
. = 100 daN

Exercice 2

Les hélices d’un avion bimoteur sont supposées tourner en sens inverse 1’une de 1’autre. F
=3000 7 (N) et MA = 40 7 (Nm) schématisent les trois actions exercées par I’air sur I’hélice A.

F et MB = —40 7 (Nm) schématisent les actions sur ’hélice B.

Déterminer le torseur résultant au centre de gravité G.

17



Exercice 3

Une transmission se compose d’une poulie entrainée par trois courroies trapézoidales. Le plan
(oyz) est le plan de symétrie de I’ensemble et (ox) est 1’axe de rotation. Le diametre
d’enroulement des courroies est de 400 mm. Chaque courroie supporte les tensions T (1500
N, brin tendu) et ¥ (300 N, brin mou).

a- Ecrire les trois tensions T sous forme d’un torseur agissant en A, méme chose pour les

trois tensions t agissant en B.
b- Ecrire les deux torseurs précédents au centre O.

c- En deduire le torseur résultant en ce point.

400

= & enroulement

Exercice 4

Une clé a bougie se compose d'un corps et d'une tige de manceuvre coulissante. En utilisation,

I'opérateur exerce les efforts F et i (F =100 N et F;= 10 N) en A et B.

- Déterminer les caractéristiques en E et O du torseur de ces efforts, dans les 2 positions.

18
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Exercice 5

Déterminer le torseur résultant en A.

Exercice 6

Une poutre sur 2 appuis est soumise a une charge répartie variant linéairement :
p(x) = —axy avec a = 100N/m?

Déterminer les éléments de réduction les plus simples du torseur associé a la charge p(x).

p(x

< 1m >

19



Exercice 7

Pour dégager une voiture en panne prise entre 2 automobiles stationnées, 3 personnes

exercent des actions aux points A, B et C.

1- Déterminer le torseur résultant de ces actions au point G.

2- Verifier que ce torseur est un glisseur et déterminer son axe.

SOLUTION DU TD N°1

Exercice 1

Toutes les données doivent étre converties en unité Sl.

Le torseur en A s’écrit :

B Fr 0 4000 0
{T}A:{—>A} ={-F, 0} ={-2000 0
MaJy (-Fg 0), (-1000 0,

Ce méme torseur s’écrit en B comme suit :

7 4000 300
{T}B={J3} ={-2000 400
A B

B —1000 400
S 0 0 4000 300
avec Fg = Fp et Mg = M, + BAAFA=(0]+[ —0.1]A[=2000] = (400
0 0.1 —~1000 400

Ce méme torseur s’écrit aussi en O de la fagon suivante:

B 4000 200
{T}o={_,°} ={-2000 400
0 0

0 —~1000 O
o 0 0 4000 200
avecFo =F et Mg =My +0AAF,=(0]+([ 0 |A[=2000]=400
0 0.1/ \-1000 0

20



Nous pouvons aussi utiliser les relations : Fo = Fg et My = Mg + OB A Fp

ce qui donne le méme résultat.

Exercice 2

L’avion est soumis a I’action de deux torseurs appliqués aux points A et B :

1- Actionen A ;

F M,
{Th = {

F
-
0

avec Mg = M, + GA A

2- Actionen B :

Mg

0 O 0

0

0 0.5

F

(“%) (D

ﬁB F MB F MB
{T}2={—>} =40 0 =10 0.5F
B A

Ma
0.5F

—2F);

)

2F

)|

My

2F

0.5F

)

N

Mg
0.5F
2F

)

{3000

0
0

3000
0
0

40
1500

—40
1500
6000

Les deux torseurs sont écrits au méme point G, le torseur résultant est égal a
0

{T}e = {Th +{T}; = {

Exercice 3

a- Ecriture des torseurs aux points A et B.

F 0 0
{T}, = {_>A} =4 3Tcos10° O
Al

—3Tsin10° O
b- Ecriture des torseurs précédents au point O.

A

6000

0

. _FB}_
T =17 =
(1} {MBB{

3000}
G

0

F 0 —3Tr . .
{Th = {J’} =1 3Tcos10° 0 ¢ avec Fo =F,
070 0

—3Tsin10° 0

0 0
et Mg = My + OAAF, = (0) + (rsin10°> A <
0 rcos10° —

F 0 3tr R B
{T}, = {_9} = {3tcos10° 0 ; avec Fg = Fp
070 0

3tsin10° O

0
3Tcos

10°

3Tsin10°

0

3tcos10°
3tsin10°

)-(

3Tr)

L

—6000}G

}G



- . . 0 0 0 3tr
etMg =Mg+OBAFg=|0|+| rsin10° |A| 3tcos10°])=1| 0
0 —rcos10° 3tsin10° 0

c- Comme les deux torseurs sont écrits au méme point O, nous pouvons donc les additionner :

0 3(t+ Tr 0 1080
{T}o = {T}; + {T}, = {3(t + T)cos10° 0 =1{ 5318 0
3(t — T)sin10° 0 —62513 0 Jo
Exercice 4

Laforce résultanteen O estégalea: E, =2, = —20k (N)
Le moment résultant est égal & : \,=OBAF +OA/\(— If)+ OB A, +0AAF,
Mo = (OB —OAJAF +(0A+0B)n £, = (AB)A F + (0A+ 0B)r £,

(AB)AF =(ABF)T A ]=0.4 100K = 40K

_ 0 0
1- Position 1: OA+OB =0 d’ou Mo=4OIZ(N.m) {T}OZ{EO} -0 0
Mo
0 -20 40 o

2- Position 2 : OA+ OB = —0.25i +0.15i =-0.10i

-

(0A+0B)A E, = -0.107 A [-10Kk)=T AK
Moz—j+4OIZ(N.m) Dou {T} :{

En E la force résultante ne change pas Fg = F,
Le momenten Eestégala: Mg =M, + EO A E,=M, carEO /I £,
d’ou M=},

Exercice 5

a) action en A
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0 O

{T}lz{'fA} ={-180 0

0 0],
b) action en K : {T}ZZ{EK} ={0
MK« 0

120 0] (120 0
0} ={0 30
50/, |0 50,
0) (0 (120) (0
NaA(Ek)=Nk+AKAEc=| 0 |+| 0 [A| O |=|30
50) (025) | 0 ) (50
B} 0 o0 0 0
c) actionen H : {T}S:{EH} =40 0 =4 0 30
H
H o |-100 ©of, |-200 O,
0y (0.3) ( 0 0
Na(Fg)=Muy+AHAE,=|0|+| 0 [A] 0O [=]30
0) Lo) (~100) (o0

d) Actionen l etF
En I et F, nous avons 2 forces égales et opposées(ﬁ et — 17“), nous pouvons les remplacer par

un torseur. La force F et le bras de force IF et le plan formé par ses 2 vecteurs (F et — IF) est
le plan xz, et par conséquent le couple est suivant I’axe y.
C =+FIF]=160(0.15+ 0.1)] = +40 JN.m

Nous avons mis + car la rotation se fait suivant +y.

0 O
Donc : les forces £, et £, peuvent étre remplacées par un torseur couple : {C} = {0 40}
0 O

Ce torseur couple s’écrit de la méme facon en tout du solide, et par conséquent :

0 0 120 O 0 0 0 O
(T ={T}h +{T}, +{T}: +{C} = {—180 O} +{ 0 30} +{ 0 30} + {0 40}

0 0 0 50 —-100 O 0 O
120 0
{T},=1—-180 100
—100 50
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Exercice 6

Calculons le torseur résultant en un point G de coordonnées (b,0,0) (b est quelconque) :

(I

L a
La force résultante est égale a: Eg = [ P(x)dx = —axydx =— Ey
0 0

Le moment résultant en G est égal a :

b 1 -1 ~ a 2
Mo =[jax(b—x)dx—jax(x—b)dxjk = Jax(b - x)dx k =—(b——jk
0 b 0 2\ 3

Si on choisit b :% alors Ng=0

0 0
Et le torseur se réduita: {T}, =1-50 0} avec G(%,0,0J
0 0J,
Exercice 7
La voiture est soumise a 3 torseurs :
_ 400 O 400 O
a) actionen A : {T}1={AA} =<0 0y =90 O
M A
Ao of, [0 0]

car  NMGg=Ma+tGAAFEA=0 Carg/iNip -

B 250sin30 0 125 0
b) actionen B : {T}ZZ{EB} ={250c0s30 0} =<21651 O
MB
B 0 0g 0 1125),
0 0 125 0
car  Ng=Mpg+GBAEg=|0|+|-0.9|A|21651|= 0
0 0 0 0.9*125=112.5
. 0 0 0 0
c) actionen C : {T}3={EC} =:350 0} =<350 O
C
¢ [0 0. [0 5775
0) (1.65 0 0
car  Mg=Mc+GCAFg=|0]|+|-09]|A|350|= 0
0 0 0 1.65*350 = 577.5

Le torseur résultant en G est égal a :
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400 O 125 0 0 0 525 0

Tl={Th+{T},,+{Tk=y 0 0y +{21651 O +4350 O ={566.51 0

0 0jg 0 112.5) 4 0 577.5], 0 690 5

La force résultante est égale & : R =525i +566.51]

Le moment résultant est égal & \j g = 690k

Le torseur est un glisseur si en un point D(x,y), le moment résultant M p s’annule :

0 X 525 0
MD:MG+DGA|EG:MG—G|5A|EG: 0 |-|y|A|566.51|= 0 =
690) |0 0 690 — (566.51x —525y)

0
0
0

Soit 690 —(566.51x —525y)=0 ou 566.51 x -525 y — 690 =0
La droite d’équation 566.51 x -525 y — 690 =0 est I’axe du glisseur. Pour tous les points

appartenant a cette droite, le torseur se réduit a un glisseur
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CINEMATIQUE DU SOLIDE

Objectifs

- Décrire les caractéristiques des mouvements plans

- Définir la dérivée d’un vecteur dans différents repéres

- Définir et développer les notions d’équiprojectvité et de centre instantané de rotation.
- Donner les principales relations de la cinématique du solide (vitesses et accélérations).
- Définir le torseur cinématique. Traiter la composition du mouvement.

- Décrire les parametres utilisés dans 1’espace (angles d’Euler)

| — Mouvement plan

1. Etude générale, exemples

Un mouvement plan peut étre considéré comme 1’addition d’une translation et d’une rotation.

Exemple 1 : Prenons le cas d’une échelle posée en B sur le sol et appuyée en A sur un mur.

Ay /) Position Y "
A\ initiale 2 A v
iR
Ay /] 7
7 7
A 7K A
/] A KA
7 /
échelle ’ 7
= ’
7 = 7 /
mur v 7
7 Z Z
/ . position \
y y —— S0 finale /] 7 Y
L TTTIT77 T I IA T JTTTTTT 777777777707
sol By B BQL—P B

L’échelle décrit un mouvement plan par rapport a I’ensemble (sol+mur). Pour passer de la
position initiale (A,B,) a la position finale (AB), on peut faire une translation (T) amenant B,

en B et A en A’ suivie d’une rotation d’axe B d’angle @ amenant A’ en A.
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Exemple 2 : Systeme bielle manivelle.

biglle 2 iston 3

Doaas |

B

0 (bati ou bloc moteur) 0

Les liaisons en O, A et B sont des pivots dont les axes sont perpendiculaires au plan de la

figure. Le mouvement Mg’/to du piston (3) par rapport au bati (0) est une translation rectiligne
de direction OB. Le mouvement Mf/to de la manivelle (1) par rapport a (0) est une rotation

d’axe O. Le mouvement M;’/tode la bielle (2) par rapport & (0) est un mouvement plan genéral.

2. Vecteur rotation et accélération angulaire

—

La représentation vectorielle de la vitesse de rotation w est nécessaire aux études
cinématiques.

L’axe de rotation est toujours perpendiculaire au plan du mouvement. Si le plan du
mouvement est le plan (O,x,y) alors ’axe de rotation est Oz. La vitesse angulaire @ est portée

par I’axe de rotation et tel :

Si la rotation se fait de x vers y, w est positif et est orientée vers le z positifs. Dans le cas
contraire, w est négatif.
Comme pour , le vecteur accélération angulaire @ est porté par I’axe de rotation.

L’accélération du point A devient :

L, =dAOA+ @A (B AOA)
G, =GAN0A d,=3@A(@BAOA)
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Il — Dérivée par rapport au temps d’un vecteur dans différents repéres
1. Dérivée d’un vecteur de base
a) Cas du plan

1o, Jo, ko sont les vecteurs de base du repere de référence Ry=(xq,¥Vo,Zo). L,J,k sont les

vecteurs de base du repére de référence R=(x,y,z). @ = wk, = Ok, est le vecteur rotation de

R par rapporta R,.

() _ @ (o _T.v o .
Remarque : (dt)Ro =0; (dt)Ro =0, 7 et Jp sont des vecteurs fixes de Ry.
@Y poingie + OcosOi @) 4 g (D) = G(—singi p
(df)Ro = —0sinbiy + OcosbOj, + cosO (dt)Ro +sinf (- )Ro = 0(—sinBi, + cosbj,)

Z—f —0cosOi, + Osinb], — sinb ( —0(cosO1, + sindj,)

@,

Résultats : (Z—:)R
0

b) Cas général

On généralise le cas précédent ; wr,r, = @ est la vitesse de rotation de R par rapport a R,

), - @), @), -1 « ©),-0),-6),

di
dt

(

2. Dérivée d’un vecteur Q dans des repéres différents

a) cas de reperes R et R, en translation

I’axe x est constamment paralléle a x,, y a y, et z a z,. La dérivée du vecteur Q fonction du

temps (5 = é(t)) est dans ce cas particulier la méme dans les deux reperes.

dqg

49

dt

(

)i =

dt

) si R et R, sont en translation. @g/p, = 0
R
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b) Cas de reperes R et R, en mouvement quelconque

Q(¢) est en mouvement par rapport aux deux reperes. wg g, définit la vitesse angulaire de R

par rapport a R,,.

N R R N do . R . -
Q= Qxl+Qy]+sz;(d_f)R :Qxl+Qy]+sz

(), =i+ o+ ok +ou(3), +o(5), +o (3,
(d—?)Ro = d—?)R + Q(BAD) + Qu(@BAD) + Q (B AK)

(%), = (), + 37 @+ @i + 0.F)

d'ou la formule fondamentale :

d6> <d6> _ .
— ] =\57| t®grpr,NQ
(dt o \dt) R

0

Exemple : Soit R, (O,x,y,z) un repére fixe et R'(0,x,y’,z) un repére mobile tournant autour

de I’axe (Ox) avec une vitesse angulaire &g’ /p = 67 . Soit un vecteur u(x,y,z) projeté dans

du - — —>

le repere R'. Calculer (dt) :a) en exprimant ¢',)°, k' en fonction de 7,7, k. b) a I’aide de la
Ry

dérivée d’un vecteur.

il
U=xU+y] +zk’

a- Nous exprimons t',;" k"en fonctionde 7,7, k

=1;) =JjcosO + ksin ; k' = —sinf + kcos6

(—) = 0(—Jsind + Ecose) = 0k ; (E) = —0(jcosO + Esing) = —97
R Ro

0 dt
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(), = 7 B 4 (50 o )

b- En utilisant la dérivée d’un vecteur, on obtient rapidement le méme résultat.

du du X 0 X
u u — — . L . . — . N —
(E)Ro = (E)R’ + Wpp, AU = (y) + (0) A <y> =xt'+ (y - HZ)]’+ (Z + Hy)k’

Z 0 z

I11 - Relation entre les vitesses des points d’un solide

1. Formule générale

R, est le repére (ou solide) de référence ; R est lié au solide (1) et wg /g, définit la vitesse

angulaire du solide (1) par rapport a R,.

(dﬁ) _ (d(ﬁ’+ﬁ)) _ (dﬁ’) n (dﬁ)
dt Ro - dt Ro - dt Ro dat /g

(dﬁ)
dt Ro

0

5 . (dOA\ _ 5 . (dAB\ _ (dAB ~ - = = -
vB ) (_)RO - vA ) (?)RO - (F)R + (l)R/RO /\AB - O + wR/RO /\AB

dt

- -

vB =17A +5/\E ou 531/0 :1_7:41/0 +51/0/\ﬁ

Up1 /0 Signifie la vitesse du point B par rapport a R, (avec B appartient au solide (1)).

2. Propriété d’équiprojectivité

La propriété d’équiprojectivité est I’une des propriétés les plus importantes de la cinématique

du solide.

Enoncé : Soit deux points A et B appartenant a un méme solide et ¥, et vy les vecteurs
vitesses respectifs. La projection orthogonale de ¥ sur la droite (AB) est égale a la

projection orthogonale de v, sur la droite(AB). Autrement dit, le produit scalaire de v

par AB est égal au produit scalaire de ¥, par AB

En effet, multiplions par AB les deux termes de I’équation précédente :

Or (& AAB) . AB = 0 car (& A AB) est perpendiculaire & AB.
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Exemple 1: reprenons I’exemple de 1’échelle. L’échelle de longueur AB=3m, glisse en A,
vers le bas a la vitesse de 0.5m/s. Déterminons la vitesse de glissement en B.
Uz AB = U, AB
v4c0530° = v5c0560°

v = vycotan30° = 0.866m/s

' Vg b
605 -5
//
//

=) -
K ~

> g

K

Exemple 2 : reprenons le systéeme bielle manivelle avec OA=35 mm, AB=128 mm,
w10 = 100 rad/s ~ 1000tr/mn) et un angle & = 50°.

Déterminons les vitesses en A et B.

Vg = Va1/0 = Vazjo = W10 0A =100 0.035 = 3.5m/s

Ua1/0 st perpendiculaire en A a OA.

Vg = Vp3j0 = Vpz/o a pour direction OB ((3) est en translation rectiligne de direction OB).

31



> >
VgAB = U4 AB = v, cosa = vgcosf

d'apres les propriétés d’un triangle : AB sinff = OAsinf eta =90°—60 —

Résultat : vy = 3.163m/s

IV - Centre instantané de rotation

Pour tout solide en mouvement plan, il existe un point | et un seul, ayant une vitesse nulle
(V, = 0) & I’instant considéré. Ce point est appelé centre instantané de rotation ou CIR. Le

CIR est situ¢ a I’intersection des perpendiculaires des vecteurs vitesses du solide.

Exemple : reprenons I’exemple de 1’échelle avec les mémes données ; déterminer la position

du CIR ; calculer la vitesse angulaire @.

Le CIR T est situé a I’intersection des perpendiculaires en A a U, et en B a .

’1’—; = '1’—:1‘ = w :IB = ABsin60° = 2.6m : IA = ABcos60° = 1.5m

0.5
= ="=033rad/s; vz = IBw = 0.866m/s
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V - Torseur Cinématique

L’ensemble des vecteurs vitesses des points d’'un méme solide & une structure de torseur,
appelé torseur cinématique. Ce torseur possede les propriétés générales des autres torseurs.
Exemple de notation (solide 1 en mouvement par rapport a 0)

- W, Vy

(U1/0 wx v X
{v1/0} =19- =3\%y Ay

Vai/0) , Wy Vaz),

Wy o est la résultante générale du torseur et a méme valeur en tout point.

- -

Pp=3, +BANAB =0, + BANG est analogue a la relation Mz =M, +BAAS du

chapitre « Statique par les torseurs ».

VI - Relation entre les accélérations des points d’un solide

)
axe de viration
1] ¥
il
lide 1
Ro0u (0) 5
Xy repére R lig 4 1

Wg/r, = W10 = @ est la vitesse de rotation du solide (1).

a = &, ,9 = & est ’accélération angulaire du mouvement
R/Rp — X170 = g .
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dw dw dw
@=(5), = (@), + @13 = (%)
dt Ro at /g at /g

En dérivant par rapport au temps et dans R,, on obtient :

dg = dy+dANAB + @ A (B AAB)

dg.AB # d,.AB ; Il n’y a pas d’équiprojectivité des accélérations sur AB et de ce fait il
n’existe pas de torseurs des accélérations.

Composition de mouvements

172/0 = 52/1 + 171/0

52/0 = 52/1 + 51/0

dajo = A1 + dyjo + 20170 A Ug)q
Qpj0 = @1 + dyjo + W10 A Wyyq

VIl - Paramétrages utilisés dans ’espace

Pour repérer la position d’un solide ((S) ou (1)) dans I’espace par rapport a un solide ou repere
de référence ((0) ou Ry), on commence généralement par lier un repére Ry(A4, x5, Vs, Z5). La
position du solide est définie par la position de R, par rapporta R :

- Trois paramétres pour définir ’origine A du repere R;.

- Trois paramétres pour définir la position angulaire du repere R;.

1. Parametres utilisés pour repérer la position d’un point

a) Coordonnées cartésiennes dans 1’espace (x,y,z)
b) Coordonnées cylindriques (7, 6, z)

¢) Coordonnées sphériques (p, 8, @)

2. Paramétres utilisés pour repérer la position angulaire du solide

Un ou deux angles judicieusement choisis suffisent pour un grand nombre d’applications
courantes. Pour les cas les plus complexes, les angles d’Euler sont régulierement utilisés
(robots, avions, ...).

Remarque : le choix et la position des angles d’Euler peuvent varier sensiblement d’u ouvrage

a un autre ; cependant le principe reste le méme.
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Angles d’Euler : On passe de Ry (xq, Yo, Zo), le repére de référence a Ry(xs, s, Z5), le repére

1ié au solide par trois rotations d’axe successives et inversement.

¥ =angle de précession @ = angle de mutation ¢ = angle de rotation propre

Vitesse angulaire

@m0 = Yz + Q7 + ﬂn
%mm {q:rsm B sin y + 8 cos ) X, + (6 sin y - @ sin Bcos y) p0+(\|1+ ¢ cos Oz,
Bs/ro) = {lp'sm @sin ¢+ écosqo}x5+ (\ sin @ cos @ - @ sin o s + (@ +  cos O) zg

Remarques : q}z—
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TD N°2
CINEMATIQUE DU SOLIDE
Exercice 1

Le mécanisme proposé sous forme schématique se compose d’une bague coulissante (1) liée
en A (pivot) a une bielle (2) entrainant en B une tige coulissante (3).

Si la bague se déplace par rapport a la tige fixe (0) a la vitesse constante v, = —3jm/s,

déterminer Ugs 9, Wy /0, Ap3/0, A2/0

Exercice 2

Un bi-pendule est constitué de deux barres OA et AB de longueur | et [».
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Exprimer les composantes des vitesses V pet Vg dans le repére fixe Ry(0Oxyz) et dans les
deux repéres mobiles R, et R;.
O est fixe, le systeme oscille dans le plan (Oxy), le repére R, est lié a la barre AB, le repere

Ry est lié a la barre OA.

Exercice 3

Un axe horizontal CD tourne autour d’un axe vertical OZgou OZ a la vitesse angulaire ¢.
La barre OP de longueur [ est soudée en O a CD et lui est perpendiculaire- Elle peut tourner
autour de CD d’un angled. Sachant que le repére R,(0,X,,Yy, Z,) est fixe, le repere
R,(0,X1,Y;,Z;) estun repere intermédiaire dont OX; est suivant CD, QZ est suivant OP.

Déterminer I’accélération du point P (d), = f(¢,6, @, 6, ®,0)) par la dérivée du vecteur OP.

Le choix des axes de projection est important.

Exercice 4

Une toupie tourne autour de son axe de revolution & la vitesse angulaire ¢, cet axe fait I’angle
6 constant avec la verticale et tourne autour de celle-ci a la vitesse W.

Déterminer le module de la vitesse angulaire @roupie/sol €t I’angle que fait celle-ci avec la

verticale.
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SOLUTION DU TD N°2

Exercice 1
a) Etude des vitesses

AB = 1.2 — 0.4] — 0.6k
Pour la bielle (2), nous avons : U, o = Ugz/0 + @z A AB
‘EBZ/O = 1_7)33/0 = VB? (ﬁB est porté par l’aXC des X)

Vaz/0 = Va170 = —3] 5 Wpj0 = Wyl + wy] + wyk

Vg 0 Wy 1.2
0)=(-3]+|wWy |A|—-04
0 0 Wy —0.6

On obtient les trois équations de projection :
—0.6wy, + 0.4, = Vp

0.6w, +1.2w, =3
04w, +1.2w, =0

Nous avons trois équations a quatre inconnues (Vg, wy, wy, w,), une équation supplémentaire

est fournie en remarquant que @, ;o = W1 + Wy /0. Sachant que a,/; est perpendiculaire au
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plan (AH, BH) et que @, q est porté par AH, il en résulte que @, est perpendiculaire & HB.
Autrement dit : @, 0. HB = 0 = (@, + @, ] + w,k)(1.21 - 0.6k) = 1.20, — 0.6w,
Résultat : D3/ = 17 (m/s) et @, 0 = 17— 0.33] + 2k

b) Etude des accélérations

dp2/0 = Gaz/0 + 20 NAB + W0 A (@a)0 /\E)

Gaz/0 = Ga1/0 = O car B,y p=constante.

C_1)132/0 = 533/0 = apl

A0 = Ayl + ayf + a,k

L’équation s’écrit :

() (z) )+ (o) G

On obtient les équations de projection :
—0.6a, +0.4a, =ap + 6
0.6a, +1.2a, = 2
0.4a, + 1.2a, = 3.33
Une équation supplémentaire est fournie :
Qpj0 = @1 + dyjo + W10 A Wayq
G20 — B1j0 A Bay1 = @1 + @y est perpendiculaire 8 HB
Le raisonnement est analogue a celui avec @, q.
(@y/0 — @10 N @py1)-HB =0

En remarquant que : &/, = 17+ 2k et W0 = —0.33].

Résultats : dps /o = —8.337 (ms™%) ; A/ = —1.337+ 3.86] — 1k (rads™2);
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Exercice 2

R,= (Oxyz) : repere fixe,
R, =Ox1y1z1 : repére mobile &y /o = 6k.

RZZAX’y’Z’ repére mObile (l_))z/o = 52/1 + (31/0 = (0 + (p)E ; (E = El = E’))

a- Vitesse du point A

e . licosB I lycosp
Uy = (?) ; 0A = (llsin9> = (0) = (—llsimp)
Ro
0 R 0 Ry 0 R

0 2

Repere R, :
dOA —1,0sin6
Vg = <W> =1 1,6cos6
RO 0 RO
Repere R;:
Va=\—7F— =\—F (1)1/0 = ) = 1
dt RO dt Rl 0 9 O O Rl
Repére R,:
. (dOA dOA L
Vy = ? = ? + Wy/0 A OA
Ro R,
—li@sing 0 lycose 1,0sing
g = <—l1¢7C03(P> + ( 0 )A <—l15in(l’> =\ lL16cosg
0 R 0+ (,0 0 0

Ry
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b- Vitesse du point B

1_7)3 == 1_7)A +(l_3)2/0 /\A_B)

Remarque : il faut exprimer tous les vecteurs dans 1’équation précédente dans le méme repére.

. l,cos(p + 0) l,cos(¢) [,
AB = (lzsin(q) + 9)) = (lzsin(go)) = (O)
Ro R R;

0 0 0
Repere Ry:
—1,0sinb 0 l,cos(g + 0)
Up = | L,6cos + ( 0 .>/\ (lzsin((p + 9))
0 0+ ¢ 0 Ro
—1,8sin8 — L,(¢p + 6)sin(p + 6)
Up = 1,6cos0 + 1,(¢ + 6)cos(p + 0)
0 Ro
Repere R;:
0 0 l,cos(p) —L,(¢ + 8)sin(p)
Up = (119> + ( 0 > A <lein(§D)> =| 1.6+ 1,(¢ + 8)cos(p)
0 Ry 9 + @ 0 Ry 0 R,
Repere R,:
1,0sing 0 [, 1,0sing
Up = 1,0cosep +<, 0 _>A<O> = 119c05(p+lz((i)+9)
0 R> 0+ ¢ 0 Rz 0 Ry
Exercice 3

R,= (Oxyz) : repere fixe,
R; =Ox1y1z1 : repere mobile &, ;o = ok.
R,= Ox2y2z2 : repere mobile o, /o = ¢k, + 61,

Tous les vecteurs vont étre exprimes dans le repere R,.
-1

JOP 40P . 0 9 0 —lpsind
ﬁp = (W) = (7) + 52/0 AOP=|0]+ (j)sine Al O = lg
R R, 0 ¢cosb -1 0

0

0
O—P> = ( O ) , 52/0 = (pkl + 9?2 = ([)(kZCOSQ +fzsln9) + 9?2
Ry

Rz
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- dﬁp dﬁp — -
“=\ar) “\a) TP
Ry R

2

—1$sin® — lpOcosb 0 —l¢sind —lpsing — 2l¢pBOcoso
d, = 19 + | @sing | A ( 16 > =| 16— 1¢p?sinBcos6
0 pcosd 0 162 + 1§p2sin®0 /.
Exercice 4

La toupie tourne autour se son axe (0z,) avec une vitesse angulaire w; = ¢k, son axe (0z;)
tourne autour de (0z) avec une vitesse angulaire @, = Wk. La toupie tourne avec une vitesse
angulaire totale :

U_.))=51+U_.))2=(‘DE1+LPE

&l = V&&= \/(¢E1 +WEk)(pky + Wk) = \/<p2 + W2 + 2¢pWcoso

2- Soit « I’angle que fait »avec la verticale.
@k B (@ky + LPE)E 3 ¢cosf + W
11 131 Jo? + W2 + 29Wcosh

cosa =
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CINETIQUE

Objectifs

- Définir les notions de quantitté de mouvement, de moment cinétique, d’énergic
cinétique et énoncer les théorémes correspondants.
- Donner les éléments concernant le calcul du centre de gravité et des matrices d’inertie.

- Enoncer le principe fondamental de la dynamique.

| - Systemes a masse conservative

Un systeme matériel E (solide, fluide, etc.) est dit a masse conservative si celle-ci reste

constante au cours du temps.
Tous les théorémes et relations abordés par la suite supposent des systemes a masse

conservative.

masse de Eat=massede Eat;=massede Eat,

Exemple : une fusée n’est pas un systéme a masse conservative. Au fur et a mesure du vol sa

masse diminue du fait de la combustion du carburant.

Il — Centre de gravité ou centre de masse
1. Définition
C’est le point central de I’ensemble de toutes les masses constituant un objet. C’est aussi le

point d’application du poids P d’un objet. Le centre de gravité ou centre de masse font

intervenir la masse volumique p du matériau.

masse du solide en kg
masse volumique en kg.m™3
volume du solide en m?
poids du solide en N

m=p.V P=mg

T<® 3
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2. Détermination de la position du centre de gravité

Point matériel masse Amou dm

masse m

M est un point matériel de masse Am ou dm appartenant au solide de masse m. L’ensemble
du solide est constitué de n points matériels M,, M,, ..., M,, de masse A4m,, Am,, ..., Am,, tels

que :
Amy +Admy, + -+ Am, =2Am=fdm=m
La position du centre de gravité est définie par la relation :
zmiAmi = JG—Mdm =0
De la relation précédente, on obtient :
moG = Amlml + AmZWZ + -+ Aman = Zmidmi = fmdm

En remarquant que OM = x7+ yj+zk et que OG = x;i+ ysj + zgk, en projetant la

relation précédente sur les axes X, Y, z, on obtient :

_Amyxy + Ampx, + o+ Ampx,  Nxidmy [ xdm
6 = m T m  m

_Amyy; + Amyy, + o+ Amyy,  Xyidmg  [ydm
Ye m m m

_Amyzy + Amyzy + o+ Ampz, Yz Am; [ zdm
% = m T m m

Propriété : Si un solide posséde un plan, un axe ou un centre de symétrie, alors son centre de
gravité est situé respectivement dans le plan de symétrie, sur I’axe de symétrie ou au centre de
symétrie.
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Exemple 1 : Déterminer le centre de gravité d’une tige demi-cercle de rayon R.

L‘axe (oy) est un axe de symétrie donc x; = 0, le centre de masse est situé¢ sur 1’axe de

symétrie. On a y; = ! fs ydm. Le solide est linaire, sa masse est donnée par m = fs Adl

T m
ou: A est la densité linéaire et dl est un élément de longueur. dl a pour coordonnees :

Rcos@
= < <
dl {Rsine avec0 <6 <rm

La masse du solide est donnée par : m = [ Adl = m = [ ARd® = ARm
Xg = 0

1 1 . 2R, .
J’G:Efs ydm:ﬂfonRsngde:?;douG:{ ==

Yo =

Exemple 2 : Déterminer le centre de gravité d’un demi-disque matériel de rayon R.

L‘axe (oy) est un axe de symétrie donc x; = 0, le centre de masse est situé sur 1’axe de

symétrie. On a y; = %fs ydm. Le solide est surfacique, sa masse est donnée par m =

fs ods ou o est la densité surfacique et ds est un élément de surface. ds a pour

coordonnées : ds = {;g(l):lg avec0<r<Ret0<6<m
A
¥
.d=rd8dr
oy
N
R P o R >

. . .. R [T R T TR?
La masse du solide estégalea:m = [, ods = [ [ odrrdf = o [ rdr [ d6 =o——

x¢ =0

1 2 R 1 . 2 R T AR ¢
Ve = Zfs ydm = —; fo fo rsind odr rd6 = — fo r2dr fo sinfdf = —; G{yg — 4R
3w
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3. Centre de gravité des solides composés

Les solides peuvent étre décomposés en éléments de formes géométriques simples dont les
centres de gravité sont connus. Dans le cas de la figure ci-dessous :

m = m1 + m2 + m3
mxg = MiXg1 + MmyXgo + MmsXg3

O_G) _ m10—6>1+m20—6>2 +"'+mn66n
mi+myo+---+my

_ XmiXgi _ Xmyygi _ XmzZg

X
G m m m

avec 0G = x;0+ ygl + zgl

Remarque : Le centre de gravité d’un solide composé de deux autres solides de centre de
gravité G, et G, est situé sur la droite G,G,.

Exemple : Déterminons le centre de gravité d’un solide composé d’un cylindre en aluminium
(R =20mm,h = 12mm, 2700 kgm™=3) collé a une tige en cuivre (r =5mm,H =
100 mm, 9000 kgm™3)

7

aluminium

cuivre

/ B 100 mm

my = pVp = 2.7 (1.2 2%) = 40.72 g avec (p, = 2.7 kg cm™3)
m, = p,V, =9 (10w 0.5%2) = 70.69 g avec (p, = 9 kg cm™3)

épaisseur 12 mm
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_ muxgi+maxgy _ 40.72 0+70.69 70

Xg = = 4441 mm
my+m, 40.72+70.69

X est un axe de symetrie, G est donc situe sur cet axe, y; = 0.
Remarque : dans le cas ou les deux cylindres sont du méme matériau :
_ Vixg1+Voxg2

Xg = ———==24mm
V14V,

11l — Moments d’inertie — Matrice d’inertie

1. Moment d’inertie d’un point matériel ou d’une masse élémentaire

Le moment d’inertie AJ,,, par rapport a I’axe u, du point matériel M de masse Am ou dm situé

a la distance constante r de I’axe u est égal & :

AJ, = r?Am = r?dm unités: kg m?

2. Moment d’inertie d’un solide de masse m par rapport a un axe

Le moment d’inertie J,, par rapport a I’axe u, d’un solide de masse m, est égal a la somme
des moments d’inertie (par rapport au méme axe) de I’ensemble des points matériels

M;, M,, ..., M,, constituant le solide.

Ju = 2Am, + r2Am, + -+ 1,2Am,

Ju = ZrzAm = f r2dm z
5

©))

solide
masse m

3. Rayon de gyration

Si J,, est le moment d’inertie par rapport a I’axe u d’un solide de masse m, le rayon de
gyration r;, est défini par
— — 2
Tk _\/]u/m ou ]u =mry
tout se passe comme si la masse m du solide était concentrée en un point situé a la distance r;
de I’axe u.
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Formilaire

r: b 5= bf ¥ 5= b S=zff
R
r 6 [
2
B2 X
1/2 carcle saclaur
circulaire y
(;,//\ S- ﬂ!r‘#
i ¥ et P Y = g =
ﬁl— o |
T i Zrsi
=&
friangle tige cireulairs

L tige drefte tige 1/2 cercle
= T 1.
1/?\ !-ﬁ il ;
¥ | , T | I\J | g
B w P Lig Liz "nh I{,’ G\\
) B b rcerck
cine croux surface paraboliqus

Ll
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4. Changement d’axe

Les axes ug et u sont paralléles et distants de d. La relation ci-dessous s’appelle la formule de

Huygens.

Ju= ]uG + md?

Si on fait intervenir les rayons de gyration respectifs : 2 = r2; +d?

5. Moment d’inertie des solides composés

Le moment d’inertie d’un solide composé est €gal a la somme arithmétique des moments

d’inertie de chacun des solides constitutifs par rapport au méme axe.

6. Produit d’inertie Jy, /17, Jy,

Lorsque les solides sont en rotation dans 1’espace a trois dimensions, les produits d’inertie

apparaissent lors des calculs dynamiques. Ils servent aussi a la définition de la matrice

d’inertie d’un solide.

]xy =]yx = fxydm
Jxz = Jox = fodm
]yz :]Z)/ = fyde

Jxy = Jxgye T M dx dy u
Jxz = Jxgzg t Mdx dz

Jyz =Jygzg T M dy dz

Huygens

7. Matrice ou tenseur d’inertie

a) Définition

La matrice ou tenseur d’inertie par rapport au repere Axyz est définie par :

[]A]xyz =

]xx
- ]xy

_] Xz

_] xy

]yy

_] vz

_] Xz
_] vz
] zz




]xx = f(s)(yz + Zz)dm
Jyy = f(s)(x2 + z%)dm
Joz = [ + yH)dm

b) Formules utiles :
Le moment d’inertie par rapport au point A :
1
Ja =5 Ux +Jyy +Jzz)
Le moment d’inertie d’un solide par rapport a un axe quelconque passant par A et de vecteur
unitaire i :

Jag = aUA]xyza

Les axes G(x¢, ye, 2¢) et A(x,y, z) sont liés au solide. Les axes des repéres sont paralléles

entre eux : AG = X.i+ Y, + Z;k. La matrice d’inertie en A est obtenue par :

YE+ZE —XiYs  —XgZg

[]A]xyz = []G]xGyGZG +m| —X;Y Xcz; + Z(Z; —YsZ;
—XeZe  —YeZo Y+ XG

F4

Exemple : Trouver le tenseur d’inertie d’un cylindre creux de masse M, de hauteur H, de
rayon intérieur Ry, de rayon extérieur Ry, par rapport a un repére dont un axe est I’axe de
révolution et les 2 autres sont dans le plan de base du cylindre. En déduire le tenseur
d’inertie :
a- cerceau de masse M
b- disque de masse M
50



c- cylindre plein de masse M

R2

Pour calculer le tenseur d’inertie des formes circulaires, on préfeére utiliser les coordonnées

cylindriques r,8,y :

X=rcos@
z=rsing .

y=y
Pour trouver 1’élément de volume dV, on fait varier r de dr, & de d&, ety de dy, on obtient :

dV =drrdddy, RL<r<R2, 0<6<27, 0<y<H

Le Volume total vaut : V = zH (R2— R2),
M

M
La masse totale vaut: M =pV = p=—=
v alRE-REH
de méme dm = pdV M dr rdé@ dy
e méme dm= =
7(R2-RZH

- I(y2+ zz)jm = I(yz + rzsinzé’)jm = [ y%dm + [ r?sin6dm
v v v v

M

= y“drrd@dy + [r s|n2¢9drrd6b|yJ
e

M 1 20 MH2 M
[IrerdHIydwIr3er(LJd9(f)dyJ— 3H +7(R§+Rf)

Jxx =
ﬂH(Rg—R)Rl 0 0 R, 0 2

pour des raisons de symétrieona: J,; = Jxx

Jyy=\£(X2+22)jm :\J/'rzg(—)dl’ rdédy = j—) I r3dl’ jd&fdy— I\; (R%+R12)

Les axes (0x), (0y), (0z) sont des axes principaux, donc les prodults d’inertie sont nuls.
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FM 2 _
SRR 0 0
M
[‘] 0]xyz - 0 ?(R% + Rlz)
M 2
0 0 o R RY)
a- Tenseur d’inertie d’un cerceau
Pour un cerceau,ona:R,=R;=R et H=0, d’ou :
_ ) _
MRT 5 o
2
Boky=| 0 MRZ O
M R2
0 0
— 2 -
b- tenseur d’inertie d’un disque
Pour un disque,ona Ry=R, R;=0 et H=0, d’ou
_ ) _
MR® 0
4 2
MR
[30ly.=| © > 0
2
0 o MR
- 4 -
C- tenseur d’inertie d’'un cylindre plein
Pour un cylindre plein,ona Ry =R, Ry=0, d’ou:
_ , .
MH" Mpe g 0
3 4
M 2
[\] O]xyz = 0 7 R 0
2
0 o MHT M.
L 3 4

IV - Quantité de mouvement
Le repere R(G,x,y,z) est lié au solide (1) en mouvement par rapport au repére de référence
Ry(0,x,y,7), G est le centre de gravité du solide et w est sa vitesse angulaire, m; ou dm est

la masse du point matériel M appartenant au solide
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Z . point matériel R (repére lié au solide 1)
z

Yy
solide 1
Ry (repére de référence) Yo 01
Xo

m = Ysym; = [ dm =masse du solide.

La quantité de mouvement du solide (1) par rapport a R, est :

% %4 7 dO—IVf d — — -
P =EsymiVu = [ Vudm = [, == dm = 2:m0G = mV; p=mVg

V - Moment cinétique — Torseur cinétique

1. Moment cinétique au centre de gravité G

Définition

Le moment cinétique du solide (1) est égal au moment résultant en G de toutes les quantités

de mouvement miV)M ou VMdm de I’ensemble des points matériels M constituant le solide.
®) )

or,Vy =V, +@AGM et [ GM dm = 0 (définition du centre de gravité), et par

Q)

conséquent le moment cinétique s’exprime par :

35 = Ji5) GM A (@ A GM)dm = [ [GM? ~ (&.GM)GM] dm = [J¢]3

[/¢] est la matrice d’inertie du solide en G

(o ] xx _] xy _] xz W,
L’équation précédente s’écrit : <Uy> ==-Jxw Jyy —Jyz (‘%)
Oz _] xz _] vz ] zz
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Regle de calcul : toujours exprimer dans le méme repére, ou la méme base, la

matrice d’inertie [/] et le vecteur en produit avec elle (w ou autre)

2. Cas d’un solide ayant un point fixe A

Si A est un point fixe du solide dans le repére de référence, alors :

- -

Vy=V,+@BAAM = & A AM

3, =j M A (@ A A )dm = [],13
()

[/ 4] est la matrice du solide en A.

La matrice est symétrique et les moments d’inertie par rapport aux axes X,y,z apparaissent
suivant la diagonale. Si on change I’orientation des axes liés au solide, les moments et
produits d’inertie changent également.

Pour une méme origine (A, O, etc.), il existe toujours un et un seul systéme d’axe X, Y, Z

appelés axes principaux d’inertie pour lesquels la matrice est diagonale.

3. Moment cinétique en un point O quelconque

Le point O peut étre 1’origine du repere de référence ou n’importe quel point fixe de ce repere.
Gy = f(s)m’ AVydm = f(s)(ﬁ +GM) A (V; + @ A GM)dm

G0 = J5) 0G AVgdm + [ OG A (@ A GM)dm + [ GM AVgdm + [ GM A (& A

GM)dm

-

AmV; +0 + 0 + 6

5
Il
S

d'ou la relation :

6')0 =ﬁ/\m[_/)(;+5')(;

Cette relation est connue sous le nom du théoréme de KOENIG.
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Exemple : Un disque plat (1), de masse 1 kg, de rayon R=0.15 m, est monté sur un arbre
horizontal d’axe X, avec une inclinaison @ = 20° par rapport au plan de rotation.

Si wy9 = w =32rad s~", déterminer ¢; du disque et I’angle 6 entre & et J;.

,(2 0 0 wcosa
mR N )
Ucliyz = T(O 1 O) ) Wyyz = <—wsma>
0 0 1 0

- — mR? - .
0¢ = Ugld = —~w(2 cosat— sina J)

Sachant que : 7 = Iycosa + Jysina et J = —iysina + jycosa , on obtient :

_ Gc@ _ 033932
Angle 8 : cosf = — =
ogw  0.343932

=0.985;60 =9.8°

4. Torseur cinétique

En prenant pour résultante cinétique la quantité de mouvement p = mVG et comme moment le
moment cinétique &, I’ensemble des deux grandeurs a les propriétés d’un torseur appelé

torseur cinétique. Notation :

-

Op B

VI - Energie cinétique
1. Définition 1

L’énergie cinétique d’un solide (1) en mouvement par rapport au repére de référence est égale
a la somme des énergies cinétiques m;Vz ou dmVy; de I’ensemble des points matériels M

constituant le solide.
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TzfzmiVM =Ef Vigdm
® )

En remplagant VT,; =V, + @A GM dans I’équation de la définition, on obtient apres calcul :

1, 1. 1 _, 1_
T=E VG+§waG=szG+§w[]G]w

T est en J (Joules). Cette relation est connue sous le nom du théoréme de KOENIG

2. Définition 2

L’énergie cinétique peut aussi étre exprimée par le produit du torseur cinématique {V} par le

torseur cinétique {C} du solide en n’importe quel point | choisi pour le calcul

ZT = {g)} {111!/6} = E))E')I + mVG[_,)I
Vo, ey ),

Si | est confondu avec G, on retrouve la premiere formule, si | est confondu avec A, point fixe
dans le repére de référence, on obtient :

ZT = 5_:4 = aUA]a

3. Cas particuliers

a) Solide en translation rectiligne

—

Tous les points du solide se déplacent a la méme vitesseV, = V,, = V.

1 -,
T = EmVG

b) Solide en rotation par rapport a un axe fixe

Pour I’élément M de masse dm dont la vitesse est Vy; = wr, 1’énergie cinétique est :
T = %rzwzdm. Pour I’ensemble du solide T = %wz Y ridm. Le terme = Y5y ridm,

représente le moment d’inertie par rapport a I’axe de rotation.
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¢) Solide en mouvement plan

1, 1
T=EmVG+§]Gw

J¢ est le moment d’inertie du solide par rapport a un axe perpendiculaire au plan du

mouvement et passant par le centre de gravité G.

V11 - Principe fondamental de la dynamique

Enoncé — Equation de mouvement

ZFext :F1+F2 ++FTL :I:E(mVG) = mag
__ddg

YMg(Fep) = Mg(Fq) + Mg(F3) + -+ Mg(F3) +ﬁ1 +ﬁ2 + “'+1‘_’in =0

Equation alternative avec O, point fixe du repere de référence :

ddo

Y Mo(Fext) = Mo(Fy) + Mo(Fy) + -+ My (F) + M1 + Mz + ot Mn =
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d. est ’accélération du centre de gravité G, Fy, F,, ..., F, sont les forces extérieures agissant

sur le systéme isolé et M,, M,, ..., M,, les couples purs.

VIl — Théoremes sur I’énergie

Enoncé : pour un solide isolé, le travail des forces extérieures, pendant un intervalle de temps
[t1,t,], est égal a la variation de 1’énergie cinétique durant le méme intervalle.
Autrement dit : la dérivée par rapport au temps de 1’énergie cinétique est égale a la puissance

des efforts extérieurs.

(T)tz - (T)t1 = [W (z Fext)]zz % =P (z F)ext)

Rappelons que :

a) Le travail élémentaire AW d’une force F dont le point d’application A se déplace de Al

est égale au produit scalaire de F par Al

—

W(F) =F Al W enJ(Joules)

b) Le travail d’un couple C se déplagant de I’angle 6 est égal a :

c) La puissance P(F)développée par une force F dont le point le point d’application A se

déplace a la vitesse V est égale au produit scalaire de F par V.

P(F)=FV  PenW(Watts)

Exemple 1: Un tambour (J = 100m?kg par rapport a son axe de rotation) tourne a la vitesse
de 20 rad s~1(= 200 tr min™1). Le freinage est réalisé en 6 secondes pendant 3 tours.

Déterminons le couple de freinage C si celui-ci est supposé constant.
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tambour seul

La variation d’énergie cinétique du tambour en rotation est :

(T, — (T, = %](w% —w?) = %100(0 —20%) = —20 kj = —20000 J
W ﬁext)]:i — €0 =-C2m3=—6uC

D’apres le théoreme de I’énergie cinétique :

(T, — (T),, = —20000 = [W(Z F"ext)]z = —6nC d’ouC =1061 Nm

Remarque : on 2 jeux de plaquettes de frein, il en résulte que :
Pl o290 _sean
~2r 2015

Exemple 2 :

0 Palier A

Le vilebrequin (1) de masse 20 Kg, de rayon de gyration r;, = 0.06 m, tourne a la vitesse de
5000 tr/mn. Déterminons son énergie cinétique. Quel travail faut t-il fournir pour passer de 0 a
2500 tr/mn et de 2500 a 5000 tr/mn.

a) Le centre de gravité G est situé sur 1’axe de rotation et est u point fixe dans le repére de

référence (0, X, Vo, Zo) li€ au bati.

5000 27
60

51/0 = ‘U1/0f = (U1/0?0 avec wq,9 = = 523.6rad/s
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. L Jx ]xy 0 W10
T = 551/056 = §w1/0?o ~Jxy Jyy O ( 0 )
0 0 Jzx 0
(x,y) étant un plan de symétrie du vilebrequin, J,, = J,, = 0

T = -mrfw}, == 20 0.06? 523.62 = 9870

b) D’aprés le théoréme de 1’énergie cinétique :

- t
[W(Z Fext)]ti = (T)tz - (T)tl = lank2 ((‘)]%inale - wiznitiale)

2

2
entre 0 et 2500 tr/mn: W = %20 0.062 ((2506#) - 0) = 2467 ]

entre 2500 et 5000 tr/m : W=9870-2467=7403 J

IX — Loi de conservation de I’énergie

Loi : pour un solide énergétiquement isolé et dont les forces dépendent d’une énergie

potentielle (E,: forces de pesanteur, actions exercées par des ressorts), 1’énergie

mécanique totale mise en jeu reste constante entre deux instants successifs.

Energie mécanique totale T + E, = constante

ouT; + E,y =T, + Ep, = constante

a) Energie potentielle de pesanteur

L’¢énergie potentielle de pesanteur dépend de I’attitude z de I’objet, plus I’objet est haut et

plus il y a d’énergie potentielle.

7 4 verticale

Eyi —Epy = mg(z; — z;) = mgh

E, =mgz b/ P

LHj|————————

b) Energie potentielle élastique (ressort)

Y

1
Ep=skf? f=lo—x

1
Epz - Epl = Ek(fzz - flz)

k est la raideur du ressort et f est I’allongement
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TD N°3
DETERMINATION DU CENTRE DE GRAVITE D’UN SOLIDE

Exercice 1

- Montrer que le centre de gravité d’un parallélogramme est le point d’intersection des

diagonales.

- Montrer que le centre de gravité d’un triangle est le point d’intersection des médianes.

Exercice 2

Déterminer le centre de gravité des masses linéiques homogeénes ci-dessous.

2R T y
ER v
Figure 1 Figure 2 Figure 3
Exercice 3

Calculer la position du centre de gravité d’une tige curviligne homogéne. On donne A(4,3),
B(6,3), D(10,3). Le rayon de la forme circulaire est égal a 2.
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Exercice 4
Déterminer le centre de gravité des masses surfaciques homogenes ci-dessous.

.-

H“-

Figure 1 Figure 2

Exercice 5

Calculer par rapport a un repere que vous choisissez les coordonnées du centre de gravité
d’une surface homogéne. AB=ED=12, BC=8, CD=6. (AE)//(BD), (AB)//(ED), (BC) L (CD).

La forme arrondie est un demi-cercle. On donne les angles : o = (AI§, AE): 60°

N ;

Exercice supplémentaire (non corrigé)

Calculer les coordonnées du centre de gravité des solides homogénes ci-dessous :

»1 a

>

Pl

L 2
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Exercice 1

SOLUTION DU TD N°3

X
LA
R
a @
s

a- Le point de rencontre des diagonales est un centre de symétrie pour le parallélogramme. Or

on a vu que tout centre de symétrie d’une structure homogene est un centre de gravité.

En effet, si la structure possede un centre de symétrie O, alors on peut décomposer la surface

en deux parties S1 et S2 telle que S2 soit le symétrique de S1 par rapport a O.

On par définition : MmOG = [oGidm =
S

d’ou G=0O

S1

[oGdm+ [oG;dm =
S2
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b- Soit un triangle ABC, on décompose la surface en tranches infiniteésimales (épaisseur tres
petite) paralléles a BC. Le centre de gravité de chaque tranche est situé en son milieu. Or on a
vu que le centre de gravité d’un solide composé de deux autres solides de centres de gravité
G1 et G2 est situe sur la droite G1G2. Donc le centre de gravité du triangle est situé sur la
droite reliant les milieux de chaque tranche, il se trouve donc sur la médiane AM.

D’une fagon similaire, on peut montrer qu’il se trouve sur les 2 autres médianes.

Le centre de gravité est donc le point d’intersection des médianes.

En utilisant la géométrie des triangles, on montre que AG = % AM

Exercice 2

Déterminer le centre de gravité des masses linéiques homogeénes ci-dessous.

1% cas (figure 1) :

Le centre de gravité G, de la tige rectiligne se trouve en son milieu, nous avons donc
G.(—R,R), le centre de gravité G, de la tige demi-cercle se trouve sur son axe de symétrie X,
d’apres le formulaire du cours, nous avons G, (%,O). Les deux tiges sont homogenes, le centre

de gravité de I’ensemble a pour coordonnées :

_ MyXG1tMaXgy _ A2RXGg1+ARTXGy 0

X =
G my+m, A2R+ART
_ M1Y61+tMaYG2 _ A2Rygi1tART Y6, _ 2R
Y6 mi+m, A2R+ART 241
2°™ cas (figure 2) :
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Le centre de gravité G, de la tige rectiligne se trouve en son milieu, nous avons donc
G,(R,0), le centre de gravité G, du cercle se trouve au centre, nous avons G,(—R,0). Les

deux tiges sont homogenes, le centre de gravité de I’ensemble a pour coordonnées :

mixXg1+myXxgo A2R xg1+A 2RI X, 1-m
X6 my+m, A2R+A2RT v Y6 0
3°™ cas (figure 3):

Le centre de gravité G, de la tige rectiligne se trouve en son milieu, nous avons donc

G,1(R,0), le centre de gravité G, de la tige demi-cercle se trouve sur son axe de symétrie X,
d’aprés le formulaire du cours, nous avons G,(R — %,O). Les deux tiges sont homogenes, le

centre de gravité¢ de I’ensemble a pour coordonnées :

_ mixXg1+myXxgo _ A2R XG1+).RTL'XG2 _ TR _ O
mi+m; A2R+ART 2+m’ Y6

Xg

Exercice 3

On note d’abord que le centre C du cercle se trouve sur la médiatrice du segment [AB].

Ona: AB=2, AC=BC=R=2

a=r-p4, sina:sinﬁ:ﬂ:—aﬂ:—:a:—,
BC
La tige OA a pour longueur |, = 1/42+ 32 =5, son centre de gravité G est situé en son

milieu: oG, = —2T+ST
D 0G = — =2 +>
2 2

G3 D

G1
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La forme circulaire a pour longueur |, =2aR = %ﬂR = %7[ son centre de gravité G, est

situé sur son axe de Symétrie(A), d’aprés le formulaire, on a :

Rsina 6

CGZ= P ZE

A =77 T A A - - 6 - - 6 -
Ona0G, = OH + HC + CG, = 51+ 3] + (Rcosf + =) = 5T+ (3+ V3 + =)
La tige BD a pour longueur |3 =4, son centre de gravité Gz est situé au milieu de BD.

oég=oé+B—2D = 67+3}+4?|=87+BT
La tige étant homogeéne et par conséquent :

3
_leioei
. £
0G ==
2 i
i=1

_ 110G1+120G2+130G3
I1+l2+13

5¢ = 5(2i+§j)+§n(5i+(3+\/§+%)7)+4(8i+3j)

= 4.027 + 3.75]

5+%n’+4

Le centre de gravité G a pour coordonnées (4.02, 3.75)

Exercice 4
1% cas (figure 1) :

Le centre de gravité se trouve sur 1I’axe (0x) car ce dernier est un axe de symétrie.

a) Centre de gravité du triangle

la partie triangulaire a pour surface S; = 2Ra, son centre de gravité G, se trouve sur la
médiane (ox) tel que :

Xg1=22R="=.

b) Le centre de gravité du secteur circulaire

Le secteur circulaire a pour surface S, = aR?, son centre de gravité G, est tel que (voir

cours):

2R sina
Xe2 = :

3a

c) Le centre de gravité du solide

X = M1XG1—MaXG2 __ 0S1XG1—0S2XG2 __ £4a—Rsina Y = 0
G my—m, 05105, 3 2a-ar '7G
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2éme

cas (figure 2) :

.y . R
a) Le rectangle a pour surface S; = 2aR, son centre de gravité a pour coordonnées G, (a, E)

b) Le disque a pour surface S, = ma?, son centre de gravité a pour coordonnées G, (a, a)

. R2 _ . .
¢) Le quart du disque a pour surface S5 = HT’ son centre de gravité a pour coordonneées (voir

4R 4R
cours) Gz(2a + gig)

d) Le centre de gravité du solide est tel que :

. = MaXe1 — MaXeo +M3Xgz  051Xg1 — 052X62 + 053X63
¢ = =

ml_mz +m3 O-SI_O-Sz‘l'O-SZ
_ M1Y61 — M2Ye2 + M3Ys3 _ 051Y61 — 052Y62 + 053Y¢3
yG m1 - m2 + m3 O-Sl - O-SZ + O-SZ
2 3
202R — ma® + <& (2a + ﬁ) 2aR? — ma® + &
_ 4 3n’ _ 3
X6 = TR? P Y6 = TR?
2aR — ma? + —— 2aR — ma? + ——
4 4
Exercice 5
v

Le solide peut étre décomposé en 3 élements : un demi-disque de centre O et de rayon OA, un
parallélogramme ABDE, et un triangle droit BCD.

AE BD BC?+CD? V64+36

2 2 2 2

1- Le demi-disque a pour rayon R =0A= 5

2
Sa surface est égale as; = % =39.27, son centre de gravité G1 est (voir formulaire) tel

que: OGl= 4R
3z
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On AG,=A0+0G,=R(cosa T +sina T)+g(—sina i +cos §)

Aél—(RCOSa—ﬁSIHOJ) (Rsma+£003ajj = 0.66i +5. 39]
K4 3

2- Pour le parallélogramme ABDE, la surface est égale a :

S, = HAE; A AEH = AB AE sina =12 10sin60° =103.92

Son centre de gravité G2 est tel que :

AD AB+BD ABi+BD(cosai+sinaj) (AB+BDcosa)i +BDsina j

Aéz =

2 2 2 2
AG,= (AB +BDcos;x) +BDsin j 857 +4.33]
3- Le triangle BCD a pour surface S; = BCZCD = 826 = 24, son centre de gravité G3 est

situé sur la médiane BM, il est tel que : BG; = % BM

BM = BC + CM = BC(i cosB + ] sinB) + CM(—sinB T + cosB J)
Si 8 = angle(BC,BD), alors § = a — 6
sinf = sin(a — 0) = sina cosf — cosa sinf

V3CD 1BC _ V38 16

= = 0.3928
2 BD 2BD 210 210

sinf =

cosf = cos(a — 8) = cosa cosB + sina sinf

cosp = L1BC 4B _18 V36 _ 9196
2BD 2 BD 210 2 10

BM =6.187+5.907]

AG; =121+2(6.187+590)) = 16127+ 3.93 ]

T - 39.27 (0.66 T+ 5.39 ) 4+ 103.92(8.57 + 4.33)) + 24(6.18 7+ 5.90 )
N 39.27 + 103.92 + 24

AG =6337+4807]
Par rapport au repére (A,x,y), le centre de gravité a pour coordonnees :
G (6.33, 4.80)
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TD N°4
MOMENT D’INERTIE TENSEUR D’INERTIE

Exercice 1

a- Calculer les tenseurs d’inertie suivant les repéres (G,X,Y,Z) et (A,X,y,z) d’une plaque

rectangulaire de masse M, de longueur a et de largeur b.

(4

15°

45°

a

b- Calculer le moment d’inertie de la plaque par rapport a un axe (A) passant par G et faisant

un angle de 45° avec GX

c- Calculer le moment d’inertie de la plaque par rapport a un axe (A) passant par A et faisant

un angle de 45° avec Ax

Exercice 2

Calculer le moment d’inertie d’une tige homogéne de longueur 1, par rapport a une droite (A)

passant par ’'une de ses extrémités et faisant avec elle un angle «
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SOLUTION DU TD N°4

Exercice 1
AV Yi L

oy ——/— — 1 1 r 1 [ v 1

X
v 1 x N Lo U
G X G X G X

. I
Figure 1 Figure 2 o Figure 3

Le solide est une plaque de dimension a x b. Sa surface estS = ab, sa Masse :M = ¢S avec
M M . . .
o===— Pour calculer Jxx , on découpe le domaine en plaques rectangulaires

horizontales infiniment petites (figure 1) de telle sorte que la distance entre cette plaque et
I’axe (GX) soit constante. Cette plaque a pour surface dS = ady et pour masse :

M

dm=cdas=Las=M 4y =M4
M=o =p®"p* Y=Y

b/2 M M| v3 bl2 M (b3 b)) M n2
2 2 y b
Joc=lyam= |y W b!3L/2 3b([2j ( 2)] 12

En découpant le solide en plaques rectangulaires verticales (figure 2) on obtient:

M M M
dm—adS—EdS—Eady—;dy

al2
al2 M M | x3 M((a¥ ( a)] Ma?
Iy =Ixdm= ] @ gx = M X :_U -(_j _Ma
S _a/2 @ al 3 3a(\2 2 12

-al2

Jzz = I(X2+ yz)dm = I(Xz)dm+ j(yz)dm =J xx +Jvy :%(a2+b2)
S S S

Pour calculer J xy = [ xydm, on découpe le domaine (figure 3) en plaques rectangulaires de
S

surface dS =dxdy et de masse = odS = f—bdx dy .

al2  bl2 2 2 2 2
3= Prvem=20 oo Tyay -2 (2T (-2 (2] (-] -0
S ab_a/z —b/2 ab 2 2 2 2

JXZ = \]YZ =0 carz=0
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Ce résultat était attendu, car les axes (GX), (GY) et (GZ) sont des axes de symétrie, donc des
axes principaux et par conséquent les produits d’inertie sont nuls.

Remarque : On pouvait utiliser le découpage de la figure 3, pour calculer J xx

M al2 bl/2 M 1 b3 b3 M
= 1y2dm = [y M ayay = M “rax dy=—(@-(-a)z|| = | |-~ | |==b>%
Ixx = gy Jy -5 O ab_aj/z bI/Zy y ab( ( ))3([2] [ZU L
" b2 0 0
[‘]G]XYZ:E 0 a 0
0 0 bp+32

Pour calculer le tenseur d’inertie par rapport au repére Axyz, il suffit de changer les bornes de
I’intégrale, 0 a a pour X, et 0 a b pour y, ou appliquer le théoreme de Huygens pour les

moments d’inertie.

b’ - :
M+(] -m22 0 b> -ab
2 2 3 4
Dl =Dalg s -M22 Ma(2] 0 |om=® @
J Alyz = Glxvz 27 5 =M|—=
2 2 b’+a
° (5B Lo o %
2 2 L i
M M
= (WGl lu}= 24(a +p?) I ={u)[3 Al ) 12(2a +2p? - 3ab)
avec (u) = (cos45°,sin 45°,0) = L (110)

=

Exercice 2

Pour trouver le tenseur d’inertie de la tige, il suffit de remplacer dans la formule de [J A]xyz

5 0 0O
par a et b par zéro. N 0]xyz:MTI 010
0 01
0 0 0)[cosa
M |2 _ 2
JA:<U>[JO]XyZ u}=(cosa, smaO) 0 1 Ofsina|{=——sina
0 0 1)|0
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TD N°5
MOMENT CINETIQUE, ENERGIE CINETIQUE

Exercice 1

Soit un solide (S) constitué¢ d’une tige OC de masse M’, et d’un cerceau de masse M et de
rayon R tournant autour de son axe horizontal, I’ensemble tourne autour de Ozo qui est fixe et
vertical.

a- Calculer le moment cinétique de (S) par rapport a O.

b- Calculer son énergie cinétique.

Exercice 2

Deux tiges homogenes OA et AB, de masse M et de longueur | sont articulées entre-elles en

A. La premiére est mobile autour de O. Elles sont assujetties a rester dans le plan vertical
XoYo- Calculer le moment cinétique du systéme g, et son énergie cinétique.

0

HO

yo
Exercice 3

On considére un pendule dit elliptique constitu¢ d’une barre O’A homogene (masse M,

longueur 1) qui oscille dans le plan vertical et dont I’extrémité O’ glisse sur 1’axe horizontal

Oxo. Calculer son moment cinétique g, et son énergie cinétique.
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Exercice 4

Soit une plague homogene de masse m, de cotés 2a et 2b, et de centre de gravité G, tournant

autour d’une de ses diagonales fixe a la vitesse angulaire & .

Calculer son moment cinétique g et son énergie cinétique.

Rappel

a) Le tenseur d’inertie d’un cerceau de rayon R (Vvoir cours) :

* 0

SOLUTION DU TD N°5

D’apres d’Huygens :

0

(2)

UG]xyIzr =

2

12

A

0 0 O
01 0] (3
0 0 1
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T
(@]

D’aprés d’Huygens : Uolxy

(e}

c) Le tenseur d’inertie d’une plaque rectangulaire de cotés 2a et 2b est (TD 4, exercice 1) :

YA

G

Zb

2a

Exercice 1

Fo: repére fixe Oxoyozo

F1: repére mabile Ox1y1z1

Rc: repére Cx'ly1z'

&’&mfﬁ#ﬁff

Gszin= @F ik

UG]xyz =

M (bz 0
—l 0 a2
3 0 O

0

0 ) (5)
a® + b?

Le solide (S) formé de S1 (tige oc) et de S2 (cerceau) :

Le moment cinétique du systtme est égal a: 5 (S) =5, (SD+5( (S2)

(31) @p=

&

[“JT C']xl rlzl

G (82)=M OC AV + ¢

] , ] 0
o M o |lo
3 2
L

3

&C = [J C]xlylz]_&.)Z/O
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= —- — d@é - — M — -
OC =aj, V¢=—/ = Qe Mgy = QW N T AW
dt =

MOCAF, =Maytinf=Ma gk,

2
MR 0 ; 0 &
7, = 0 —MR 0 0=
Diaprés féq ) o W2)=| 0 |+ > |-
M) 5
ol o o ME|Y {
D
MRl
g, S=a, Sh+a, (D= 0
M g MY .
+M.5;52+—3 W

L’énergie cinétique du systéme est égale a :

1 M.
T(313'=5@‘1m &, {SU:T“’;

1 1
T(S2) =EMV%+ECB2/0 oc

2

2# 21- *
w2y =Mt 2 MR w2=%[ﬂ—+a2Jw2

2 4 2

19 2
TS = TS +T(S2) = ﬂ%;ﬂ +%{% +J]¢?
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Exercice 2

vl
S 0
Ro: repére O xo yo zo yo
R1: repére O =11 y1 z1
RG:repére G x2 y2 z2 y2
;:::o = El = Ez_ o A
HOA) =& &,
B(AB)= BF, G
u2
X0 1
¢ \
0 0 0 o 0 5 5
. BEgE M., M
& OA) = Srody = |0 T (] 0|= )] = =
0 ( ) [Jﬂ]xlylzl ( :' 3 2 Miz 3 e ﬂ'kn
& M,
q q i N ey
\ 3/
&g (AB)=M OG AV g + G (AB)
I I
Ecos(ﬂ—a) I +§cos(ﬂ—a)
= - = | . I .
oe\ =0A+AG=|0| +| sin(f-a) |=| sin(f-a)
1
0 0

—%(é—&}sm(ﬁ—@

o= 35(,’5 ~ &) cos(f- @)
]

f+%cos(ﬁ— &)

%sin( S—al
0
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!
I+ —cos( 8-
5 (4

MOGaPg= ésin( A-a)
0

Fa8 =[7 G]xz y222 P(A4E)

)

0

=0

0

%ﬁsm(ﬁ—w)

Ed+%,¢§ms(ﬁ—&)

0
[212 ] 0
A
12 .
Mp2NE
12

0
M 0
12 g2

g;2+,5 (.::1’+,8]| cos( f—a)

0

0,
M2
—ﬁ

Y] 2 . 2 .
a, (AB>:M{&£3+/3%+%(¢E+;?>COSQS— a)}&*l [M 5 ﬁ]

8, (AB) = M{a’ﬁ% 8=

&, (systeme) = &, (G'A)+a- (AR = M| & {

1 -
T(0A) = 5 o) a, (04) =

1

M .

412

2
&

T(AB) = EM V2 +%c7)(AB) & (AB)

T(AB) = —M[ F e+ dbeos B f:r)J+M

1(AB) = %MEE [§+ &+ &fcos( 8- ﬁ)]

T(systeme)=T(OA)+T(AB) = —M i [
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!

2
24

2

+ 8+
3ﬁ3

I

(& + ﬁ) cos(f— a:)}

g 4& A | Boos( - )J
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Exercice 3

ot
0 * w0
L J
Yo
Go (OA=M OGP+ g, da=|rgl,, HO 4/ Ry
0 02 0 |ro 0 :
se=lo M2 o lo|=| o [=MPsg
12 g M;Eé
o o ME 12
12
| . | .
—sing X+—sin@
X [ | 2
0G=00"+0'G=|0]| + Ecos¢9 = Ecos¢9
0 0 0
. i
x—l—Eé'u:osE'
- £ . . M, - .
VG:'Q?OG = _"’?_,gsmg MOGAyG:—[—(xﬂsm5‘+xcos§}+
dt By 2 q 2

. . ) 2.7,
g, (O A =M OG AP g+adg= —ME{xﬁsmm weos8)+ %5};;

, 1 5 1. N Y PR T
T(G’ﬂ)=EMVG+§mI:ﬂB:I ares =§M x +T+EX5EOSE‘|
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Exercice 4

2b &
G

Z2a

il -
- o

La plaque tourne autour de sa diagonale de vecteur unitaire G

—_ O - - O a - b - -
a(plaque) =wli = w(i cosa + Jsina) = w(i + ] = (al + bj)
VaZ+b2  ya?+b?  +aZ+b?
M b2 O 0 a o
GG (plague) =[3],,é(plaque) ==+ 0 a* 0 | —Z—|b|= Mabe

=——= |a
0 0 a2_|_b2 '\/3.2‘|‘b2 0 3\/a2+b2 0

1 a’b?
T(plaque) =~ a(plaque) 55 (plaque) =M w? B
2 a“+b
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TD N°6
THEOREMES GENERAUX

Exercice 1

Une barre AB homogéne de masse M, de longueur I glisse sans frottement dans un cerceau.

Trouver la relation €= (&) 3 partir du théoreme du moment cinétique. (on pose a=OH).

Exercice 2

Soit le roulement sans glissement d’un disque mince de masse M, de rayon r sur un anneau

fixe de rayon R.

- Trouver larelation entre & et ¥ (& est la vitesse angulaire du disque)

- Trouver larelation &=.7(8) 3 partir du théoréme du moment cinétique

- Calculer Tet N les composantes de la réaction de contact en I.

- Montrer qu’a partir d’une certaine valeur @ de 4, le disque quitte I’anneau.

On prend : 6(0) = g, et F0 =0
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g
\! p 30

Exercice 3

Un disque mince (masse M, rayon r) roule sans glisser a I’intérieur d’un anneau fixe de rayon
R.
Calculer a partir du théoreme de 1’énergie cinétique, la période des petites oscillations du

disque sachant que les frottements de roulement sont négligeables.

X0

Exercice 4

Deux tiges CA et CB de masse m et 2m, de longueur | et 2| (respectivement) sont solidaires et
perpendiculaires entre elles. Elles sont assujetties par des liaisons parfaites a tourner dans un
plan vertical autour du point fixe C. En A, est fixé un ressort de raideur k, la position de son
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extrémité O est choisie de facon que la tige CA soit horizontale lorsque le systéme est en
équilibre.
- Calculer la période des oscillations de faible amplitude au voisinage de la position

d’équilibre.

¥
=

Exercice 5

Les extrémités A et B d’une barre homogene de masse M et de longueur 21 glissent sans

frottement, A sur un axe vertical, B sur un axe horizontal. On repére la position de la barre par
I’angle o qu’elle fait avec 1’axe I’horizontal. On prend a t=0: «(0) = ¢ et a(0)=0,

- Ecrire I’équation du mouvement &= fla) a partir du théoreme de I’énergie cinétique.

- Calculer les reactions R, et Rg

- Montrer qu’a partir d’une certaine valeur 1 de «, le point A quitte I’axe vertical.
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SOLUTION DU TD N°6

Exercice 1

Fa: repere O xo o 20 .
R repere O xT el 27 -

z0=171 ] R4 Vi
"ﬂ' it
H‘.
B e
F
Le théoreme du moment cinétique appliqué au point fixe O donne :
-~ _doo
= 1
IMo="4 1)
- - Mgcosd
T Mo =O0ANFa+OF nFp+0B nP=0H nFP=|0 |n| Mgsin 8 |=—aghlsin 8 kg
0 0
2
L 0 ;
12 2 .
o= [1 ] Brame=| O Md? 0 0= 44?8k
Ja 1ylel Barre jz 1 12
0 0 Mi+M g2\
12
. Ez +a
Péquation (1) donne: LRI P ag sin &=10
12
()
Pour intégrer cette équation, on multiplie par dé :
72 "
Em? B18+ag sin =10
: 2 2
gig = ﬁd,g — 8 Soft apras intégration {i_E-I_aEJ %— agcos 8= Cle (3
dlt
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Exercice 2

%1
A
¥o i1
Fo :repére O x0 yo Zo R
Roirepére Gl yl 21 T 7 e
zolfz1 —
'
|
R P
\lﬂ
X0

0 est I’angle de rotation du disque autour de ’axe 0z @, /o = Ok

¢ est ’angle de rotation du disque autour de I’axe Iz.

La vitesse angulaire totale du disque est égale a : w, /o = (9 + <p)E

Roulement sans glissement : \/, =0

dil

Oﬁ:(ﬂ+r}{1:~fc=(g+ﬂ?
£

P:jzﬁc+&iﬂ’!'5£i'h(jf:0:> {R+f}5}1+{é+‘§9}£ﬂ{_rﬂ}= {Rﬂ—réa}:;l:cl

RE-r@=0 (1)
Le théoreme du moment cinétique appliqué en C (centre de gravité) donne :

I =10t @

SNe=Cl AT == AT 5)=—rT([yA T,)=—rTK

1
M2
il Iy
4
0

0

M2 o oo M . . R

ﬁcz[“rﬂ']xlylzlz D = zr {5"‘&:‘}%2?{."4'3}5 car {P:?E
g

1]
0
ol o+ g

0
1
0

Diaprés Négquation (2) on obtient » T= — % r+ '+5'+

Appliquons maintenant le théoréme du centre de masse :

N+T+P=M j, (4)
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We_ A((R+r)87) =R+, (R +r)L = (Rer)E - (R41)ET

e T
En projetant I’équation (4) dans le repére Rc, on obtient :
T— Mgcos 8= M(R+r8 5
N-Mgsin 8§=-M R+r) g
En remplacant T par (3) on obtient :
e 2
F+— 8 ros8=0 (6)
r+R)
16+ cos 810= 0= B0+ — 2% cosaio=0=T 4 g oo ce
Ar+H Ar+ R 2 lr+ 7
En wtilicant les conditions initiales | 8(0) = gy, é(l:l) =01, on obfient 3 F sth G = Cie
1+ |
.2
Fal 2g . .
=+ lgih &—sin Gni=0
2 3r+R - 7
Calcul des réactions
D’apres les éq (3) et (6) T= % Mg cos & (8)
Draprés les éq (5) et (7) N = % Mg (7sin 6 — 4sin g,) ©)
Le disque quitte I’anneau quand N=0, d’ou sin @ = —=sin g, (10)
Exercice 3
. ] ] s . a— f__.-'"l-}-'- ---\-""'\-\H\.
& est l'angle de rotation du disque autour de l'axe oz @yp= 6k 7 N
/ A
@ est {angle de rotation du disque autour de laxe Iz l.’ \
+ “:. - O I
La vitesse totale du disque est égale a : @qyyp= 18+ @k , Jl
'.\ -5;". ?_Tt'f
o
\M .’:rcgff’

D’apres le théoréme de I’énergie cinétique :

‘3—1: P(=F)
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P(Z If): PVc+RV, =PV cary,=0 (roulement sans glissement)

| est le point de contact appartenant au disque, R est force de réaction en I.

OF = (R—1)7, = Pro=(R-r) &

&L _(R-187
. (. ) |

P[Z ﬁ): Ple= Mg(ﬁ‘.—r)écos(ﬁ,ﬂ} = Mgﬂﬂ—f)éms[ﬂg*'f] = —Mg(R—r)é‘sm g
IP_;I: ?C+@2ID ﬂCf: {R—f}551+{5+‘§9}gﬁr;1 = {Ré+r¢3};1 =0
Fr=0 = RE+rp=0

L’énergie cinétique du disque est égale a :

1., 1. 3
T :EM Ve +§w2/o[\] c]xlylzla)zm

Le disque est en mouvement plan, d’ou :

2 + + +
T= %MP’%+%J€ @5 = %'R—r 352+%M’" (B+¢F = ;M'R—rlzaz

Liéquation (1) donne: EM I R—r 2o8 = —Mg|R—r)sin 8

fcar @ = —ESJ
r
- g
T g+
sof AR-1)

Four des petites oscillations (8 trés petite), ona sm8 = 8

sm =10

. 2g
F+a*8=0 aver @ =
@ 3R —r)
La période des petites ascillation est égale a »
27T 2T 3R -
Période = — = ——== 47 =)
AR-r)

Remarque : La seule force qui travaille est celle de la pesanteur (poids), on peut donc
appliquer la loi de conservation de I’énergie totale. T + E  est constante.
L’énergie potentielle E

=—-Mg(R-r)cosé
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T+EF :%M.R—r n2é2 — Mg R—ricos 8 = Canstan te

I:iIT-l_E | o4 +
TP=U :»%Muﬁ—rﬁamiwg(ﬂ—r)asma: 0
i
St - 648 gng=y
IR—r
Exercice 4

Ro: repére Cuyz
R1: repére Cxlylz

1

T=k {sin &

- _dd; (1)
%Mo "
1 0 0Y%D 00 00
iz (27 F .
5. = BCA+E(CH =20 0 0)0|+2m=—(0 1 0]0 = Im Bk (2}
0 0 1)l8)g, 00 1) Jo

>Mc=-Tlcos@—p,lsing+ Pllacose:—k|2sin9c050—2mglsin 9+mg|§cos¢9

Pour des oscillations de faible amplitude on prend :sin@~ 8 cos@ =1
z,\zc=—<9|(k|+2mg)+mg'E 3)

D’aprés 1’équation (1) on obtient :

(ki + 2mg )
Gy Hrimel & @
Er) taf
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d’ou Période = —— 2% —pn |3
(kI +2mg) (kl +2mg)

3ml
()
Remarque : Les seules forces qui travaillent sont le poids et celle engendrée par le ressort, on

peut donc appliquer la loi de conservation de I’énergie. L’énergie totale T + E , est constante.

Le systéeme (2 tiges) est rotation autour de I’axe fixe Cz, L’énergie cinétique est ¢gal a:

1 1. 7 ey 3 .,
T=_ Jc-:‘rrz = _53 M T | = Emgzgz J o est le moment d Tnertie auiour de T,

2

L’énergie potentielle £, = % k (Isin 8)> —mg IEsin € —2mglcosé

T4 Ep= gm;2é3+%k@? sitl Ejg—mg%sin 8—dmglcos 8
.:fr.l'T+Epl
ot

Four des ascillations de faible amplitude on prand s 8= 8 cosfd =1

= 3m32é§+ﬂc;2ésﬁ1 5cos§—mg%écos€+2mgﬁésm g

dilT+g, . "
GETE E(ijzﬂ+lka+2mgf g_mgiJ
ot 2
dilT+E, .
Ralnig I N 5+Ifcf+2mgI5=£
dt Swnl &4
Exercice 5
¥ 4 A
Ho: repére Oxyz ," ¥
Ri5 : repare Gx'y'z' A ;’

AT F] (1)
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lcosa — g sin @ — i cosa — ia'sin @

OG =|isina Va= lncosa Y= —14%sin o +id cosa

0 0 0
“Ro Ra Ro

Le solide est en mouvement plan, son énergie cindtigue vaut !

1 1
T=—Jpa*+—M s
plea t oM TG

L M2t MpP

T—1M£&2+1M‘E &=

P'E Fl= ﬁﬁgﬁ'ﬁﬂﬁﬂ +{;BRB = ﬁﬁG = —Mgf&'EOS &
Hn absence du frotiement, les réactions sont normales au pian de déplacement.

LDiapres le theorsme de 'énergie cinetique :

E:P'ZF' = +¢i+3—gmsazﬂ
dlf 4

L . , ig .
Aprés integration : - +E st @ = Clie

Remarque : La seule force qui travaille est celle de la pesanteur (poids), on peut donc

appliquer la loi de conservation de I’énergie. L’énergie totale T + E , est constante.
L’¢énergie potentielle E, = Mglsina

T + 8y =§M_¢‘2{32+Mgf cosa =Cte d'os §+1—‘?5m£€ = Clte

Conditions initiales f (D) = ay ~ @(0) =0), on obiient :

{12 CT-20 .
= 4+ = an @ — s =0
BT an)

Réactions & (on appligue le théoréme du cenire de masss )

RA=MyI=M'—E&2cosa—E&sma'

PR+ Rp=M7¥ = -
RATERE ¥a {RB:Mg+Mn=ME+M'-3&251'11&+3&'30”'
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- g, :
machant gue o = —i—fcos a et G =-— 2—? {sin &— sin gy

3 3 3
RﬂzaMgcos&{Esm & —sin .::};[]] RE:Mg+EMgsﬁ1 alsin & — 2smmoap !

Le point A quitie la verficale quand Ry,=0 500t

. 2.
s clfzgsm an
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PRINCIPE DES TRAVAUX VIRTUELS
EQUATIONS DE LAGRANGE

Objectifs :

- Définir la notion du déplacement virtuel compatible avec une liaison et le travail

virtuel associé
- Donner les différents types de liaison
- Enoncer le principe des travaux virtuels

- Etablir les équations de Lagrange.

| — Principe du travail virtuel

1. Déplacement virtuel

et les liaisons imposées a ce systeme

On appelle déplacement virtuel (fictif ou imaginaire) d’un systéme, tout déplacemen

t

infiniment petit des particules de ce systéme, compatible a I’instant t donné, avec les forces

Soit rj le vecteur position de la particule i du systeme. Supposons rj fonction de n parametres

qui décrivent la position du systeme et éventuellement t.
Fi = Fi(0y, 0pens s t)
Les parametres q; sont appelés coordonnées généralisees.

Le déplacement réel de la particule i pendant I’intervalle du temps dt s’écrit :

—%dqﬁ%d Oy +evene +%dqn+%dt

dF; =
' oq o9, aq,, ot

Le déplacement virtuel de la particule i pendant I’intervalle du temps dt s’écrit :
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ar, G?i
+ . + —
a%%im 92 o i

Ofi=
Le temps n’intervient pas dans le déplacement virtuel car la transformation est une

transformation géométrique a 1’instant t.

2. Liaisons imposées au systeme

Nous avons classé les liaisons en deux catégories principales suivant la nature des équations
qui s’y rapportent.
a) Liaisons holonomes
Supposons leur nombre égal a h, elles sont de la forme :
fl(ql, s Qjr - Qpo t) =0
h relations < fi(q1, -, qj) - qn, t) =0
fh(ql, s Qi Qhy t) =0
b) Liaisons non holonomes
Supposons leur nombre égal a I, elles sont de la forme :

a11q4; + -+ aqig; + -+ a1ngn = by
| relations { @j1q; + -+ a;;q; + - + ajnqn = b;
g+t ayq + -+ apgn = by

Le degre de liberté formel est donc : k=n-(h+l)
Les liaisons peuvent dépendre ou non du temps.

Les liaisons holonomes peuvent se mettre sous la forme :

af] f] 0

of ; a
tG, + -+£%+ 4L, +50=0 j=1..h

Elles ont la méme forme que les liaisons non holonomes :
ajlc'h + -+ ajiqi + -+ ajnqn - bj =0 lel
On appelle déplacement virtuel compatible, tout déplacement vérifiant les équations

précédentes en faisant : a =0eth; =0 ,soit:

6f’5q+ + 5q+ + Sqn—OJI .h

aj;6q; + -+ aji6qi + -+ ajn6qn =0 j=1...1

Exemple : Un point matériel P peut se déplacer sur une droite (D):(Ol,)?l) telle que 0, € (D)

se déplace sur (0, Y,) de maniére que : 00, = %)/tzj

Déterminons :
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a) L’équation et le type de la liaison
b) Le vecteur position compatible avec la liaison
c) Le déplacement réel compatible avec la liaison

d) Le déplacement virtuel compatible avec la liaison

Solution :

OP=xi+Yyj=00,+0.P
L’équation de la liaison s’écrit :
y =1yt2+tg9. X
2
qui se met sous la forme habituelle :

y— %ﬂz +tg8.x =0 ou f(X,y,0,t) =0 c’est une liaison holonome.

h=X O,=Y (z=0

Le vecteur ¥ =OP compatible avec la liaison s’écrit :
r= xf+(%yt2+tg¢9. xj] =T (x,6,t)

Le déplacement réel compatible avec la liaison s’écrit :
— ar ar a'_: o = 2= g
dr = —dx+—d@+—dt=(i +tg0 jdx+{L+tgo°)j do + dt
OX 00 ot ( J J)d ( g )J 7
Le déplacement virtuel compatible s’écrit :

SfF :g5x+%59:(7+tg9 T)5x+(1+tg¢92)f 56
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3. Travail virtuel

Pour un déplacement virtuel ¢F; de la particule i, le travail virtuel de la force g; appliquee a i

s’écrit 1 OW = F; &¥j

4. Principe du travail virtuel (PTV)

Soit (S) un systeme de N particules en mouvement dans un repére galiléen. La loi

fondamentale pour une particule i de masse m; appartenant au systéme (S) s’écrit :

Ei=mi 7, Vi=12..,N

Eiofi=mi 7;of Vi=12.,N

d'ou For, = Z m;y;6r;

l

N
=1

N
=1

F; estla résultante de toutes les forces (intérieures et extérieures) qui s’exercent sur la

particule i. 7, étant I’accélération.

Enoncé : Le travail vituels développé par toutes les actions mécaniques dans une

transformation vituelle est €gal au travail virtuel développé par les quantités d’accélération

La force F; peut avoir deux origines :
Fi = Fl; + Fd;
Ou Fq; : force mecanique donnée
Fl; - force de liaison

N N
Le travail virtuel des actions mécaniques s’écrit : SW = 3 F ;i &Fi + 2 E )i Xi
i=1 i=1

Cas des liaisons parfaites

Une liaison est dite parfaite si le travail virtuel développé par les actions de liaison est

nul dans toute transformation virtuelle comptatible avec les liaisons.
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N
Le travail virtuel s’écrit dans ce cas: SW = Y F i OFi
i=1

Exemple 1 : Liaison intérieure et mouvement de rotation

Zg_ﬂ

Le travail virtuel développé par les actions mécaniques de liaison est égal a :

SW = F,6r} = F, Vi) 6t

Fy, est action de 1 sur 2 ; V(1) est la vitesse relative de 2 par rapport a 1.

Si on respecte la liaison, la vitesse de glissement est située dans le plan tangent, et le travail

virtuel (liaison parfaite) est nul dans deux cas :
- ﬁlz est normal au plan de contact (ce qui correspond a I’absence du frottement).

- 1721 (I) = 0 la transformation est un roulement sans glissement.

Exemple 2 : Liaison intérieure et mouvement de translation avec frottement visqueux

Yol

b
i ] ? Xo
S M

Par hypothése I’action de 1 sur 2 est F;, = —bV;} (mouvement de translation : tous les points

ont la méme vitesse). 1721 est la vitesse relative de 2 par rapport a 1.

Le travail virtuel développé par les actions mécaniques de liaison est égal a :

SW = F,,6r} = —bV}8r} + 0 ; 51 est le déplacement de 2 par rapport a 1.
2 2 2 2
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Cette liaison n’est pas parfaite.

Cas d’un systéme en équilibre

Si le systeme est en équilibre (77i —0), on obtient :

N
Zﬁlgﬁ-:O
=1

1=

Enoncé : Le travail virtuel développé par toutes les actions mécaniques dans

une transformation virtuelle quelconque est nul, pour un systeme en équilibre

Exemple d’un bi-pendule : OA et OB deux barres homogenes identiques de masse m et de

longueur 2l parfaitement articulées en O et A. On exerce une force horizontale F connue.

Etablir la position d’équilibre (calculer 8, et 8,).

0 »
y
+
a1
A
) 92 B
—
F
“,X

Comme les liaisons sont parfaites en O et A, le travail virtuel des forces de liaison est nul. Le

travail virtuel des actions mécaniques données est égal a :

SN =m§ §0Gy+Md J0G,+ F JOB =mg(sY g1+ 8V a2)+F oXg=0

G est le centre de gravite de la barre OA, il est situé au milieu de OA.
Yo1=1c0sg,= sYg1=-1sing 66,

Go est le centre de gravité de la barre AB, il est situé au milieu de AB.
Y g2 =2lcosg;+1cosgr = oY gp =—-21sing, 56, —15in 95 50,

X g =2l(sing;+sing, )= 6X g = 21(cOS 91501+ COS A2 567)
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—mgl sin g, 561 — mgl(2sin @, 561 +Sin 9, 502) + 2F1 (oS 9,561+ COS G2 502) =0 Y 61,0,

(—3mgl sin g, + 2Fl cos g;) 561+ (— mgl sin @, + 2Fl cos @, )50, =0 V01,0,

2F

Dot —3mglsing;+ 2Fl cosg; =0 . tggl_smg
ou —mglsing, +2Fl cosg, =0 sott- 2F
tgszm—g

Il — Equations de Lagrange

Les equations que nous allons obtenir ne sont pas de nouvelles équations, elles sont déduites
de la loi fondamentale. Le but poursuivi par Lagrange est clairement formulé dans sa préface
a la premiere édition : « On a déja plusieurs Traités de Mécanique, mais le plan de celui-ci est
entierement neuf. Je me suis proposé de réduire la théorie de cette science et I’art de résoudre
les problémes qui s’y rapportent, a des formules générales dont le simple développement
donne toutes les équations nécessaires pour la solution de chaque probleme. J’espere que la

maniere dont j’ai taché de remplir cet objectif ne laissera rien a désirer ».

Soit un systeme de N particules. Soit Fj le vecteur position de la particule i du systeme.
Supposons i fonction de n parameétres qui décrivent la position du systeme et
éventuellement t.

Fi=Ti(ddpe- s t)

Le déplacement réel de la particule i pendant I’intervalle du temps dt s’écrit :

OT;j Ofi OFi Of;i
dri:idql+idq2+ ...... +idqn+idt
o0 aq, aq,, ot
La vitesse de la particule i est égale a :
. dF, o dq, OF dq, 0 dq, 07 OF O 07
Vi =——= + —_—t—=—+ —(;
dt dq, dt 0q, dt aqn dt Jdt Ot aq]

Le déplacement virtuel de la particule i pendant I’intervalle du temps dt s’écrit :

ar|5q1 arl ot ar'&]n %

5q.
GLA 6q2 j20q; !

ri=
Le travail virtuel développé par les actions mécaniques est égal a :

ZF.& >F, za“aq, Q4

i=1 _1(3 j=1
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N :
Qj=2XFi-~  Qj estappelé force généralisce.

Le travail virtuel développé par les quantités d’accélération est égal a :

Vi N oFi ”N dv.ar.

N dv
m mj
Z i7i6Fi = Z 4t J_laqquj J—ll—l dt6 2. i
— d R - d )
UKL miV;—— i —mivi o
dt og; dt 0q; dt| oq;
S dfy _ 07y n 0T ’0 or; _ 9v;
OF Ui =" = ¥ Ly=1gq, 4 400 50, =73y,
S Or;\ _ d 3 a_ﬁl —i i ! 2
at (mlvl aq ) - dt( iVi aqj) T at <6q, (2 iVi )>
g 81|y 2 (8] 2 (L)
| Idt aqj | Iaqj dt 1Y q] aqj 2 1 Vi
L= d /1 Jd (1
Z?I=1mi)/i5ri = 121 1 dt( q (Emlvlz)> _a_qj(zmlvlz) 6q]
L= d 2 0 1
Z?I=1mi)/i5ri = ] L dtaq N ( m;v; )—671_2?’:1 (Emiviz)] 8q;
5> d oT
Xamyior = Xy [an aq]] qj

Le principe des travaux virtuels s’écrit :

[d oT aTl(S - 0.5
Z dtag;, aq;| " Zj=1 S

=1

1. Equations de Lagrange pour un systeme a parametres indépendants

Si les parametres q; (J=1,..,n) sont indépendants, on obtient :

Si les forces F; dérivent d’un potentiel V (forces de pesanteur ou forces engendrées par les

£ o
ressorts) : F; =—gradV Q= T _

qu aqJ
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Sachant a—.V = 0 on obtient :
6qj

L=T -V est appelé le Lagrangien du systéme.

2. Les parametres ne sont pas indépendants mais liés par des relations de liaison

holonomes et non holonomes.

Les relations de liaison peuvent se mettre sous la forme générale :
fi(@1, s @iy s @y t) = 0 j=1..h

{ aj1qq + -+ ;g + -+ ajpgy, =bj j=1..1
Remarquons tout d’abord que si nous avions des liaisons de type holonome, nous pourrions
nous ramener immédiatement a 1’étude que nous venons de faire.
Supposons en effet que les seules liaisons existantes soient du type :

fi(q1 s iy e @y t) = 0 j=1..h
On peut toujours tirer h parameétres en fonction des n-h autres, et alors se ramener a n-h
paramétres indépendantes. Donc du point de vue de la théorie, il n’y a pas de difficulté
nouvelle. Si ’on garde ces liaisons dans certains cas, c¢’est uniquement pour une raison de
commodité.
Par contre, il en va tout autrement pour des liaisons de type non holonome :

aj1qy + -+ ag; -+ apgy=b j=1..1
car par hypothése, elles ne sont pas intégrables et par suite nous ne pouvons pas exprimer
certains parametres en fonction des autres grace a ses relations.
Si nous conservons les liaisons non holonomes, c¢’est pour une question de principe et si nous
conservons les liaisons holonomes c’est pour une question de commodité.

On a déja vu que ces liaisons peuvent s’écrire sous la forme :
9 g Vise vrVisge —0 i=

aq16q1 + -+ 2a: 6q; + +aqn5qn =0 j=1...h

aj;6q, + -+ a;;6q; + -+ ajpdq, =0 j=1...1

Remarque : ce systéeme peut se mettre sous la forme unique :
aj16q; + -+ a;;6q; + -+ ajp6q, =0 j=1...m, m=I+h

Du point de vue mathématique ce sont des équations linéaires en &q;.
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_ﬁaji&]i
=1

En introduisant les multiplicateurs de Lagrange ;; , le PTV s’écrit :

i=1\atsg; " aq,

o ————
J=1\ataq; aq;

IE

=0 j=12,..,m ouen permutant les indices i et ] ﬁaijaqfo i=12,...

4 T oT
i ( )5%' =021 Q;0q; + Xit1 A Xy ;564

Exemple : systeme holonome

M
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o : F, =
- On applique a la manivelle (1) un torseuren O : {T; }op = {IW 1

1=C20




- On applique a coulisse (2) un torseur en 0, : {T5} o, = { .,

ﬁz = Fz)?o}
M, =0 0,

Trouver I’équation du mouvement sachant que les liaisons sont parfaites.

a) Equation de liaison

Pour repérer le mouvement, on emploie les parameétres x et 8, mais ils ne sont pas
indépendants, ils sont liés par la relation :

cos(f0 — a
e GO B

cosa
La liaison est du type holonome.

b) Equation du mouvement en se ramenant & un parametre
Energie cinétique

101
T=T1+T2=E]19 +_Mx

2
J1 désigne le moment d’inertie de (S;) par rapport a I’axe (0, Z,) et M la masse de (S,).
D’apres I’équation de la liaison : x = —r Sir;ges;a) 0 ;dou:
1 sin(6 — a)\*\ .
T = —(]1 + M(r¥) >92
2 cosa

Les liaisons sont parfaites, le travail virtuel des seules actions données :

ox = —rww

cosa

sin(8 — a)) 5

SW = (M _F
1 27" cosa

Cette relation est de la forme SW = Q466

Equations de Lagrange
Il 'y a un parameétre indépendant : 6
doT OT _

I ahn An 0

dtog 00

aT sin(f — a) 2\ |
£_<]1+M(r cosa ))9
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d oT sin(@ — a)\?\ .. sin(@ — a)cos(6 — a) .
(g O DY) g2 SO D)
dt 90 cosa cos’a

d’ou I’équation :

sin(@ — a)\?2\ .. sin(@ — a)cos(60 — a) . sin(f@ — «a
<]1+M(r¥))0+Mr2 ( )2 ( )92=M1—F2r(—)
cosa cos?a cosa

c) Equation de Lagrange en conservant deux parametres

D’apres 1’équation de liaison :

Le travail virtuel s’écrit :
6W = M169 + F26x

L’énergie cinétique est :

1 . 1
T=§]192+—Mx2

2
On peut donc écrire les équations de Lagrange en employant la méthode des multiplicateurs :
d dT 0T sin(6 — a)
—————=M; + Ir———=
dtgo 080 cosa
d oT 0T - F 41
dtdx odx *°
Gom @@
J160 = M, r CoSa (1)
Mi=F,+2A (2)
De I’équation de liaison, nous tirons :
sin(@ — a) .
= —r¥9
cosa

sin(f0 — a) .. cos(@ — ) .
(0—a),;  cos(6-a),,

cosa cosa
d’ou de (2) on tire :

sin(6 — a) .. cos(d —a) .,
A=-Mr——0—-Mr———0“+F,
cosa cosa

en portanten (1) :

. sin?(8 — a) .. cosa cos(8 — a) . sin(@ — a
]19=M1—Mr2¥6—Mr2 ( )eﬂ—FZr¥
cos?a cos?a cosa
Soit :
sin(@ — a)\?2\ .. sin(6 — a)cos(6 — a) . sin(f0 — «
<]1+M(r¥))9+Mr2 ( )2 ( )92:M1—F2r(—)
cosa cos’a cosa

C’est bien 1’équation déja trouvée.
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TDN°7
PRINCIPE DU TRAVAIL VRTUEL

Exercice 1

Soit le systeme (S), on exerce en B et D une force F selon I’axe horizontal, en C est appliqué

le poids P du & la masse m. Les barres sont de masse négligeables et toutes les liaisons sont
parfaites.

Trouver la relation entre F et P lorsque le systeme est en équilibre sachant que 4, ¢, et AE

sont constantes (E point fixe).

Exercice 2

OA, AB et BC sont des barres homogenes identiques de masse m et de longueur 21, mobiles
dans un plan vertical et parfaitement articulées entre elles. O est un point fixe. Le point C est

astreint a rester sur 1’axe ox, il n’y a pas de frottements en O et C. En B, est appliquée une

force F .

Trouver la position d’équilibre du systéme.
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¥

¥
SOLUTION DU TD N°7
Exercice 1
v
F 9
cp
£ .t
F
B L ~ @ D
F —F
£ !
e e
A E

Le systéme est en équilibre, donc d’apres le principe du travail virtuel, on a :
YFixi=0
Puisque les liaisons sont parfaites, les seules forces qui travaillent sont F et p:

Fofrs—Foip+Pofic=F kg —Fxp—mMg =0
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xg = lcos@ oxg = —1sin 856
xp =lcos@+2lcosg d’ou I &p =—Isinbo6 — 21 sin gog
yc =1sin@+lsing & =1cosd56 + 1 cos pog

— Flsin 856 + F(1sin 856 + 21 sin ¢¢)— mg (1 cos 856 + | cos p5p) = 0
(2F1sin ¢ — mgl cos ¢)o¢ — mgl cos 656 = 0

F5¢_m cos¢5¢+cos¢959
~ 2 \sing ' sing

0 et ¢ ne sont pas indépendants.

En effet : AE =2l cos@+ 2l cos¢g =Cte d’ou AE =-2I(SiNBSG+sin gop) =0

00 = —%&5, en injectant cette expression dans la relation de la force, on obtient :
sin

Exercice 2

v
~

Le systéme est en équilibre, donc d’apres le principe du travail virtuel, on a :
2Fiori=0
Les seules forces qui travaillent sont les poids des barres appliqués en leurs centres de gravité,

et la force F .

B180G1+ Ppd0G, + P30G3+ F 0B = PH g+ PHgp+ PHga+ F kg =0 (1)
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Vo1 =1sing;

Yoo = 2lsing;—1sing,

Y3 = 2lsing;—2Ising, —1sin g3
xg = 2l cos g, + 2l cos g,

Yo =2l(sing;—sing, —sing3) =0 d’ou singz=sing;—sing, = ys3=Ising; - Ising,

Ny =1c0sg166,

Ny = 2l cos g 561 — 1 cos 9, 56,
¥ g3 =1€0s61561—1c0s 950>
g = —21(5in 915 Gy +5IN 9,6 05)

En injectant ces expressions dans I’équation (1), on obtient :

4plcosg,56,—2plcosg, 56, — 2FI(sing,6 g1 +Sin G, 0,) =0
(2pcosg, — Fsingy)s61—(pcosg, + Fsing,)s0.=0 V561,565

- 2mg
2pcos.91—Fsin91:O:> 961= F
pcosg,+ Fsing, =0 mg

d’ou
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TD N°8
EQUATIONS DE LAGRANGE

Exercice 1

Dans un plan vertical oxy, on considére un pendule simple de masse m et de longueur | dont
le point de suspension A se déplace a vitesse angulaire constante @, sur un cercle de rayon r.

Calculer le lagrangien du systéme et en déduire 1’équation du mouvement.

>y

m

Exercice 2

En G, et G, sont disposées deux masses ponctuelles m; et m,. La masse des barres est
négligeable et les liaisons sont parfaites.

Déterminer les équations du mouvement.
0
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Exercice 3

yr.li.

]

Une bille A, assimilée a un point matériel de masse m, peut se déplacer librement sans
frottement sur un cerceau (C) (masse m, rayon a et centre C) grace a une liaison bilatérale
parfaite. Le cerceau est astreint a se déplacer dans un plan vertical fixe en roulant sans glisser

sur I’axe Ox, @ = (0X,CA), @ est I’angle de rotation propre du cerceau.

-Ecrire les équations du mouvement a partir des équations de Lagrange.

- Calculer la période des petites oscillations.

Exercice 4

Les raideurs des ressorts sontky, ko, k3. Les liaisons sont dissipatives (non- parfaites). Les
coefficients d’amortissement sonthy, b2, b3.

Trouver les équations de mouvement.

1"'Il:hilu xz
X o .
X X, ™ .
2

| K I_: B K C D Ka |
OFWWANA DA P
: ESo
L3, 31— . 1
] F s f | [
3 s, o S, e

0 ) *=Xo
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Exercice 5

g
) ° X

Toutes les liaisons sont parfaites. La raideur du ressort est k et sa longueur a vide est rg. La

masse de (3) est m. Le mouvement de O; est tel que g, = %Vtz\?o-

1- Calculer les énergies cinétique et potentielle du systeme.

2- Etablir les équations du mouvement en utilisant les équations de Lagrange.
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SOLUTION DU TD N°8

Exercice 1
i
Lt masse m o pour coordonndas / \
| . y
x=rcos@ +lcosd |, J
i
y=peng +lsn g \ I /
" il A/
wit Vilesse ast egale @ ¢ —
. | . AN
x=-rosn @ -G & .G
y=racosat +18c0s 8 ! H‘x\ m
¥
X

zoh énergie cingtigue est égale &

:—mv2 —mx 2:%Im2r2+32é2+2£mré(cosmﬁcosﬂ+sﬁ1mﬁsm5'

T—E i+ 282+ 2 ardeosia— &)

man energie potentielle est
U =—mgx=—-mgircosat +icos |

Cln en deduit le lagrangien
L=T-0U= %'mzrz +32é2 +2£mrécos(mﬁ -l tmglrcosar +icosd)

a—g:m'fzé+£mrcos(mﬁ—5)'

d 85 5

— = 5‘ oo — el ap — &)
35 i (@~ & sin( &)
aL

EZEIEEWQSM(&E A —mglan 8= ms’rmﬂsm(mﬁ & —mglan &

L equation du mouvement donnee par Lagrange est :

dal AL aa

e B—lrale— Fanl o — '—mi’rmﬂsm g — i +tmgiam & =
% 35 ] (@ - &)sin &) [ &)+ mg 0
Soit 28—l afsin @ — )+ gisin =10
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Exercice 2

La masse m1 a pour coordonnfes

Al =£1E?Sg et 5a vitesse 41 - _31:95111 g
y =8 ¥ =4 fcosd

Son énergie cinétique: 71 = %'x%"‘}ﬂ | =

Son énergie potentielle:

h=—mEx=—mElcosd

La masse mZ a pour coordonnées:

1y =—118sin 81 dsin ¢

xa=lces8+cos ¢
vy =l fros8+gdrosg

_ _ et sa vitesse
yy=lsm &+]7qsm ¢

Son énergie cinétiqgue: T2 = ?2 x% +;V 22;12,532+%j%&2+m3132é&c05{5— &)

Son énergie potertielle; 2= —mp g x=—maglljcos &+]cos @)

Four le gvstéme (les 2 masses) ana :

w4
T=T1+Ty= '(”912 7 e+ fg@‘* +mzf1325¢'305(5‘ #)

U=1n+iiy= —(m1+m2)gjlcosé‘—ng;‘gcos;ﬁ

Le Lagrangien du systéme est

(2

)
L=T-U= Tmz 25'2+%£%¢?2+m2£1325¢'305(5 $)+ (o +mg) gl cos @t mp g lpros g

Faour les faibles ascillations [ 8 af @ sont irés petifes) !

Cos e l—g gf cos(8—@iesl- .,5!_2,;;5..2

En néghigeant les termes d ordre 4, an obfient :
(my + ma) 5
R A A

3 + %I§;52+ maliz 88— (m + .??22:'551% —ngfngf (m+ma)gh+magls

Les dquations du mouvement »

d L 3 &L . .

dr3d a8 Soit 'mi+mg+'£15+mzfz¢+'m+m'55‘:D
i%—%: Iag+h8+gg=10

di3p 3¢
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Exercice 3

!Fr.il.

Pour la bille A on a: (on pose X=0l) :

x=X+asn g ~ i:f+a¢5cos¢9

y=a-—-acosy ¥ =a@sin @

Son dnergie cindtigue est - Tyg= %m';ﬁ +j2 I= %m'}fz +a2 @2 + 2&%@5::05 ol
Son énergie potentielle : U o =-Mgacos¢

L L s2, 1, 25
Le cercaau o5t en mouvement plan TC:EMVC"'_JCQ ZEMX +—mat g

son énergie potentille est constants, on peut la prendre nulle - 7 =0
Four le gvstéme (bille teercean), on a

P=To+Tq= %m'?+ﬂ2¢52+ 2aX peos ¢9'+%m}fz+lmﬂ3é2

=07+ 0o =—imgacos @

Le Lagrangien du systéme est @

L=T-U= %m'}f’z + g2 392 +2m££'¢3cos¢9'+%m}}2 +%ma2é2+mgcz Cos
Le roulement étant sans glissement, d'ot [Fr=10

F 1= o+ Guarcsqn N CT = X5+ G A (—af) = (X +a8F =0
Do X = —a8 . Eninjectant cette relation dans le Lagrangien, on obtient :

L= %ma2'3é2+¢32— 2&9écos¢?'+mgcz Cos g
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Les dquations du mouvement = dorivent

doL oL _
dt 38 98 38 - Pros @+ ¢Fsin =10
:? + 4+ + . .
i%_%zﬂ ap—abcosptadpdsin @+ gsin @=0
dt dg A
Faur les petites oscillations, an prend st @@= @ ef cos@= l—g
| [3E-p=0
En néghizeant las termes & ordre 3, an obfienf 1 1 .. o
ap—al+gp=10

La premitre équation du systéme donne 8 = @/ 3, en remplacant dans la seconde

Eﬂ‘i5+.€¢9=[:'ﬂﬂ Brate=0 aver m2=3_g
3 e e
Feriade = 2_;?1’ =T 2_'::
ar ag
Exercice 4
Tip —— L > T2 Ta—s L T
- s1 _ S2
g ——» N I . Fon

Considérons le systeme (les deux masses + 3 ressorts), son énergie cinétique est :

1T .5 1
T=§m1x1‘j‘+§mgx%

Les liaisons étant non parfaites, les équations de Lagrange s’écrivent :
d aT_ AT
L
d 9T ar _
dt fka Axg 2
Q, est la force totale appliquée sur S1: Q; =Ty +T12+ F1o+ F12
T1o : est la force engendrée par le ressort 1, elle vaut :
T10=—kir) =—kix; ol r{ est le déplacement de S1 par rapport & So.

T12 : est la force engendrée par le ressort 2, elle vaut :

T12=—kaor?=—ka(x1—x2) r? estle déplacement de S1 par rapport a S2
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F1o etF12 sont des forces d’amortissement :

Flp=-— ,_!;.lv? =—In v? est ia vitesse de N1 par rappart a So
Fla=—in v% ==l (fcl - x) v% est la vitesse relative de 51 par rapport & 52
==k x —ka(x —xa) — b x—ba (A — f2) = —U Hiod m — (b +ho) 2y Hhom +ha ko

(5 est la force totale appliquée sur 52 0 Uq=Toyp+ T+ Fop +Foy

Ton = —k3x2 Fon=—b312

To1="Ti2 = kalx1— x2) Fa=—Fip=bln— )

Oy =—kyxatka(x— x2) —baxatea(f— )= -tk xa—Gatbyx tian ik

Le systeme (1) s’écrit :

{ml}ﬁ =—(ntin- W+t ntizmntin
¥y =l i) x — (bt b)) ot x Thax

Ou sous forme matricielle :
|:m1 DH}&}_I_ B+~ {;ﬂ}_l_ kitia  —k2 {;q}_{[]}
0 w3l %o —b3 53'3""—2:'2 2 -k k3+kg x2 0

Remarque :

Si les liaisons étaient parfaites (pas d’amortissement), les équations de Lagrange s’écrivent :

@oL _0oL_,
dt 3% an
aol _a _,
dt Sxy  Oxa

U étant I’énergie potentielle des ressorts :

1 1 2 1
U =Zkixd +Zka(xo—xq1) +=kaxs
KX+ o 2(x2—x1) 5 K3x2

1 1 5 1 1 2 1
L=T-Us=—mx+omad- ki —ka(zo-xy) — k313
i R TR Ao B e 2(xo—x1) Ehxz

Puisque les liaisons ne sont pas parfaites, on doit donc ajouter les forces de liaisons :

4oL _ar

T —=FutFi2
di dxy Ax
o AL 9L Pt F
————=FutFu
di Fa g
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Apres avoir remplacé et dérivé, on obtient les mémes équations :

{mjﬁﬂh ‘i) n—kaxm=—(b+b) a+tbax
maxatlati)m—kon=—(ba+th)x +ban

Exercice 5

L 'énergie cinetique du syvsiéme (masse de {3) + ressort) est »
1 I 3
T= Emv% = Emlx% +‘}?P I

L énergie patentielle du systeme est :

1 2
o= Ek(r—yﬂ) +mgyp

xp =rcosd ;}P=;"|::os-5'—r5'sin§
o

: 1 Co_ :
=70 5+5y53 Yy = Pt B+r8cosf+iy

7= %mu,:hr?éh W22 123 sin 8 + 260 P cos 8|

1 1
= Eﬁc (r—rc,]lz + mg[r sin &+ > ;Vr.g]

Les fiqisons sont parfaites, les équations de Lagrange s derivent
d al. dL a

EE E_ }"'+£;lfé.?|:055'+(}’—gjsﬁ1 5‘—£(r—roj:0
daL oL .. .
E£_£= r25+2r5‘+.ﬁ}?‘c055‘—£}r5'5m B+rcosBy—g1=10
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EXAMEN DE RATTRAPAGE -2008

Exercice 1 (10 pts)

Dans le plan ox, oy ’axe ox est vertical vers le bas et oy horizontal ; une barre AB, de masse

m, de longueur 21 glisse sans frottement sur ox et oy. On fixe sa position par I’angle & =(0X, 0y)

1- Calculer la vitesse et I’accélération du point G.

2- Calculer I’énergie cinétique de la barre

3- Calculer I’équation du mouvement en appliquant le théoréme de 1’énergie cinétique
sachant qu’a: t = 0,0 = 90,9 =0

4- Calculer les réactions.

myg

Figure 1
Exercice 2 (10 pts)

Un disque de masse m et de rayon r roule sans glisser le long d’un plan incliné (figue 2), on
désigne par :
x: ladistance Ol

¢ : ’angle de rotation du cylindre autour de I’axe Gz

a: 1’angle d’inclinaison du plan sur 1I’horizontale
1- Donner la vitesse et I’accélération du point G
2- Donner la condition du roulement sans glissement
3- Trouver 1’équation du mouvement en appliquant le théoreme du moment.

Onprenda:t=0,x,=0,%x,=0

117



Figure 2

SOLUTION DE L’EXAMEN DE RATTRAPAGE -2008

Exercice 1
1- Vitesse et accélération du point G

—  (xg=1lcos® . (—10sin@ - _ (—16sind —16%cosh
oG = _ . Vg = . Y = .. . .
Y = lsinf 1 6 cos6 16 cosd — | 62%sind

2- Energie cinétique

1 S 1, - 1 : 1 ml?
T=-mvi+-J;6%=-ml?6? + -—
2 2 2 2 3

02 = %mlzé2 (mouvement plan)
3- Equation du mouvement :
Le glissement se fait sans frottement, I’énergie se conserve :
E,+T = Cte
E, = —mgl cos6

2 .

§ml292 —mgl cosf = Cte
a:t=0,0 =6,60 =0:—mgl cosf, = Cte
Soit I’équation du mouvement :

. 3
0% + 2—‘? (cosBy — cosf) =0

4- Principe fondamental de la dynamique :

Zﬁzm)_/)a
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Ry + Ry + P = my;
En projetant sur les deux axes :
{RA = —ml( 8 sinf + 62%cos0)
Rg = ml( 8 cos® — 6%sinf) —mg

62 + Z—“Ll] (cos@, — cosf) = 0 = 0% = z—f (cosO — cosb,)
En dérivant par rapport au temps :

s_ 39
0= 2l sin@

En remplacant 2 et § par les expressions ci-dessous :
Ry = —ng(ZCOSZH — 2co0s0 cos, — sin?0)

3
Rg = ng( 2cos6, — 3cos0)sinf —mg

Exercice
1- Vitesse et accélération du point G

06 Wfy 7oy

2 — Le roulement se fait sans glissement si la vitesse du point de contact I est nulle :

V=0

En utilisant la relation entre les vitesses d’un méme solide :

Vi=Vo+@AGI =51+ dkA(=1]) = (x +7$)i =0

x+1rp =0
3- Appliquons le théoreme du moment cinétique par rapport au point I.
dﬁl . _ —_— -
—=XM;=IGAP

ZM, =1G AP =1] Amg(sina il — cosa]) = —mgr sina k
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- — o omr? .. - mr, . o
G =86 +mOG AV = ——pk —mrik = T(rqb — 2x)k
En utilisant la condition du roulement sans glissement, on obtient :

. 3 .-
o = —Emrxk

Le théoreme du moment cinétique donne :

2
X =g sina

1 )
X = (gg sma) t
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EXAMEN - 2009

Exercicel

Soit une plague homogéne OAB, de masse surfacique o (figure 1), située dans le plan
vertical oxy. On donne OA=0B=2R.

1- Calculer le torseur résultant en O en fonction de o, R et la pesanteur g.

2- Calculer F,, =, F, pour que la plague soit en equilibre

Yiaa P [ I \ SIS
' 4
3?%"1
. =
£y
: G
%1/ / Y
e b2yl b2 5]
Exercice 2

On considére un référentiel fixe OXYZ , un repére mobile AX’Y’Z’ tournant autour de I’axe
0OZ, et une tige AB de masse M, de longueur L et de centre de gravité G mobile dans le plan
AY’Z’. OA=d =Constante. Calculer :
1
2
3

La vitesse du point A en utilisant le théoréme du vecteur dérivé,

En déduire la vitesse du point G,

Le moment cinétique de la tige &5

4- L’énergie cinétique de la tige.
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SOLUTION DE L’EXAMEN - 2009

Exercice 1

Le solide est soumis a 1’action de 5 torseurs

a- Action en A

ﬁ' _Fl 0 _Fl 0
{Ti3a={2t =70 0f =10 0
0Ja Lo o, L0 2RFR),

— — — - — O _F1 O
M0=MA+OA/\F1=0+<2R>/\< 0 >=< 0 )
0 0 2RF,

ﬁ Fz O F2 O — — —_— - — —_— -
{Tz}Bz{j} =10 0] =10 o} M, = Mz + OB AF, =0 car OB //F,
g (o o lo o)

b- Actionen B

c- Actionen O
> 0 0
F.

{Ts}o= {_?} = {Fs 0}
0Jo (o o),

d- Action en G1
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G1 est le centre de gravité de la partie triangulaire, de surface S; = %OA OB = 2R?, de

w

—R
masse m; = aS; = 02R?. Nous avons 0G1 = 20M = g( R )

0
. 0 0 0 0
P _
{T4}Gl = {_}} = {_Pl 0] = ! 0

2
0 0 0 RP)
Mo = Mg, +0GIAP, =0+Z( R |A|=P |=|,0
0 0 gRP1

e- Action en G2

G2 est le centre de gravité du demi-disque, de surface S, = %nRZ, de masse m, = dS,. Nous

0 4R 4R

avonsm=0_C’+C—GZ’=<R>+ o 1=1%

0 0 0

B_(2 9 [ o

skea = {6} - {_PZ OI - ’ 4R
G2 0 0/g 0 —ng o

Le torseur résultant en O est :

{T}o = {T1}o + {T2}o + {T3}o + {Tulo + {Ts}o

{T}o=]0 0t +]0 of +{F of +{771 0 L 4=~ 0
(0] o (0]

o 2rFRJ), lo o), lo o 0 SRR (0 -P
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—F, + F, 0

F;—40gR*(1+ 1 0
{T}Oz 3 g ( )

2
2RF, + — goR3*(2m — 1
0 1+3T[90 (2m ) 0

La structure est en équilibre, d’aprés le principe fondamental de la statique, le torseur

résultant est nul.

_ 2
(T}, = F3 —40gR*(1 + m) , 0 ={0 0}
0 2RF; + -—goR3*(2m — 1) 0 0
3 0
d’ou
_Fl + Fz = O

F; —40gR*(1+m) =0
2
2RF; + §g0R3(27T -1)=0

Soit: F, = F, = ;—;gaRZ(Zn —1); F; = 40gR*(1 + )

Exercice 2

Repeére de référence RO(OXY2Z)
Repére R'(AX'Y'Z")
Briro = 67 = 67'
Repére R (GX"Y"Z") @rijro = @rijri + Brijro
Brirjro = Brojri + Bripo = 67 + aX'
1- Vitesse du point A

,  (dOA doA _, oy 04
= \ar ), ~\ar ), T O nOAT G 1O

VA=(0> (d) ( 0) - aé¥
0 R/ 0 R/ 0

Ry
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X
2- Vitesse du point G

Vg = Vs + @rige N AG
Comme la vitesse V, est déja exprimée dans le repére R’, on va exprimer V. dans le méme

repere.

3- Moment cinétique a;

56 = []G]atige
La régle de calcul exige que le tenseur d’inertie [J;] et la vitesse de rotation ;g4 doivent étre
exprimés dans le méme repére. Comme Le tenseur d’inertie [/;] est facilement calculable

dans le repére R (GX"'Y"'Z""), alors on doit exprimer aussi &4, dans R (GX"'Y"'Z").

[]G]RH =—(0 0 O
12 0 0 1

D’apreés le TD 4 :

0 1 a
Brige = Griyro = 0Z' +aX' =06 (sina> +a <O> = (ésina)
cosa/ gpp 0 R 0 cosa Rt
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O = — sina | = —
12 0 0 1/ \@cosa 12 0 cosa/ g,

5- Energie cinétique de la tige
1

1—) —
T = EMVGZ +§O-G'wtige

=g (6(a+ o)) + ()

. 1 .
T = %(dz +(6 cosa)z) + EMHZ(d2 + dL cosa)

2 2

+ % (dz + (6 cosa)z)
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EXAMEN DE RATTRAPAGE - 2010

Exercice 1

Une automobile, de masse 1000 kg, descend une pente de 10%. La vitesse initiale est de 90
km/h, les freins sont actionnés et exercent un effort résultant de freinage constant de 2500 N.
Déterminer la distance parcouru x avant I’arrét en utilisant le théoréme de 1’énergie cinétique
(Pour un solide isol¢, le travail des forces extérieures est égal a la variation de 1’énergie

cinétique)

Exercice2

; ; m 120 N
Calculer le torseur résulianten A - 300 ™ |
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SOLUTION DE L’EXAMEN DE RATTRAPAGE - 2010

Exercice 1

Soit v, la vitesse initiale, v, la vitesse finale (nulle)
T, D’énergie cinétique initiale, T, I’énergie cinétique finale
Théoréme de 1’énergie cinétique :

T,-T, = W(F_))*' W(P_))
W(F7 est le travail de la force de frottement

W(F) est le travail du poids
0 —Emvf = —F x + mgh

h = xsina = xtga = 0.1 x

%mvf
X=-——"——
(F—0.1mg)
x = 205

EXERCICE 2

Voir TD 1 exercice 5
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EXAMEN - 2011

Exercice 1

Soit un structure homogéne de masse M composée d’une tige-demi cercle de rayon r et de
deux tiges rectilignes AB et AC de méme longueur.

1- Calculer les coordonnées du centre de gravité G de la structure

2- Calculer le torseur résultant en G

3- Calculer les forces de réaction sachant que la structure est en équilibre

a7
tige 1/2 cercle i

P e, | I

Exercice 2

Une barre AB homogene de masse M, de longueur 2l et de centre de gravité G glisse sans
frottement dans un cerceau de rayon R (voir figure).

3

0 0 O

2
1- Calculer son miment cinétique o puis og, on donne [Jglx,y,z, = ul [0 1 0]
0 0 1

2- En appliquant le théoreme du moment cinétique(Z M= %), monter que I’équation du

mouvement se met sous la forme : 6 + p?sin = 0 (1)
3- En deduire la période des petites oscillations.
En intégrant I’équation (1) par rapport au temps et sachant qu’a I’instant initiale :
8(0) = 6, et 8(0) = 0, on obtient : 62 — 2% (cosB — cosB,) = 0 2)
4- En utilisant les relations (1) et (2) Calculer en fonction de 6 I’accélération du point G.
5- En appliquant le principe fondamental de la dynamique, calculer les forces de réaction

aux points A et B.
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SOLUTION DE L’EXAMEN - 2011

Exercice 1

1- Centre de gravité de la structure : 0G=

m1661+m2ﬁ2 +m3663
mip +my+my

G5 est le centre de gravité de la tige demi- cercle, il est situé sur I’axe oy tel que OG3=2r/T.

G, et G, sont les centres de gravités des tiges AB et AC qui se trouvent en leurs milieux :

— (—r/2
0G, = { r/2

Comme la tige est homogeéne, alors:

2 (-3)+2(3)

Xe = =0
¢ 2424

2- Torseur résultant en G

0 0
{T}1={—Mg 0}
0 0/)g

—_— I'/Z —_— 0
0G, = {r/Z 0G; = {Zr/n

m; =A;, (1, = 1L,=rv2, lz3=mr)

rv2 (%) +1V2 (%) +mr2r/mt 2 +42
= = r
Ye V2 + rv2 + Tir 2V2 +m
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{T}ZZ{RB O} = {RB 0 ] MG = MB + GBARB:<_YG> A (RB> = ( 0 >
0 0/g (0 -rRg 0 0 —rRg

0 0 0 0 r 0 0
oy 16 3 ne G
0 0 C 0 I'RB G 0 0 rRC
0 0
(Th = (Th + (T}, + (T}, = {—Mg FRg+Re 0 }
0 l‘(RC - RB) G

3- Lastructure est en équilibre {T}¢ = {0}

1
r(Rc—Rg) =0 ¢~ Re=zM8

Exercice 2

Ro=0xgvgzy repére fixe

Ry= Gx,v,z, repére mobile

WR1/RD = Whame = WKy = 614

_— — 2., > . - 2 .o
Go=06+M 0G"Vg =0 k;+ Méa’k, =M(5 + az) 0k, avec a=VRZ - IZ

&) = _aj)l VG :dO_G == dO_G + 8)/\&) == _aéE:l Aj)l = aéi)l EAV—G) = eazf{l
dt RO dt R1
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., —— ., [0 —Mgsind )
2-YM, =M(P), =0G"P =<—a> A (—Mgcos@) = —Mgasin0 k,
0 0

12 .

. 2
—+ az) 0 = —Mgasin® soit: 6 + u?sin@ = 0 avec n* = ga/ (l; +

3- pour les petites oscillations ’équation devient : @ + p?0 = 0 d’ou Période=2m/p

— W W — AT N — - P . -
4 Vo= =73 +@"Ve=al1 +ab%) =—ap’sin@ i; + 2ap®(cosd —
RO R1
cos0y)J;

Car 6 = —p2sind et 0% = 2p%(cos® — coshy)

5- P + R, + Rg = My

Projetons sur les axes X, et y,
Rp sina — Rg sina — Mgsin® = My,4
{RA cos a + Rp cos a — Mgcos = My,
{ Ry —Rg = (g — ap?)Msin/sina
Ry + Rg = [gcosB + 2ap?(cosB — cosB,)]M/cosa

avec cosa =a/R sina =1/R

sin@ ,. . MR )
Ry = MRT (g —ap®) + Za [gcosO + 2ap“(cosO — cosO)]

sin@ ,. . MR )
Rg = _MRT (g —ap) + Za [gcosO + 2ap“(cosO — cosB)]
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Autre méthode

— — M2 00 0]/0 M2 M2
1- Og = []G]lelzlu) = T 0 1 0 0 —Te kl—Te kO
0 0 1

0

—_— — 2., > . — 2 .
G0=06+M 0G'Vg =6 Ko+ Mba?k, =M(5 + a?) Ok, avec a = VRZ—I2

. asin® _, (a Bcos . R
0G = —acosb Ve =| a 6sind M 0G"V; = M@a?k,
0 RO 0 RO

I a sin® 0 .
2- M, =M(P), =0G"P :<—a cosG) A (—Mg) = —Mg a sinf Kk,
0 0

_ = 2 . N ’
YM, =2 M(S +2%)8 = —Mgasing soit + p’sin® = 0 avec p? = ga/ (5 +a?)

3- pour les petites oscillations I’équation devient : © + u?0 = 0 d’ou Période=2m/p

a (Bcos® — 62 sind) a p%sin@(2cos0, — 3cos0)
4- Y6 =| a (Bsin0 + 62 cos0) | =| ap? (3cos?6 — 2cosbcosH, — 1)
0 RO 0 RO

Car 6 = —p2sin® et 62 = 2p2(cosB — cosO,)

5- P+ R, + Rg = Myg
Projetons sur les axes X, et y,

{RA sin(a — 8) — Rg sin(a + 0) = Ma p?sinB(2cos8, — 3cos0)
R, cos(a — 0) + Ry cos(a + 8) — Mg = Map? (3cos?0 — 2cosOcosf, — 1)
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Avec cosa =a/R sina=1/R

sin0 ) MR 2
R, = MRT (g —ap”) + Za [gcosO + 2ap“(cosB — cosOy)]

sin® MR
Rg = _MRT (g —ap®) + £ [gcosO + 2ap?(cos® — cosO,)]

avec cos(a + 6) = cosa cosB — sina sin® sin(a + 6) = sina cosB® + cosa sinB
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EXAMEN DE RATTRAPAGE - 2011

Exercicel(12 pts)

Une tige mince AB, de longueur 1 et de masse m est fixé sur un disque (1) en rotation a la
vitesse /o par rapport a un bati fixe (0).

a- Déterminer le moment cinétique de la tige par rapport a A(6ps).

b- Calculer son énergie cinétique(3pts).

c- Calculer les actions d’encastrement en A (Forces de réaction)(3pts).

Exercice 2(8 pts)

Pour la perceuse sans fil proposeée, la force ﬁ(SO N) et le couple C (10 Nm, axe X)

schématisent les actions exercées par le mir a percer sur I’extrémité B de la forét.
a- Ecrire les deux actions précédentes sous forme d’un torseur au point B(2ps).
b- Calculer ce torseur aux points O et A (2pts+2pts).

c- Si le poids de la perceuse est négligé, Déterminer les actions exercées en A par la main

de ’opérateur (2pts).

‘ 180 mm
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SOLUTION EXAMEN DE RATTRAPAGE - 2011

Exercice 1

a- Moment cinétique en A de la tige AB
6)A = 8G + mGGAVG

WE/1 0 ON(O0)
Og = []G]xyza;l/o 12 0 0 0)yw10(= 0
0 0 1

— —

0G=1j+ak AG=1j
2 2

. doG doG\ _. I S )
Vg = T = T 1+oo1/0/\OG=oo1/0]/\<§]+ak)=au)1/01
— 1, . | .
mAG A Vg = m(E]) Aawq /ol = —amwy /o Ek

l—)

Gp = —amwy /g Ek
b- Energie cinétique
1 o 1 1
T=E.= Emvé +506-B1j0 =5m mvé = Emazwf/o
c- Action d’encastrement en A
- dVG dVG
Y = = @170 AVg = Wy /0] Aawy ol a001/01(

-

R = —m(aool/o + g)k

Exercice 2
F —-50 -10
a- Torseur au point B: {T}g = {ﬁB} =10 0
MB B 0 0 B
B _% 50 —10
b- Torseur au point O: {T}o = {_> 0B } =4 0 0
MO:MB+OBAF0:MBO 0 0 0

F.=F —50 -—-10
Torseur au point A: {T}, = { ATO } ={ 0 —45
+A0AF ), | o N



(8o () (3-8

c- L’opérateur exerce en A, le torseur :

50 10
{T} = —{T}p = { 0 4.5}
0 0J,
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EXAMEN - 2012

Exercice 1
Une tige curviligne homogene OAB de masse m se trouavant dans le plan vertical (0xz),
composée d’une tige droite OA de longueur L et d’une tige %4 cerecle AB de rayon r, est
soumise en O a une force F dirigée suivant I’axe (0x) et un moment M dirigé suivant I’axe
(oy). En B, la tige est soumise a une force R faisant un angle de 45° avec 1’axe horizontal.

1- Calculer les coordonnées (X, Yg, Zg)du centre de gravité G de la tige OAB.

2- En supposant les coordonnées (X, Yg, Zg) connues, calculer le torseur résultant en O.

3- En déduire les efforts F,R et M quand la tige est en équilibre.

tige circulaire

Exercice 2
Une tige AB de longeur L, de masse M et de centre de gravité G glisse sans frottement sur
deux plans inclinés perpendiculairs entre eux. P schématise le poids de la tige. Le mouvement
de la tige AB est repéré par I’angle 8 que fait cette derniére avec 1’axe horizontal.
1- Exprimer dans le repére Oxyz la vitesse du point G.
2- Calculer le moment cinétique o puis en déduire op,.
D est un point tel que (AD)//(0x), et (BD)//(oy).
3- Calculer I’énergie cinétique de la tige et son énergie potentielle.
4- En déuire I’équation du mouvement (6 = f(0)) en appliquant :
a- le théoréme de I’énergie cinétique.
b- le theoréme du moment cinétique appliqué au point D.

5- Déterminer la valeur de I’angle 6 entrainant I’équilibre de la tige.

6- A I’équilibre, calculer en fonction de 1_5, les forces de récation en A et B.
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SOLUTION DE L’EXAMEN - 2012

Exercicce 1

1- Coordonnées du centre de gravité G
L/2
La tige droite AB : G, < ) etm; = pL

r51n(1r/4-) T 2r

- Tt Tr
La tige ¥ de cercle : G, 0 = 0 etm, = p—
rsin(m/4) . s 2r 2
/4 (4) s
2 Tr r r
_ My Xg+maXg, L7+7(L+r_2?) _ _ MmyZgy4mpZg, 7(2?
XG = = T YG =0 ZG - - L
mj+m; L+7 mi+m, L+7
2- Torseur résultant en O
Actionen O ;
F O
{Tilo =490 -M
0 0Jg
Actionen G ;

{T,}Jg=y0 0f =40 PXq Mo=Mg+0GAP=0+| Y |Al 0 |=
—P 0Jg 0 0 Jo Zg —P

Actionen B :
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( R 3\
—Rcos(45°) 0 R
{T3}B={ 0 0} =< 0 ——(L+2r);
Rsin(45%)  0), V2
R 0
\ /2 J s
R
Mg = Mg + OBAR =0 + 0 Al O = —5(L+2r)
r i O
vz
Torseur résultanten O :
( R A
F—— 0
V2
R
{Tlo ={Ti}o + {T2}o +{T3}o =4 O PXc—M— E(L +2r)
R P 0
\\/2 )
F=P=mg
3-  Aléquilibre {T}o = {0} dou{ R =Pv2Z =mgV2
M = mg(X; — L — 2r)
Exercice 2
L .
- ESln(O( + 0) s ) cos(a + )
1- 0G = ECOS((X + e) Vg = ? R = Ee —Sln(a + e)
0 R 0 Ro
- — m_lz .
2- o = [Jglw = -6k

— — ~~ - — ~~ - 12'_)
Op :UG+mDGAVG = O'G—mOG/\VG :mTek

1 oy 1o 1 :
3- E. =Emvé+5wcc = -mL?6?
Ep, = mgg sin(Za + 0)
4- Théoréeme de 1’énergie cinétique :
dEc

T:ﬁ.vc ou E. + E, = Cte :é—l—%cos(Za—l—B):O

Théoréme du moment cinétique cinétique :

140



L -
= _PE cos(2a + 0)k

/E sin(a + G)\

2 —P cos(a)

|\;cos(a +0 4 <_ Psan(a))
0 R,

d5p

J—— s g B
F—ZMDﬁ9+6lCOS(Za+9)—O

5- A I’équilibre 8 = 0 = cos(2a+0) =0= 6 = g— 2a = 0.2838 rad = 16.3°

Rp = Pcosa = 0.8 P

6- A I’équilibre : RA+RB+P:0:>{RB=Psina=O.6P
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EXAMEN DE RATTRAPGE - 2012

Exercice

Une tige de masse M, de longueur 1, de centre de gravité G coulisse sans frottements en A
(glissiere horizontale) et en B (glissiére verticale) sous I’action de la charge F appliquée au
point A. P schématise le poids de la tige.
1- (2pts) Tracer I’ensemble des forces s’exersant sur la tige.
2- (2pts) Calculer par rapport au repere oxyz, la vitesse et 1’accélération du point G.
3- (2pts) Calculer I’énergie cinétique E. de la tige.
4- (2pts) Calculer la puissance de toutes les forces s’exersant sur la tige.
5- (2pts) Calculer les forces de réaction en A et B.
6- En utilisant la relation entre les vitesses d’un solide,
a- (3pts) Monter que les vitesses en A et B vérifient la relation d’équiprojectivité :
V, AB = V;; AB
b- (1pt) Calculer Vg pour 6 = etV = 0.5m/s
7- On suppose que la tige est en équilibre, calculer la valeur de 1’angle 0 en
utilisant (prendre F = P, b = 0.6 a) :
a- (4 pts) Le théoreme du moment cinétique.

b- (2 pts) Le théoréme de 1’énergie cinétique.
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SOLUTION EXAMEN DE RATTRAPAGE - 2012

1- Le glissement se fait sans frottement et par conséquent les forces de réaction sont

perpendiculaires aux points d’appui A et B.

2-0G = {_b CQSG Vo = { béisinﬂ ag = {b@ 2cos0 + b@sin@
—a sin® —aBcosd a 6%sind — abcosh

4- Ec = %MVG2 + %]Géz = %Méz(bzsinze + a%cos?0) + iMlzé2

5
4- = PVg 4+ FV, + RoVa+ RgVg = PVg + FV, car Ry LV, et Rp L Vg
% = 6 {(a + b)Fsin® — a P cosb}

Ra = (g + bb 2cosb + bsind)M

5-P+F+ ﬁA+ ﬁB = Mag Projection sur les axes :{ o ..
Rg = F + M(a 6%sin® — aBcosh)

6-Vg = Vs + GAAB , Vg AB = (Vs + @ A AB)AB = V; AB + (@ A AB)AB = V, AB

car (3 AAB) L AB

Vs
1 7
7y
B
VBcos(g —0) = Vycos0, Vg = th—Ae = fg;; =0.87m/s , Vg = 0.877 (m/s)
6

7- a- Théoreme du moment cinétique :

143



d_& — —_— - —_— — —_— — g — —
d_tDzzMD =DAAF+DGAP+DAAR, +DBARg = {(a+ b)Fsind —aP cosb}k
b- Théoréme de I’énergie cinétique :

ditc = ¢ = 0 {(a + b)Fsin® — a P cosB}

 r s _dEc dop
A I’équilibre on a: el 0 et e

aP
(a+b)F

= 0 d’ou (a + b)Fsin® — a P cosb = 0 soit tgh =

AN tgd = 0.625 soit: 0 = 32°
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EXAMEN -2013

EXERCICE 1
En utilisant le résultat de la figure 1, calculer le centre de gravité de la masse surfacique

homogéne donnée par la figure 2.

Figurel Figure 2

EXERCICE 2

Une barre CD de masse 2m et de longueur 2! tourne autour d’un axe vertical QZgou QZ; a

la vitesse angulaire ¢. La barre OP de masse m et de longueur [ est soudée en O a CD et lui

est perpendiculaire- Elle tourne autour de CD d’un angle ¢. Sachant que le repere
Ry(0,X,,Y,, Z,) est fixe, le repere R, (0, X;,Y;,Z,) est un repére intermédiaire dont QX4 est
suivant CD, QZ, est suivant OP.

1- Exprimer dans le repere R, (0, X,,Y,, Z,) la vitesse de rotation de la barre OP.

2- Déterminer la vitesse 17; du point P en fonction de 8, ¢, 8 en dérivant le vecteur OP.

3- En déduire I’accélération du point P
4- Calculer I’énergie cinétique de la barre CD

5- Calculer I’énergie cinétique de la barre OP

ZD 21
g
Zg c -
g 9 ¥y
@
Y
o 1]
& P
X0
X1 1]
7%y
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SOLUTION DE L’EXAMEN - 2013
Exercice 1
a) Le rectangle a pour surface S; = 2aR, son centre de gravité a pour coordonnées G, (a, g)
b) Le disque a pour surface S, = ma?, son centre de gravité a pour coordonnées G, (a, a)

. R? .y )
c) Le quart du disque a pour surface S; = HT son centre de gravité a pour coordonnees :

2Rsin(m/4 4R

2a + #cos(n/@ =2a+—

G 3n/4 3
3

2Rsin(m/4) 4R
I skt 4) =
| T =
d) Le centre de gravité du solide est :
MiXg1 — MaXgz + M3Xgy _ 051X61 — 052Xg2 + 053X63

xG:

ml_mz +m3 0'51—0'52+0'52
_ MiY61 — M2Ye2 + m3Ys3 _ 051Y61 — 052Y62 + 0S3Y63
Ve my —my, +my 0S8, — 0S5, + 05,
2 3
2a’R —ma +ﬂ(2 +g§) 2aR? — ma® +%
X6 = mR2 P Y6 = mR2
2aR — ma? + —— ) 2aR — ma? + —— )
Exercice 2

6
1- dop = Wyjo = Pk + 07, = ¢(kycos8 + J,sind) + 07, = | @psind
@cosl R

2

dOoP dOP 0 6 0 —lgsind

0 @¢coso -1 0 R,
5 av, dav, - =
3-d, = (d—f> = (d—f) + Wy AV,

—1$sin@ — lphcosh 0 —lpsind —1$sing — 2l¢Hcos
a, = 19 + | @sind | A < 16 ) =| 16 —1¢p?sinfcosb
0 pcosb 0 162 + 1¢?sin?0

Ry

4-Tep = —wCDao(CD) = EJCD Uo(CD)]x ylzleD (on exprime tout dans le repére R1)

TCDZE(O 0 @) 1( )<O 1 0 ——ml2 2
0 0 1

5-Top = 150p00 (opP) = laop [Jo(OP)] xzyzzzwcp(OP) (on exprime tout dans le repére R2)

a2/l 0 0N/ 6 2
T0p=—(9 @sind <pcos€)—<0 1 O) @sing | = — (6% + ¢*cos?0)
3 i 6
0 0 0/ \¢@coso
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EXAMEN DE RATTRAPAGE 2013
Exercice 1 (8 pts)
Pour dégager une voiture en panne prise entre 2 automobiles stationnées, 3 personnes

exercent des actions aux points A, B et C.
- Calculer le torseur résultant en G :

Exercice 2 (4 pts)

Soit une échelle de longueur AB qui glisse en A vers le bas a la vitesse de 0.5m/s.

1- Montrer que : V,@ = V@ (@ est la vitesse de rotation de I’échelle).

2- En déduire la vitesse du point B.

Exercice 3 (8 pts)

Calculer les coordonnées du centre de gravité de la plaque surfaciqgue homogéne ci-dessous :

LY
fl\
R b
AN\ gV,
a : X
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SOLUTION DE L’EXAMEN DE RATTRAPAGE 2013

Exercice 1

La voiture est soumise a 3 torseurs :

- 400 O 400 O
a) actionen A : {T}1={qA} =¢0 0} =90 O
A

MAIA 1o o], 0 o,

car  Ng=Ma+tGAAFEA=0 Carg/iNip -

. 250sin30 0 125 0
b) actionen B : {T}ZZ{EB} =1250c0s30 0} =<21651 O
MBJg 0 0, 0 1125,
0 0 125 0
car  Ng=Mpg+GBAEg=|0|[+|-0.9|A|216.51|= 0
0 0 0 0.9*125=112.5
. 0 0 0 0
c) actionen C : {T}gz{l\;C} ={350 0} =<350 O
C
c [0 0, [0 5775],
0) (1.65 0 0
car  Mg=Mc+GCAFg=|0]|+|-09]|A|350|= 0
0 0 0 1.65*350 = 577.5

Le torseur résultant en G est égal a :

400 0 125 0 0 0 525 0
Tl={Th+{T,,+{Tk=y 0 0 +J21651 0O +4350 O ={566.51 0
0 0], 0 1125|, |0 5775), 0 690/

Exercice 2

Dy =, + @& AAB. Multiplions par AB les deux termes de 1’équation précédente :
U5AB = U, AB + (& A AB)AB

Or (& AAB) . AB = 0 car (& A AB) est perpendiculaire  AB.

D’ou: $zAB = ¥, AB

—

VgAB = U, AB, v4c0830° = vgcos60°, vg = vycotan30° = 0.87m/s
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Exercice 3

La partie triangulaire a pour surface §; = —

Son centre de gravité G; est tel que: 561 == OM == (b/Z)

La partie triangulaire a pour surface S, = mR?

aER)

Si G est le centre de gravité de la plaque homogeéne, alors :

Son centre de gravité G, est tel que: 0G, = (

2

b
, — R2 R
—  $5,0G, - 5,0G mR*(a )
0G =221 2772 _| 3 / ——n

Si—S, 2ab2
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EXAMEN - 2014

Exercice 1
Un arc se compose de trois parties démontables (1), (2) et (3). Aprés assemblage par vis,
I’ensemble est parfaitement solidaire. Si le tireur exerce un effort F de 180 N sur la corde,

calculer :

1- La tension T appliquée par la corde en B sur la
Partie (2) de I’arc.

2- Calculer le torseur exerce entre (1) et (2) au
Point A.

Exercice 2
Le systeme bielle-manivelle sert de base a de multiples appareils. Le mécanisme se compose
d’une manivelle OA de masse M, articulée en O sur un bati et en A sur la bielle AB. La bielle
de masse M,est articulée en B sur le piston (3) animé d’un mouvement de translation

rectiligne par rapport au bati (direction 0x). La manivelle OA posséde une vitesse de rotation

constante w. Sachantque: 0OA =1, AB =+/3, 6 = 60°.

1- Calculer la valeur de I’angle 8

Calculer en fonction de w :
2- la vitesse de rotation de la bielle AB.

3-la vitesse et I’accélération du point A.

4- ]a vitesse et I’accélération du centre

de gravité G de la bielle.

5- I’énergie cinétique de la manivelle.

6-1’énergie cinétique de la bielle
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SOLUTION DE L’EXAMEN - 2014
EXERCICE 1

1- Isolons la corde et appliquons le principe de la statique ;

A —F 4+ Tcos70°+ T'cos70° =0
+i+ 0 { Tsin70° — T'sin70° = 0 =

F
T=T =———=263,14N
2co0s70°

2- La partie (2) de I’arc est soumise a 2 torseurs :

a- le 1% torseur {T, } est appliqué en B, il est di a la tension de la corde

7 T —Tcos70° —-90 0
{T1}3=H :{F} =1_Tsin70° 2?2t =1-24727 0
0’p  Ma)y 0 P 0 150,

. —0.37 —Tcos70° 0
0+{ 065 |A| =Tsin70° )= O
0 0 150

b- le 2°™ torseur {T,}, est appliqué en A, il est dii au contact avec la partie (1) de I’arc.

—_—

La partie (2) de I’arc est en statique, on a donc :

90 0
{Ti}p + {T2}a = {0} = (T334 = —{T1}s = {247-27 0 }
0 —150),

EXERCICE 2
1- Relation entre 6 et
AH = OA sin@ = AB sinf
0A 1 1v3 1

sinff = —sinf = —sin60° = —=—=-= F = 30°

AB V3 V32 2
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2- Vitesse de rotation de la bielle

1
. 0A . . 1 . . 1 cosO 13 w
sinf = Esme = fcosf = ﬁﬁcose = [ = Flos - GE 3
2
Wpielle = —Pk1 = —§k1

3- Vitesse et accélération du point A

ﬁ=0A?1=>17A=(@)R _
0

(dﬁZ
dt

), T B0, NOA = Bry NOA

V)A = a)k_l)/\OAi)l =w 0A_71 = w jl

VA =w Jy
N CANNT7 . L S T T
Ya = E = E + le/RO/\VA = le/RO/\VA = wki\w J;
Ro Ry
Ya=-—0* 1,
4- Vitesse et accélération du point G

Vs = Va+@pieue NGA
Sachant que 8 = 60° et B = 30°, cela implique que I’angle 0AB = 90°

Et par conséquent GA || J,

AB, V3,
GA=TJ1=7J1
., w- V3,
Ve =w ]1_§k1/\7]1

5- Energie cinétique de la manivelle
1

E. = E Wmanivelie0o (Manivelle) = E Wmanivelle Uo]xlylzlwmanivelle
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1 2
EC = EMI(D
6- Energie cinétique de la bielle
11 11 _
E.= EMZVG + > WbielleI6 (bielle) = EMZVG + > Whiete Uclxiy1z1Dpietie
0
E =M (13 2)+1(0 0 w)MZABZ 0 0 o) ©
c =272 \129 )73 3) 712 K
0 0 1 3
5 2
EC = §M2w
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EXAMEN DE RATTRAPAGE DE PHYSIQUE4 - 2014

(Durée 90 mn Documents non autorisés)

Exercice 1 (5 pts)
Déterminer le torseur résultant au point A (Figure 1)

Figure 1
Exercice 2 (7 pts)
Une tige OA de masse M; et de longueur L, collée en A a un point matériel de masse M,
oscille dans le plan vertical (OXoYo) (voir Figure 2).
1- Calculer I’énergie potentielle du point matériel et son énergie cinétique.
2- Calculer I’énergie potentielle de la tige OA et son énergie cinétique.
3- Calculer I’énergie mécanique totale Ep+T du systéme (Tige+point matériel)
4- En déduire la période des petites oscillations.

by

W

s

Figure 2
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Exercice 3 (8 pts)

Le systeme bielle-manivelle de la Figure 3 se compose d’une manivelle OA articulée en O
sur un bati et en A sur la bielle AB. La bielle est articulée en B sur le piston (3) animé d’un
mouvement de translation rectiligne par rapport au bati (direction OX). La manivelle OA
posséde une vitesse de rotation w. Sachant que 0A =1, AB =+/2:

Calculer la valeur de 1’angle 6 pour laquelle V, = V.

(V4 et Vg sont les modules des vitesses des points A et B)

Figure 3 : Systeme bielle-manivelle
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SOLUTION DE L’EXAMEN DE RATTRAPAGE - 2014

Exercice 1

Pour la solution de I’exercice 1, nous envoyons le lecteur avec la série de TD n°1.

Exercice 2

Point matériel

Tige OA

1
Ey = —EMlchose
Tige+point matériel

1 . 1 . 1 ..
T = Tl + T2 == EM]_LZBZ + EMzLZQZ = ELZQZ(Ml + 3M2)

1 1
E, = —EMlchose — M,gLcosf = —EgLCOSQ(M1 + 2M,)

Conservation de 1’énergie mécanique totale :
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1 .. 1
T + Ep = ELZHZ(MZL + 3M2) - EgLCOSH(Ml + 2M2) == Cte

En dérivant par rapport au temps, nous obtenons :

3g(M; +2M,)
sin
2L(M; + 3M)

La période est petites oscillations est :

6=0

3g(M; + 2M,)

\/ZL(Ml +3M,)
=2n

Exercice 3

Considérons le solide AB (bielle), nous avons : 173 = I7A + Wyp A AB.
Multiplions par AB les deux termes de I’équation précédente :
U, B = 7, 4B + (@4, A AB)AB
Or (@ap AAB) . AB = 0 car (@,5 A AB) est perpendiculaire & AB, ce qui donne :
VsAB =V, AB
V4AB cos a = Vg AB cosf soit: V,cosa = Vg cosf
D’apres les propriétés des triangles, nous avons :

AH=0Asin9=ABsinﬁeta+ﬁ+6=§

V, cosa = Vg cosf (1D
Nous obtenons le systéme de trois équations : { 04 sinf = AB sinf (2)
a+pf+6= g (3)

sinfd = % sinf = Si/n; 4

SiV, = Vg alors I’Eq. (1) donne a = S, on obtient alors : o
28=2-90 (5)

L’éq(5)implique : cos2p = cos (g - 9) = sinf
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D’aprés les relations trigonométriques : cos2f = 1 — 2sin?p
En identifiant les deux relations précédentes, nous obtenons :
1 — 2sin?p = sinf
En remplacant sinf par I’Eq (4), nous obtenons :
sin’*0 +sin6—-1=0
La résolution de 1I’équation de second degré donne : sinf = 0.618 ou sinf = —1.618
La 2°™ valeur est & éliminer car —1 < sinf < 1, d’ou sin = 0.618

6 =38.17°
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