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La loi de Newtoà monire que la vitesse de refroidissement d'un coqrs est proportionnelle à la

différence entre la température du corps et la température externe, autrement dit qu'il existe une

constante K < 0 telle que la température du corps suit l'équation di.lférentielle :

f ar / /\ \

l; = K'vv)-r"') (Ll)
L r(o)= ro

1- Soit ar le pas du temps, écrire le schéma d'Euler implicite pour approcher la solution de

cette équation différentiel le'

2- SoitQr, = OoC, en déduire une forme du type 1 Tn+r= g(Ar, n,1"0)

Avec g(lr,n,To) à Préciser.

Que peut-on en déduire sur la convergence de la méthode ?

EXERCICE No2 : (08 Pts) 1 ., :1,
La température z à une distance x d'une extrémité d'une tige mince, de conductivité

uniformeK, après un temps r est donnée par :

ar 
-KazT^=o (ILt)

ôt ôX"
Soit f la longueur de la tige et 16 une température de référence. On pose

X ^TX=-etU=;
L t6

âT
2.l-Calculer f; et

o

(r1)
Kt

2.2-On poser = -:i,'r

ô2T' ôT
--; en lOn0tlon Oe 

-axl ôx

a
ALT

et 
u t=. 

Déduire une nouvelle expression de I'EDP
ôx'

, Montrer que I'EDP (II.1) se transforme sous la fcrrilr€ :

æ 
= 
ô'9 

Gr.2)Ar ôx"

2.3-On considère les schémas d'approximation spatio-temporelle suivants :

o(x; , t,*1) = o(xi , tn ) + at ry* ,[rt )

[r(",.,, 
t,) = o(x;, rn)+ Lxry-.+ryP+ o(l":)

l 
rU,-,, r n) = o(x,, tn)- Mry.ry ryP+ o(ur)

euel est le schéma d'approximation résultant pour I'EDP (II.2) et qur:l est son ordre de précision en

temps et en espace.

tJ-ffi;tt* qie la formule de récurrence explicite obtenue peut s'écrire sous la forme :

ol*t = r\!,+q_zrpf +r0!*1

où ef*l = 0(xi , rn*l), ê! =0(,i,"n), 0î*t =0(",*,, tn ) et Ql-, = 0(x,-1' t' )
Préciser la valeur de r
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problème de fiansport qui consiste à chercher I'inconnue u(x,t) : frX fr* + fi

r€n />0 (3.1)

On suppose qud le paramètre c est positif.
Pour rés[udrece problème, on adopte un schéma explicité en temps et centrée en espace. On

discrétisegx$*. En introduisant les points x,= jLx pour ieZ et les instantsru =n\t, orL

cherche alors ulre approximati onuj * uF i ,rn ). rc scnema centré s'écrit

l"i.'-rÏ uj*r-uj-r rn
lf +"-!-#-= fï, pourn>1 

e.2)

L "9 ="o!i)
Avec fi = f&,,r')

l-Ce schému pft s'écrire sous la forme , ul*' =ul +IQ;-, - ui*r)n NfÏ ,Déterminer l'

Z-pow f! =0, on choisit la donnée initiale ,o(";)= 10"'U* et on cherche la solution sous

formd "ï6 i\|rr"'n*. Etudier la stabilité du schéma (3.2) ausens de Von NeumannÆourrier
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tn = t0 +n\t
= Tn + LtF(tn+t,Tn+l)
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La loi de Newton montre que la vitesse de refroidissement d'un corps est proportionnelle à la
différence entre la température du corps et la température externe, autrement dit qu'il existe une

constante K < 0 telle que la temperature du corps suit l'équation différentielle :

l+ = KvQ)-r,,,)

Y rto)=r. 
"-'

l- Soit al le pas'du temps, écrire le schéma d'Euler implicite pour approcher la solution de

cette équation différentielle.
La méthode d'Euler implicite est une méthode d'intégration numérique des EDO du premier ordre

de la forme 4 = rQ,r(l))" En choisissant un pas de discrétisationAl, on obtient une suite de valeurs
dt

Qn,T) qui peuvent être une approximation excellente de la fonction r(t)

{,*,

La méthode d'Euler implicite pour cette EDO s'écrit donc :

I t' =to+ny'rt

\Tr*t = rn + KLt(Tr4 -Tr*t)

2-Soit Text =ToC, en déduire urte forme du fype 1 Tn+t= g(tt,n,rg)
Avec g(ar, n,Ts) àLpréciser.

I tr=to+n,t I tn=to+nLt, I -t@
\T'n*t =7, +KLtTn*, - lar*t = g(tt,n,Ts)=;^rTn = 11-y6,f '0

Que peut-on en déduire sur la oonvergence de la méthode ?

L'itéré en r,? ne dépend que de & et de n mais ne dépend pas de Ç .

o . =-i= < 1 pour tout Âr, la suite est positive décroissante, ce qui assure que la
l-KLt

numérique est stable et convergente @
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CORRIGE EXERCICE No2 : (08 Prs)
La température r à une distance x d'une exffémité d'une tige mince, de conductivité

uniformeK, après un temps I est donnée par :

#-*#=, Grl)
soit r la longueur de la tige et z6 une température de réference. on pose

*=L et e=ILTs
2.l-Calcule, ff ,t

(r.1)

Ona

D'où et

I ô27
., --- .f ôx'

Ce qui donne :
ô2r

ôx2

ô2r----;
ôx"

en fonction a. * ,, +. Déduire une nouvelle expression de l'EDpAc ù2

X
1L

ô rô
ôX Lùc

ôT

ôX

ô2 | ô2
--; =: -t .ôX' L" ôx"

rôT
-- et
Làc

2.2-OnpoSe t = + ,Montrer que I'EDP (II. I ) se transforme sous la .formLe :L'

a2 e
(rr.2)

KI

L'
D'où

Finalement:

ôe

-=ôr a
dx-

ona e=+ = r=roo @ et
Ts

2.3-on considère les schémas d'approximation spatio-temporelle suivants :

Q(xi,rnn1)= o(x,, r, )+ o"gE#ù *,(t"r)

Quel est le schéma d'approximation résultant pour I'EDP (IL2) et quel e,st son ordre de précision err
temps et en espace.

Ona:

ô2a
-a
ôx't

D'où

o(xi, tr*1 ) = o('i, 
" 11* u\!. "(*r)
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ry"d=e**@+o(rt)

D'où

Ar &2 Ât

Qui s'écrit sous la forme :

Alors :

On obtient finalement
æ _ ô2e _ a(xi,rn*t) - O(xi,r n)_ o(xi+r, rn ) 20(xi, q) + O(ri_r,, rn )

a2 e(*i, r ) = 
s(xi a, r ) - ze(n, !r) + e(xi -r, q)+ 

o(ax) -=---r@tuz (arP

+ - 4 = 
of*t - el _eiu - -z:eio+ 

ei-t+ 
o(a,,a.r)ar a? Ât (uP

2'4-Montrer que la formule de récurrence explicite obtenue peut s'écrirer sous la forme :

ol*' = rs!-, + Q- zrPi + ro'i*t

Où Of+l =0(r;,rr*1) , êl =0(x;,tn), 0l*r =0(r,*r, rn) et al_t=0(r;_1,tr)
Préciser la valeur de r

ry-%ffi=o @
of*r=rf.d}bïr-2of*ol_,] __, qo*T\

onobtientalors: 'f*r=,ftrt_,.[t-r#Jrt.GFr,LÆ
Qui s'écrit sous la forme , ef*r =ûl;+(t-zrpi *Æl*r

/ \')lAvY\--,,

Ce schéma est d'ordre un en temps et d,ordre deux en espace <lD

Ona

D'où

Avec Ât
f = -;---\;

(^*f
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On considère un problème de transport qui consiste à chercher I'inconnue ,(*,t\: BX fr+ + fr

Vérifiant:

tq$*"ôuQ;,t) = f$,t\-reB r>o

1,ï,ù=,,(ff
On suppose que le paramètre c est positif.

(3.1)

Pour résoudrece problème, on adopte un schéma explicité en temps et centrée en espace. On
discrétisefrXn*. En introduisant les points xr= jLx pour / eZ et les instants tn =nLt, on

cherche alors une approximat ionu 
ra 

* u(* r,tn). Le schéma centré s,écr:it

l r1*r - u', u\,, - u .4 ,

l------*"ff= fl , pourn >1 
G2)

| ,l ="oGi)
Avec ff = fÇi,r')

Ona

D'où

l-Ce schéma peut s'écrire sous la forme , uj*, =ul +*b:_, - ul+r)+ ntfi, Déterminer

^ c&t

Ar
3-Pourfl =0, on choisi la donnée initiale 

"06)=loeibu et on clnerche lÀa solution sous la

forme ,ï6)=çeibu .

Etude de la stabilité du schéma (3.2) au sens de von NeumannÆourrier
En injectant l'expressio" 

";lQ)=4reilvu dans l'expression (3.2), onobtient

En+t =lt,,IQ-'r* - eik^x)]r, = En+r =[r-irsin(ra,r)ft, GD

l+l=[+r.2,in2(ra,,)] ADD'où

PourÈz\refi,ona|t+x2sin2(a")>1quelquesoitÀ.@>

Conclusion ; Le schéma centré est toujours instable au sens de Von NeumanxÆourier

GT>


