Chapitre 1

Rappels de probabilités



Chapitre 2

Le mouvement Brownien

Le Mouvement Brownien joue un role fondamental dans la théorie des processus sto-
chastiques a temps continu.
Ce chapitre, présente les propriétés les plus importantes de ce processus, en particulier la
propriété en rapport avec les martingales, ainsi que l'intégrale de Wiener définie par le

mouvement Brownien.

Un peu d’historique

e En 1828, le botaniste Robert Brown observe le mouvement irrégulier de particules de
pollen en suspension dans 1’eau.

e Fin 1877, Delsaux explique les changements incéssants de direction de trajectoires par les
chocs entre les particules de pollen et les molécules d’eau.

Un mouvement de ce type est qualifié de mouvement brownien.

e En 1900 bachelier, met en évidence le caractere markovien du mouvement brownien :
la position d’une particule a l'instant ¢ + s dépend de sa position en ¢ et non pas de sa
position avant ¢, en vue d’étudier la bourse.

e En 1905, Einstein détermine la densité de transition du mouvement brownien par l'in-
termédiaire de I’équation de la chaleur et relie ainsi le mouvement brownien aux équations
dérivées partielles (EDP) de type parabolique.

e La premiere étude mathématique est faite par Wiener (1923) et donne une démonstration



Le mouvement Brownien 3

de l'existence du mouvement brownien.
e P. Levy (1948), s’intéresse aux propriétés fines des trajectoires du brownien.
Depuis, le mouvement brownien continue a passionner les probabilistes aussi bien pour

I'étude de ses tralectoires que pour I'intégrale stochastique (1t6).

2.1 Le mouvement Brownien

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité et (By, ¢ > 0) un processus stochastique sur cet

espace.

Définition 2.1. Le processus (B;,t > 0) est un mouvement Brownien(M.B) (standard)
si il est continu : t — By(w) est continue tel que

(a) P(Byp =0) =1 (le mouvement Brownien est issu de l'origine : By = 0).

(b) Vs <t, B, — Bs ~ N(0,t — s).

(c) Vn, Vt;,0 <ty <t; <...<t,, les variables aléatoires B, — B, , By, — By, By,

n_19

sont indépendantes.

Remarque 2.1. o (b) est la propriété de stationnarité des accroissements du mouvement
Brownien (B; — Bs ~ B;_s — By).

e La propriété (c) traduit que le mouvement Brownien est a accroissement indépendants.
(c)<= (¢’) Vs <t, B; — B; est indépendante de la tribu du passé avant s, o(B,,u < s).
e La filtration naturelle est F; = 0{B;, s < t}.

e On note B(t;) la valeur de la trajectoire en t;.

Généralisation Le processus (X;) défini par X; = a + B; est un Brownien issu de a.
On dit que X = (X}) est mouvement Brownien de drift p si :
X; =x+ ut + oB; ou B = (B;) est un mouvement Brownien standard.

X~ N(z + pt, o%t).

2.2 Propriétés

Soit B = (Bi)i>0 un mouvement Brownien et F; = 0(Bs, s < t) sa filtration naturelle.
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1. Processus gaussien :

Proposition 2.1. Le processus B est un processus gaussien, continu, sa loi est ca-

ractérisée par sa moyenne nulle et sa covariance Cov(Bs, B;) = s A t.

Preuve. Un processus est dit gaussien si toute combinaison linéaire de ses com-
posantes est une v.a. gaussienne. On a iaiBti = ibi(BtM — By,) avec a; =
bi — b1, 1 < n-—1, a, = b,. Comme B;.:fl — By, so;:t0 gaussienne indépendantes,
donc le processus B est gaussien.

d’autre part : Cov(Bs, By) = E(B.By) car E(B;) = E(B;) = 0.

Sis <t

E(B.B,) = E[(B,— B,)B, + BZ]
= E[(B; — B,)E(B,) + E(B?) car B; — B, est indépendante de deB,

= E(B?)=s

s

]

Généralisation (X; = = + ut + 0B;,t > 0) est un processus gaussien d’espérance
T + pt et de covaiance E [(X; — E(X;)) (X, — E(Xy))] = 02(s A ).

Notation On note E,(f(Bs)) l'espérance de f(B;s) quand B est un mouvement
Brownien issu de x :

E.(f(Bs)) = E(f(x + Bs)) ou B est un M.B issu de 'origine.

2. Scaling

Proposition 2.2. Si (B;,t > 0) est un mouvement Brownien alors

(i) B, = —B, est un mouvement Brownien (par symétrie).

(ii) By = —LBe2y est un M.B (propriété de Scaling : changement d’échelle)
(iii) B; = tB1,Vt > 0, By =0 est un M.B (inversion du temps)

3. Propriété de Markov : La propriété de Markov du M.B. est utilisé sous la forme :

Vs; (W, t > 0) défini par W, = Byys — B, est un M.B. indépendant de Fs.
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Théoreme 2.1. Pour toute fonction borélienne f :
E(f(Bu)|Ft) = E(f(Bu)lo(By)), pour u>t.

Preuve. E(f(B,)|F:) = E(f(By, — B: + By)|F:) = ¢(u — t, By)
avec p(u—t,x) = E[f(B,— Bi+z)] = E[f(Y+2z)] ou Y ala méme loi que B, — By ~

N(0,u —t).

De la méme maniere : IE( (Bu)|o(By)) = ¢(u — t, By) plus précisément :
(y— I)

Cb(s :10) \/% fR dy

]

4. Trajectoires On admet que les trajectoires du mouvement Brownien sont continues

et sont p.s "nulle part différentiables”.

Théoreme 2.2. Soit n fizé et t; = %t,Vj =0,2". Alors

2’VL
Z(Btj — Bt%I)2 — t, quand n — 0o, en m.q et p.s
j=1
271
Preuve. Soit Z' = Zl(Btj — By, ,)? avec t; —tj_1 = 3=
]:

Pour montrer que Z;* ™4 ¢, on doit montrer que E[(Z]' —t)?] — 0 quand n — oc.

puisque ]E(Z”) = t, on montre Var(Z”) — 0 quand n — 0.

Var(Z") = Z Var(B, — By, ,)* = Z 2(£)? = 2710 (On a utilisé le fait que si
~ N(0,0 ) Var(X?) = 20%) (V01r Exermce 6 série 1).

D’ou E(Z' — t)? — 0 quand n —» oo. O
Proposition 2.3. Soit une subdivision de [0,t] caratérisé par 0 =ty < t; < ... <
t, =1.

Soit V; la variation de la trajectoire du M.B sur [0,t] définie par :

@) =51 3 By () = B (@)l

Alors Wi(w) = 00 p.s
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* x _ k.
tein — By, avec = 55t

2'"/
Preuve. sup)_ |By,,,(w)— By, (w)| > sup, Y |Yi| avec Y, = Bf
ti k=1

(3

271,
Zr <swlBy,,, - By| 3 IVil.
k=1

tht1
Quand n — oo, sup |B;f.  — B; | — 0 p.s, par continuité uniforme des trajectoires
) tk+1 ty ’
sur [0, t].
277,
Le terme > |Y;| est croissanten n, ne peut avoir une limite finie sans que Z;' ne
k=1
converge vers 0. Cequi n’est pas le cas. O

5. Propriétés de martingales
a) Cas du Brownien Soit B = (By,t > 0) le M.B. standard. Alors B et (B? —t,t >
0) sont des martingales par rapport a la filtration naturelle. Réciproquement, si
X = (X;,t > 0) est un processus continu, tel que X et (X2 — ¢, ¢t > 0) sont des

martingales, alors X est un M.B.

Preuve. =) On a E(|B,|) < oo car E(|By|) < /E(B?) = /t (d’apres Cauchy-
Schwartz). Soit Fs = 0(Bs, s < t).

Soit s <t : E(By|Fs) = E(By — Bg|Fs) + E(Bg|Fs) = 0+ Bg car les accroissements
sont indépendants (B; — Bs; L B;) et By est Fs-mesurable. D'ou (By,t > 0) est une
martingale.

On a E[(B; — By)?|Fs] =t — s, d’autre part ona :

E[(B; — B,)*|F, = E(B?+ B?-2B,B,|F,)
= E(B?|F,) + B? — 2B,E(B|.F.)
E(B}|Fs) — B =t—s

On obtient alors E(B2—t|F,) = B2—s. Donc (B?—t,t > 0) est une martingale. [J

Proposition 2.4. Soient By, By deur movements Brownien indépendants. Alors

le produit B1 By est une martingale

Preuve. On a %(Bl + Bs) est un processus gaussien de covariance s A t. Donc

c’est un M.B, d’olt (B (t) + By(t))? — ¢ est une martingale.
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Or %<Bl<t> + By(t)? —t = %(B%(t> —t) + %(Bg(t) — t) + By(t)Ba(t). Alors
(B1(t)Ba(t),t > 0) est une martingale. O

Définition 2.2. On dit que B = (B;,t > 0) est G;-mouvement Brownien si B et
(B2 —t,t > 0) sont des G;-martingales.

Proposition 2.5. VA € R, le processus (exp(AB —%/\Qt, t > 0) est une martingale.
Réciproquement : si X est un processus continu tel que (exp(AX; — %)\Qt, t>0)
est une martingale pour tout A € R alors X = (X, t > 0) est un mouvement

Brownzien.

Preuve. On a Elexp{\(B; — B;) — :A\*t}|F,] = Elexp{\(B; — B;) — :A\?t}] car
B; — B, est indépendante de Fj.

Or Elexp{\(B; — B;) — $X%t}] = exp{— i A2t} E[eMP:=5)]

comme B, — By ~» N(0,t — s) alors E[e*B=8:)] = ¢33(=9) (voir Exercice 6, série
1). Dot E[exp{\(B; — By) — $A*t}|F,| =1

par la suite E [e’\Bt_%AQte_)‘BS+%’\QS|fs] = 1 = e Bt NS [AB— Nt F ]

Dot E[e*Br—2¥t| F,] = e*Bs—aMs,

Donc (exp(AB; — 1A%, t > 0) est une martingale. O

b) Généralisation Soit (2, F,F;,P) un espace de probabilité filtré et B un Fj-
Brownien sur cet espace. Si X; = ut 4+ 0B, alors pour tout « réel :
(exp{aX; — (po + 30%a?)t},t > 0) est une F-martingale.

En effet on a (exp(AB; — %)\Qt, t > 0) est une martingale. On remplace B; par

Xt—/,Lt

—t= et on pose A = ao et on aura le résultat.

Définition 2.3. Soit B; = (Bt(l), Bt(g), ce Bt(n))T un processus n-dimensionnel (7 est la
transposé d’un vecteur). On dit que B; est un Brownien multidimensionnel si les

processus (B®, i < n) sont des Browniens indépendants.
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2.3 Intégrale de Wiener

Définition 2.4. On note L?(RT) I'ensemble des fonctions boréliennes f : RT — RT

de carré intégrable : ( 0+°° f2(s)ds) < +00). C’est un espace de Hilbert pour la norme
Iflle = (o™ F2(s)ds)2.
a) Fonction en escalier Pour fj, .. On pose f0+°o f(s)dB(s) = B(v) — B(u).

Soit f une fonction en escalier de la forme :

f(x) = Z fi—ll}tiﬂ,ti[(x)'
=1

On pose [, f(s)dB(s) = éfi_l(Bti — By, ,).

La v.a. I(f) = fOJrOO f(s)dB(s) est une v.a. gaussienne d’espérance nulle et de variance

I(f) = 0+°° f2(s)ds = || f]|3. En effet : I(f) est gaussiéne centée qar B l'est. De plus

VCLT(I(f)) = Z fz‘Q—IUar(Bti - Bti—l)
=1

= >t —ti)
=1

—+00

= f*(s)ds

:
= 1B
L’intégrale est linéaire I(f + g) = I(f) + I(g). De plus on a
Si f, g sont des fonctions en escaliers : E[I(f)I(g)] = [, £(s)g(s)ds en effet -
Var(I(f +9)) = Varli(f) +1(g)
= Var(I(h) +Var((g) + 28[1(/)1(g)
= [ s

= [ fis)ds+ /

g*(s)ds + 2 f(s)g(s)ds
R+ R+ R+

a) cas général On analyse, si f € L?(R), 3(f,) une suite de fonctions en escaliers qui

converge dans L*(R™) vers f :

+oo
/ |fn — fI?(x)dz — 0, quand n — oo.
0
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Dans ce cas la suite (f,,) est de Cauchy dans L?(R™).
La suite de v.a. F,, = 0+°o fn(s)dBs est une suite de Cauchy dans 'espace de Hilbert

L3(Q). En effet : [|F, — Fulla = ||fn — fmll2 — 0 quand n,m — oo donc convergente.

Définition 2.5. On appelle I(f) I’intégrale stochastique ou (intégrale de Wiener)

de f par rapport au mouvement Brownien B.

2.3.1 Propriétés

1. L’application f —— I(f) est linéaire et isométrique de L*(R™) dans L?*(Q).
e Linéaire : Vf,g € L*(R") : (f +¢9) = I(f)+ I(9g).
e Isométrie : [|[I(f)||% = ||fH2 En effet :

IH(NIE = E[IL(f))’] = Var( fo f2 )ds = ||f||2

La propriété d’isométrie imphque EI(N)I(9)] =[5 f

2. I(f) est une v.a. gaussienne de variance fooo f2(s)ds vérifiant :

E [Bt /0 ) f(S)st} - /O ' f(s)ds (2.1)

Bn effet E [B, [;* f(s)dB,] = E | [y 1dB, [} f(s)dB,| = [y (s)ds
Autrement dit (2. 1) signifie :
SiVt,E(ZB,) = fo s)ds = Z = [ f(s)dB,.

Processus lié a ’intégrale stochastique
Pour f € L*(RT), on définit

/ot f(s)dB, = /OOO Lj0,1(8) f(5)dDBs.

Théoréeme 2.3. Pourt € [0,t],VT,Vf € L*([0,T]), soit M, = [} f(s)dB,. Alors
a) M est une martingale continue : E(My) =0 et Var(M,;) = fo 12(s)
b) M est un processus gaussien, a accroissement indépendant, de covariance :
Cov(M(t, M) = [;™* f(u)du
c¢) Le processus (M? — fo f2(s)ds, t > 0) est une martingale.
d) ¥f,g € L*([0,T)) (fo w)dB, [, g(u dBu> = JAS f(u)g(u)du
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2.3.2 Intégration par parties

Soit f € CY(R",R) et B un mouvement Brownien. Alors

/f )dB, = f /f )Byds, Yt > 0.

Preuve. D’apres (2.1) il suffit de vérifier
E[B, J;" f(s)AB.) = E |Bu(f(t)B, ~ [, f'(s) Buds)]
1 membre
E[B, [° f(s)dB,] = [;"" f(s)ds (d’apes (2.1)).
Pour le 2°™¢ membre
E[Bu(f(t)B)] = f()(t Au)
[fo f'(s)B ds} fot f(s)(s Nu)ds
puis fo sf'(s)ds = tf(t) fo s)ds (en utilisant l'intégration par parties classique). O

On peut alors écrire

d(B.f(t)) = f(t)dB, + By f'(t)dt.
2.3.3 Applications de l’intégrale de Wiener

1. Le Brownien géométrique

Définition 2.6. Soit B un mouvement Brownien. On appelle le Brownien
géométrique, le processus X; = Xoe(b_%"Q)””Bf oub e R o > 0et Xy une va-

riable aléatoire.

Remarque 2.2. Ce processus est appelé aussi processus log-normal car

InX; = (b— 302t + 0B +In Xo ~ N(In Xy + (b — 302)t,0%t).
Proposition 2.6. le processus (X,e7%,t > 0) est une martingale.

2. Processus d’Ornstein -Uhlenbeck C’est le processus solution de 1’équation de

Langevin (équation différentielle stochastique)

dXt + CLXtdt = O'dBt
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ou a, 0 € R et B un mouvement Brownien.

Le théoreme suivant montre que la solution de cette équation est explicite en termes

d’une intégrale de Wiener :

Théoreme 2.4. L’équation de Langevin a pour unique solution

t
Xt = eiat (XO -+ O'/ easst)
0

ot Xo est une variable aléatoire.

Veuillez m’envoyer vos réponses aux exercices et vos questions a 1’adresse

e-mail : [_berdjoudjQyahoo.fr



