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Analyse vectorielle : gradient, rotationnel et divergence

1 Notions fondamentales

1.1 Opérateur 'nabla’

L'opérateur 'nabla ou N est trés utile en analyse vectorielle. 1| permet de déterminer les
notions de gradient, rotationnel, divergence et |aplacien de maniére simple et concise. Il se
définit comme suit :

N=¢_—+ )

1.2 Travail d'un champ vectoriel le long d'une courbe - Intégrale curviligne

Soient un champ vectoriel A et deux points de I'espace P; et P, reliés par une courbe C. A
chaque point de C, on assigne un vecteur A.

Figurel

Letravail du champ vectoriel A de P,aP; lelong de C sécrit ainsi :

)

T=¢) A )
On montre que :

Pa F’b

0:A>d|—-0:A>‘dI 3)
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Analyse vectorielle — gradient, rotationnel et divergence

Si P, = Py, alorson parle de cir culation du champ vectoriel A le long de la courbe fermée C
et on écrit :

T=gpd 4)

>

Figure?2

1.3 Flux d'un champ vectoriel a travers une surface - Intégrale de surface
Soient un champ vectoriel A et unesurfaceS. Chaqgue unité de surface dS au voisinage d'on
point P peut étre représenté par un vecteur perpendiculaire a S au point P appel é simplement
dS. Si on définit n(x,y,z) levecteur de module 1 perpendiculaire &S en tout point, on
trouve dS= nxdS.

Figure3

Le flux du champ vectoriel A atraverslasurface S est défini ainsi

F= @K S = @K 1 xdS (5)
Si lasurface S est fermée on écrit :

F= @K xS = @K N xdS (6)

Lanotion de flux atravers une surface fermée est importante. Si aucune 'source' ne se trouve a
I'intérieur de S, aors ce flux doit étre nul.

Remarque importante: quand on parle de surface fermée S, le vecteur nest toujours dirigé
vers|'extérieur de S.
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Analyse vectorielle — gradient, rotationnel et divergence

Prenons le cas d'un écoulement d'eau a travers un tuyau. Imaginons une surface fermée
virtuelle de laforme d'un cylindre (voir Figure 4).

Le champ vectoriel est lavitesse de I'eauv . L'écoulement atravers |a surface totale du
cylindre est égale au flux atravers S; et S,. En effet, aucun flux ne passe atraversles parois

du tuyau (les vecteurs v et d_S; sont perpendiculaires sur toute la surface de Sg).

Figure4

S on calculele flux atravers la surface fermée, on trouve:
F=@5/>«TS:C§/><T§+(‘§/><TS (7)

En admettant que (voir Figure 4) :

S=S=S (surfaces S; et S, égales)
n=n,=-n, (vecteurs de surface opposés)
v(S)=v, (vitesse constante v=v; sur lasurface S;)
v(sS,) =V, (vitesse constante v=v, sur lasurface S,)
v, /v, lInIn, (vitesses paralléles aux vecteurs surfaces)
On trouve:
F :®E>ﬁ;>«js+ C‘Q\Tz@ms
F =- @)y on>dS+ @)V, mds
F=-@v1m8+®v2>ds (8)
F=-Sx,+S %,
F= S><(v2 - vl)
Sil n'y apas de source al'intérieur du tuyau, on en conclut que le flux total est nul, donc :
v, =V, (9)

Si lessurfaces S; et S, n'avaient pas été égales, on aurait trouve de (8) :
S, W, =3 %, (10)

Grosso modo, les équations (9) et (10) disent que, sans source d'eau interne, ce qui sort du
tuyau doit étre égal ace qui y rentre!
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Analyse vectorielle — gradient, rotationnel et divergence
1.4 Lignes de champ

1.4.1 Pour un champ vectoriel & deux dimensions
Soit un champ vectoriel donné en coordonnées cartésiennes :

@, (X,Y)0

A(xy) = gay(x,y); (11)

On appelle lignes de champs I'ensemble des courbes paralléles au champ vectoriel A .Onles
trouve en résolvant I'équation différentielle:

a, a
1.4.2 Exemple

Soit le champ vectorid :

— & X 0
Axy) =g , = (13)
- XYg
On applique::
AL, (14)
X - Xy
Ontrouve:
y=Cxe 2 (15)
avec C adéterminer en fonction des conditions initiales.
1.4.3 Pour un champ vectoriel & trois dimensions
Soit un champ vectoriel donné en coordonnées cartésiennes :
B 2, (x,Y,2)9
A(x,Y,2) = ¢a,(x,y,2)+ (16)
&a,(x.y,2) g

On appelle lignes de champs I'ensemble des courbes paralléles au champ vectoriel A .Onles
trouve en résolvant |'équation différentielle :

x_dy_Jz (17)
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Analyse vectorielle — gradient, rotationnel et divergence

1.4.4 Exemple
Soit le champ vectoriel :

& X 0

A(X,V,2) =g- X2y~ (18)
&- 77 5
On applique::
1T _ Ty
2
Px - xy (19)
ifx_ Yz
T x -2
On trouve:
i c %
iV =C %
AR (20
%x=C2>€'E

avec C; et C, adéterminer en fonction des conditions initiales. La premiére équation de (20)
est la projection des lignes de champ dans e plan xOy et |a seconde équation est |a projection
des lignes de champ dans le plan xOz. || faut en effet deux équations pour déterminer une
courbe simple dans R®.

1.4.5 Lignes de champ en coordonnées cylindriques

Si le champ vectoriel A est donné en coordonnées cylindriques :
a2, 0
A(rj ,2) = ga,- - (21)
&8, 7, 4 s

Les équations différentielles des lignes de champ sont les suivantes:

(22)

1.4.6 Lignes de champ en coordonnées sphériques
Si le champ vectoriel A est donné en coordonnées sphériques :

&0

A(r,q,j ) =ca,+ (23)
Qa], -
e Qu u,,u, >

rEgrT
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Analyse vectorielle — gradient, rotationnel et divergence

Les équations différentielles des lignes de champ sont les suivantes :

o 22)
:I:_:rxl
ta &
2 Gradient
Le gradient d'une fonction f Sexprime ainsi :
A ¢
gﬂxé
g :
grad(f) = QE - (25)
¢y =+
¢
it
12

En utilisant I'opérateur N, on trouve plus ssmplement :
grad(f) = KN > (26)

Entrée: lechamp scaairef
Sortie: lechamp vectoriel Rif

Note:  unchamp de gradient est encore appelé champ conser vatif.

2.1 Dérivée du champ scalaire dans une direction
Soit une direction indiquée par le vecteur :
.
é: (;;ey+ (27)
&e.p
avec e + ° + & = 1 (vecteur de module 1).

La dérivée du champ scalaire f dansla direction indiquée par eau point (X, Y, z) est la
suivante:

T erad(E = o

% =exgrad(f) = exNf (28)

2.2 Interprétation du gradient

On conclut de (28) que le gradient indique la direction ou la dérivée def est laplus élevée. Si
on prend I'exemple des cartes géographiques 2D, le gradient indiquera toujours la direction de
lapente laplus élevée.

HE-Arc, ingénierie 6



Analyse vectorielle — gradient, rotationnel et divergence

2.2.1 Equipotentielles

Leslignes équipotentielles def, c'est adire leslignes virtuelles joignant les points de |'espace
(X, Y, 2) ou le champ scalaire f est constant, sont per pendiculair es au gradient.

2.2.2 Travail d'un champ de gradient

Soit f une fonction de plusieurs variables, Kif son champ de gradient et C une courbe
quelconque reliant deux points P, et P,. On montre latrés importante loi suivante :

& Ri>di =1(R)- (P, (29)

Pa

Quel que soit le chemin C, le travail d'un champ de gradient entre deux points P, et P, est
toujours identique et égal af(Py)- f(Py).

Si C est un chemin fermé, on conclut de (29) :
@ﬁf >dl =0 (30)
L'intégrale curviligne d'un champ de gradient le long d'un chemin fermé C est toujours nulle.

2.3 Gradient en coordonnées cylindriques

Le gradient d'une fonction donnée en coordonnées cylindriquesf(r, j , z) sexprime ainsi :
ol
c r -

Rif = &= (31)

| -
§ 2t o

2.4 Gradient en coordonnées sphériques

Le gradient d'une fonction donnée en coordonnées sphériques f(r, g, j ) Sexprime ainsi :

e It 0
S o1qf -
R = g i =i (32)
c 4 -
¢ N

N
Ersn@ T 2, 0.0 -
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Analyse vectorielle — gradient, rotationnel et divergence

2.5 Exemple de gradient pour une fonction de deux variables

Soit lafonction z=f(x, y) définieainsi :

f(x,y)=x*+y? (33)
Riog =1 (3
2y

La Figure 5 montre les équipotentielles de f ainsi que son champ de gradient.

grad(f)

Figure5b
Si on cherche a présent les lignes de champ du gradient, on trouve en appliquant (12) :

x_ 1y
“Z="2 p = CxX 35
2% 2y y (35)

Soient les points Py(1, 2) et Py(2, 4), avec le chemin C: y=2x reliant les deux points. Sur ce
chemin, on conclut que dy=2xx. Si on calcule letravail du champ de gradient lelong de C,
on trouve:

P, P, 2 d
ODNf i = ODEQ °>§@'X° ‘zg X °>§e ¥ 0= J10xdx =15 (36)
2y5 &y E2x2x)y &2xixy O

En utilisant (29), on trouve beaucoup plus directement :

Fa Rif > = [22 + 42]- |12 + 22| =15 (37)

Pa
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Analyse vectorielle — gradient, rotationnel et divergence

3 Rotationnel

Soit un champ vectoriel A défini de lamaniére suivante :

) . (Y, 2)g
Ax,y.2) =Ga, (x.y,2) (38)
&a,(x,y,2) 3

Le rotationnel de A sexprimeainsi :

#a, 13,0
cly fz-+
¢ B
. {Ma fal
rot(A)=cfz Ix = (39)
C -
o2 Ta,
Gix Ty~
é 2

En utilisant I'opérateur N, on trouve plus simplement :
rot(A)=K" A (40)
Entrée: lechamp vectoriel 5 B
Sortie: lechamp vectoriel N~ A
3.1 Théoréme de Stokes

On veut calculer lacirculation d'un champ vectoriel A le long d'une courbe fermée C. On
définit une surface S quelcongue, mais dont le bord est délimité par C. On admet encore que
les dérivées partielles de &, a, et & sont continues dans toute une région de R® contenant S.
L e théoréme de Stokes sénonce ainsi :
o i = N A)aS= g A)ixas (41)
S S

Lacirculation de A lelong de C est égale al'intégrale de surface du rotationnel de A sur
n'importe quelle surface S dont le bord est délimité par 1a courbe C.

HE-Arc, ingénierie 9



Analyse vectorielle — gradient, rotationnel et divergence

Le sensde n (vecteur perpendiculaire & S) dépend du sens de I'intégration le long de C. On dit

de la courbe C qu'elle est orientée. Pour connaitre le sens de n, on applique larégle du tire-
bouchon: si un tire-bouchon effectue une rotation dans la direction définie par I'orientation de
C, le sens du déplacement du tire-bouchon donne le sensde n (voir Figure 6).

—

n

Cc

=

Figure6

3.2 Rotationnel d'un champ de gradient

Soit une fonction quelconque (X, y, z). Si on calcule le rotationnel de son champ de gradient
on trouve:

ae‘ﬂaéTfo 1 g1 60 ae‘ﬂzf e

c;‘ﬂye‘ﬂZz 'ﬂzg‘ﬂyg— gﬂY’ﬂZ Tz Ay +

¢ ¢ + 20

) g‘ﬂaeﬂfo ‘ﬂngfO— R IR gOZ
R R =C9z&Mx g Txeéfzg. = Q‘ﬂz>6|1x Mgz +=¢ + (42)

; Tog+

+ (;0_

Ao 1ae1_fg ¢ Tr YT - $ =
Ty Ty Emxe Sy TyaxT € P
& p 5

Le rotationnel d'un champ de gradient donne un champ nul. L'inverseest vrai : s le

rotationnel d'un champ vectoriel A est levecteur nul, dlors A est un champ de gradient. On
en conclut que la circulation d'un champ de gradient le long d'une courbe fermée est toujours
nul, ce que nous savions déja (voir (30) page 7).

En regardant de plus prés (42), on remarque que le produit vectoriel N’ Rf acomme

opérandes N et un multiple de N : les deux opérandes du produit vectoriel sont 'alignés, donc
le résultat est forcément nul.
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Analyse vectorielle — gradient, rotationnel et divergence

3.3 Rotationnel en coordonnées cylindriques

Le rotationnel d'un champ donné en coordonnées cylindriques A(r,j ,z) Sexprimeainsi :

£ 173 T8 0
C r9 1z +
S T
N A= ar % N
N™ A= — - —= = 43
g i : (43)
(} -
1 1(m) 1 9(ra)-
I -

3.4 Rotationnel en coordonnées sphériques

Lerotationnel d'un champ donné en coordonnées sphériques K(r, 0,j ) sexprimeainsi :

@ 1 Alsn@na) fa,00
¢ r>sin(q) Tq 9 B+
(} 0
N’K—g 1 aa]aT ‘H(r>sm(q)>e])
¢r>sin(q) fIr
¢

¢ 1 () fa,0
é >§]'ﬂr Ta o

(44)

P.l..'. |- .|.q.| O

Up,Ug,b; >

3.5 Exemple d'application

Soit le champ vectoriel A suivant :
ag" + 2y +sin(x’z)0
A =¢12x +arctg(y <) = (45)

g COS(X Xy %Z)

o
Soit encore la courbe C définie par le cercle:

x*+y?=R? (46)
Le sens de C est le sens trigonomeétrique (sens contraire des aiguilles de la montre).
Calculer lacirculation de A lelong de la courbe orientée C.
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Analyse vectorielle — gradient, rotationnel et divergence

Résolution
On vacalculer cette circulation au moyen du rotationnel.

Comme C est comprise dans le plan xOy, on va prendre comme surface d'intégration le cercle
délimité par C et situé sur xOy. Bien entendu, on pourrait choisir une autre surface, mais cela
N'aurait pas beaucoup de sens...

Comme C est orientée dans le sens trigonométrique, le vecteur dSest le sivant :
200
dS= g0->dx xdy (47)
&y

On calcule lerotationnd :

& _ e y 00

C - XXx\eN(X*xyxZ)- g———= ~
R° A =Sx?xcos(x2 ) - (- y>xersin(x xyx2))* (48)

g -

¢ 12- (2) +

& 2

On calculelacirculation :
1=~ K)XTS: Gp--+600x >y = g >ax >dy =10 R? (49)
: ‘gogsy

On voit que les deux premiers coefficients du rotationnel sont annulés par une multiplication
par zéro, donc on n'en tient pas compte ! En étant un peu malin, on se serait méme épargné de
lescalculer...

4 Divergence

Soit un champ vectoriel A défini de lamaniére suivante :

- 28, (x.%,2)9
A(x..2) =¢a,(x,y,2) (50)
&, (x,y,2)
Ladivergence de A sexprimeains :
div(A) = Ta, +ﬂiy + e, (51)
x Ty 1z
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Analyse vectorielle — gradient, rotationnel et divergence

En utilisant I'opérateur N, on trouve plus smplement :
div(A) = N xA (52)
Entrée: lechamp vectoriel A

Sortie: lechamp scalaire N A

4.1 Théoréme d'Ostrogradski

On veut calculer le flux total d'un champ vectoriel A atravers une surface fermée S. On
définit V le volume délimité par S. On admet encore que les dérivées partielles de a,, a, et &,
sont continues dans V. Le théoreme d'Ostrogradski sénonce ains :

AR 0S = i <A v (53)
S \%
Leflux de A atravers une surface fermée S est égale al'intégrale volumique sur V dela
divergence de A.
4.2 Divergence d'un champ de gradient - Laplacien

Soit un champ scalaire f quelconque. Si on calcule la divergence de son gradient, on trouve :

= = Tafo, Taf0, Talfo_ T7F  TF T4
Df =NXNf)=—¢=—*+—g—+—C—*=—+——+— 54
) T &IX & ﬂygﬂyb &z 1 v 1z° 9

On appelle laplacien scalaire def ladivergence du gradient def, et on le note Df ou N?f .

4.3 Divergence d'un champ de rotationnel

Soit un champ vectoriel A guelconque. Si on calcule la divergence de son rotationnel, on
trouve:
Rix- ay=T3a, 18,0 Toda, Ta,0, 1243, fa,0_
xgTy fzg Tyefz Txg Tzgx Tyg
Ta, fTa  Ta Ta , Ta Ta _,

oy x>z yxz Tyxx  Tz>x  fz-y
Ladivergence d'un rotationnel est nulle. En observant de plus pres (54), on remarque que
N" Aest perpendiculaire a N, doncle produit mixteN ><(ﬁ ’ K) est forcément nul.

(55)

4.4 Divergence/laplacien en coordonnées cylindriques
Ladivergence d'un champ donné en coordonnées cylindriquesA(r,j ,z) sexprimeainsi :

R =1, d00) 118 | Ta, (56)
r qr r 9z
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Analyse vectorielle — gradient, rotationnel et divergence

Le laplacien scalaire d'une fonction donnée en coordonnées cylindriquesf (r,j ,z) sexprime
ans :

2 2
Df = Exlgxﬂg+ixﬂ__f+£ (57)
r g frg r» §° 92

4.5 Divergencel/laplacien en coordonnées sphériques
La divergence d'un champ donné en coordonnées sphériques A(r,q,j ) Sexprimeainsi :

Roa=tAm), 1 Jenee), 1 .M (59)
r qr r>xsin(q) p[[® r>ein(g) 1

Le laplacien scalaire d'une fonction donnée en coordonnées sphériques f (r,q,j ) sexprime
ans :

i 0, 1 Rl

f = 1Mo, 1 W &gl (59)
r* fré frg r’xsin(q) ﬂq ‘ﬂqz r2>sin?(q) 1j °

4.6 Exemple d'application

Soit le champ vectoriel A suivant :
&@5x +sin(y’z) 0
A = garctg(x xz) + 4y + (60)
g cos(x xy) - 6z
Soit encore la surface fermée S définie par la sphére :
x*+y*+72°=R? (61)

Calculer leflux total de A atraversS.

Résolution
On vacalculer ce flux au moyen de la divergence.

KA =(5)+(4)+(- 6)=3 (62)
On applique le théoréme :
QR IS = (gi3)>dv = 3%/ olume=4pR° (63)

\%

4.7 Autre définition de la divergence

Imaginons un champ vectoriel A défini au point P. Imaginons autour de P une surface
infinitésimale S de forme quelconque et de volume V. Ladivergencede A au point P vaut :

- — 1 .= —
N><A|—‘>dS 64
my O 9
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Analyse vectorielle — gradient, rotationnel et divergence

Cette derniere équation illustre bien I'interprétation de la divergence. La divergence d'un
champ vectoriel A en un point P nous donne une grandeur de la'source de A en ce point.

Si un champ vectoriel a une divergence nulle en un point, il n'y aaucune 'source' en ce

point.

Si un champ vectoriel a une divergence nulle en tout point (champ de rotationnel), ce

champ n'a aucune 'source'.

5 Laplacien vectoriel

Pour étre exhaustif, citons encore le laplacien vectoriel.

Soit un champ vectoriel A défini de lamaniére suivante :
28, (X,,2)8

Ax.y.2) =ca,(xy.2):
S, (x,Y,2)5

Lelaplacien vectoriel de A sexprimeains :

2 2 2 -
o)
AR
: - e
_ ¢Ta, Ta, Ta- gDay:
DA=ERE  Ty* Y I=¢ s
¢ =
¢ . ¢Da,+
¢fa, Ta, T’ ¢ "+
(5: ﬂXZ ﬂ 2 ﬂ 2 - (%]
y z +
¢ ;
Entrée: lechamp vectoriel A
Sortie: lechamp vectoriel DA
HE-Arc, ingénierie 15



Analyse vectorielle — gradient, rotationnel et divergence

6 Résumeé
On va admettre un champ scalaire f et un champ vectoriel A.

6.1 Coordonnées cartésiennes

£ 5
2l 0
gﬂ%(+
Gradient R =
Gy
Gt :
efzo
Ha, 18,9
cly fTz=+
Rotationnel N A=8Ta ﬂiz:
Iz Tx .
18 fa,
ix Tyg
Divergence G =T, T8 T,
™x fy 1z
: . 71 T
Laplacien scalaire Df :w+‘”_y2+F

da,  Ta a0

¢ Tx Ty 1z° =

2 2 2, -

Laplacien vectoriel DA :E“ Yy 1 gt 1 %2
gﬂ;( ﬂzy ﬂzy +

(s T Yo
e™x®  y" 927 4
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Analyse vectorielle — gradient, rotationnel et divergence

6.2 Coordonnées cylindriques

ae‘ﬂf 0
-

Gradient Rif —91 T+
Cr 1 ~
¢ T i

=
eﬂZQUUU>

e 1fa T8 0
¢ rov 1z +
Rotationnel N A= g Ta, _ Ya, -
Yz, 9r N
a1 30 >e,) 1I(=):

éf S T
Divergence R =1, 000a) 108 | Ta,
r QI r 1z
i i 1 e Mo, 1 Tf 1
Laplacien scalaire ?xﬁ?xﬁ; = x‘ﬂj_2+ 7
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Analyse vectorielle — gradient, rotationnel et divergence

6.3 Coordonnées sphériques

oS f o]
¢ bl -
c qIr =
. = ¢ 19 -
Gradient = — X— .
¢ rfg ~
¢ 1 ‘nf -
¢

er>sin(q) 'ﬂl ylu gy >

8

1 aflsn@)>e ) fa,00
osin@ & 1 g
1 &ﬂar M
r>sin(q) fir o
&

>|
I

MDED O O v vO) vO O

Rotationnel N~

1 g fa 6
>€m‘ﬂr ‘an

ULIU>

N'x;\':iyﬂ(rzmrh 1 Nsn@=,), 1 Ta,

Divergence 5 . . .
r I r>sin(q) Ta rsin(g) i

)l

) ,
Laplacien scalaire Df :ixlg?z xﬂg - x_% n(q) *o- ‘ﬂ o 1 I
e Trg roein() 'ﬂqe 'HQQ r2xsin?(q) 1 2
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