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Exercice 1. (03 points)
K = {(z,y) € R?: |z| + |[y| < 1} (carré de coté V2), f(z,y) = alk(z,y).
1. f est une densité de probabilité si f(z,y) >0, V(z,y) e R et [ [ f(z,y)dzdy =1

-
Ona [ [ f(z,y)dzdy=a [ [dedy=2a=1=a=1/2 a,\ 0,5 pt
R2 K

Dot f(,y) = 1x(z,y). -~
2. Déterminouns les lois marginales de X et Y.

= Ja f(z,y)dy
slme]—m] fx(z) = j;jﬂd =z+1 i
Sizel0,1: fx(z) =1/ Tdy=1-=z N
Dot fx(z)=1-|z|, z€]—1,1] 0.5 pt Z
De la méme maniere, on trouve fy(y) =1—|y|, y €] —1,1] . 0.5 pt

3. Les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes car f(z,y) # fx(z)fy(y)

0.25 pt
4. Densité de la variable aléatoire X + Y': Utilisons la méthode du changement de variable.
U=X+Y
On pose V
V=X-Y '
u=1r+Yy ] = uy 4

J(z,y) = -2 #0. Dou fyuv)(u,v) = ilD(u, v)
avec D = {(u,v) € R?: |u| < 1 [v] < 1} (carré de coté 2)

fxsv(u) = fu(w) = [ fown(u, ”)dv—fll v =73

1

5, UEl— a )
Donc fxyy(u) =3 2 ] -
0, sinon.
Donc U = X + Y suit la loi Uniforme sur | — 1, 1] 0.25 pt
Par symétric, V = X — Y suit la loi Uniforme sur | — 1, 1] 0.25 pt

Comme f,v)(u,v) = fu(u)fv(v), les variables aléatoires U et V sont indépendantes. 0.25 pt

ot




Exercice 2. (05 points)
1. Soit (X,),>1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes telles que Vn > 1,
Xp = Exp(\, =n).

a) Fonction de répartition de Y,, = 1I£11<I1 X; pour tout n > 1.
<i<n

Fy,(y) = P(min X; <y)
= 1- M@lgnn X; >y)

n

= 1- H[P(Xi > y)]

= 1 —H[1 —P(X; < y)]

SR | CE0)

n

n . i
= 1—He’ly:1—e =
i=1

1
_ n(n+1) y

= 1—e 27 y>0 3pts

Donc Y, suit exp(@).

b)OnaVe>0:P(|Yn—0]>¢)=PYn>¢) = M5
On a lim e~ "% ™Y = 0
n—oo
D’ou Y,, converge en probabilité vers 0. 0.5pt

n
2. Soit (T,),>1 une suite de v.a.r. indépendantes de méme loi N'(0,1) et S, = = VE T
k=1
On ne peut pas appliquer le théoreme central limite pour I’étude de la convergence en loi de la

suite (5,,) car les variables aléatoires V'k T}, ne sont pas identiquement distribuées. 0.25pt

3. On aE(S,) =0et V(S,) = %t

2n
Donc S, ~» N (0, L), 0.5pt
2 n
La fonction caractéristique de S,, est donnée par: ¢g, (t) = O , VteR. 0.5pt

2
lim pg, (t) = e~ 7, (fonction caractéristique de N(0,1/2) et est continue en 0 )
n—oo

D’ou S,, converge en loi vers une variable aléatoire de loi N(0,1/2). 0.25pt



Exercice 3. (12 points)
Soit (X3, Xa, ..., X,,) un échantillon aléatoire simple issu d’une variable aléatoire X de densité

de probabilité

f(Jf, 9) — z 27r96 ’

Ot 0 est un parametre réel inconnu strictement positif.

1. Déterminons l'estimateur du maximum de vraisemblance 7,, de 6.

La vraisemblance de I’échantillon est: L(z,0) = [] f(zs,0) = % exp{—3 > W}
i=1 (2m0)"/2 T = i=1
i=1
In L(z,0) = F* In(270) + ZZ:lhq Ti — 35 ;(ln 7;)?
Zn:(lnmi)z

OlnL(z,0) _ n i=

a6~ 2 5 "
dln L(z,0 5

Ll — )= 6=1 (i)’

3 (Ina;)?
Dautre part &InL(z.0) 1%52@’9) = 0%(% — =)
aupoint&zé,%:—%<0
D’ou 'EM.V de § est T), = + > (In X;)2. 3pts
i=1

2. Loi de probabilité de Y = In X:
PY <y)=PlnX <y)=P(X <e¥) = Fx(e¥)

N oL 7 2
D’ou la densité de Y est fy(y) = €Y fx(ev) = ﬁ exp{—%} veR 2pts
Donc Y ~ N(0,6). 1 pt
On en déduit E(Y) =0 0.5 pt et V(Y)=06. 0.5 pt
Par conséquent \/Lg ~ N(0,1). 1 pt

3. On a E(T,,) =E(Y?) =V (Y) +E*Y) = 6. Donc T), est un estimateur sans biais. 0.5 pt
V(T,) = V(Y?). Or comme \/lé ~ N(0,1) = YTQ ~ x2 D’out Y2 ~~ O3 par conséquent

V(Y?) =26% et V(T,) = 2
lim V(7,,) = 0. Donc T,, est convergent de 6. 1 pt
n—oo

Pour l'efficacitén, on calcule 'information de Fisher apporté par 1’échantillon sur 6:

0*In L(z, )
oz )

n \2

L B

- 26 63
LY Ve

= Ty T

In(e) = _E(

nono_ 0.5 pt
20 " 3 202 0 P



On a la borne de Frechet By = —— = 22 — V(T,) . D’ou T,, est un estimateur efficace de

I,(0) n
0. 0.5 pt

4. IC_,(0)?
In X;

n
On a T, est le meilleur estimateur possible de 0 et % = Z:l N
1=

Or %WN(O,l)j%wxi
L’intervalle de probabilité est

P(ky < 2= < ky) =1—a avec ky = ¢, (%) et ky = ¢;£(1’Ta) . D’ou l'intervalle de confiance

X7 2
pour 6 est
1Cy_o(6) = [Mn Dny P ia 2 1 pt
o0) =[—,—] avec t,=— nw;)“.
1 ko ke Cr— v
5. Application numérique:
A 10

Estimations ponctuelle: 6 =t, = 1= Zli? = w =T =385 0.25 pt

Estimation par intervalle de confiance: Sur la table de x3,, on lit k; = 3.25 et ky = 20.48
Donc

ICh95(0) = [18.8, 118.46] 0.25 pt



