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Notations

Fixons d�abord quelques notations qu�on utilisera tout le long de ce cours.

- Si x = (x1; :::; xn) 2 R
n on note : jxj = (x2

1
+ :::+ x2n)

1

2 :

- Si x; y 2 Rn on note aussi : x+ y = (x1 + y1; :::; xn + yn) ;

et le produit scalaire par : (x; y) = x1y1+:::+xnyn et ax = (ax1; :::; axn); a 2 R:

- Un élément � 2 Nn est appelé multi-indice :

Si � = (�1; :::; �n) 2 N
n on pose j�j = �1 + :::+ �n (longueur de � )

et �! = �1!:::�n! et pour x 2 R
n; x� = x�1

1
:::x�nn .

- Pour �; � 2 Nn on note � � � si �1 � �1; :::; �n � �n ;

et on pose aussi :

0

@

�

�

1

A =
�!

�!(�� �)!
=

n
Y

i=1

0

@

�i

�i

1

A ;

où

0

@

�i

�i

1

A représente le coe¢cient binomial
�i!

�i!(�i � �i)!
:

- Pour �; � 2 Nn on écrit : D� = (
@

@x1
)�1 :::(

@

@xn
)�n =

@j�j

@x�1
1
:::@x�nn

:

- Pour 1 � p <1, Lp(
) désigne l�espace des "classes" de fonctions f p-intégrables

sur 
 (un ouvert de Rn). Lp(
) est un espace de Banach pour la norme

kfkp
p
=

Z




jf(x)jp dx

- Pour p = 1; L1(
) désigne l�espace des "classes" de fonctions f mesurables sur


 qui sont essentiellement bornées supérieurement sur 
. L1(
) est un espace de Banach

pour la norme

kfk1 = sup



ess jf(x)j = inf fc = jf(x)j � c p. p. sur 
g :
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Ce document de cours est destiné aux étudiants de Master en mathématiques ainsi

qu�aux étudiants des sciences physiques. Il leur donne les dé�nitions et notions les plus

élémentaires pour se familiariser au calcul distributionnel telles que la notion de dériva-

tion, de limite d�une suite ou de série de distributions ainsi que d�autres opérations sur

les distributions. Par des exemples bien choisis, ils peuvent voir la di¤érence, entre ce

qui est classique pour des fonctions ordinaires et ce qui est distributionnel pour ce qu�on

appelle ordinairement des "fonctions généralisées", c�est-à-dire des distributions.

Ces notes de cours ont été rédigées dans l�esprit de présenter les distributions dans un

sens aussi clair que possible, sans les faire alourdir des notions encore plus intéressantes ;

et de ne pas s�écarter du but principal, qui est de donner aux étudiants un manuel de

cours plus ou moins simple et qui contient les résultats les plus essentiels et les plus

importants sur les distributions. Le lecteur qui est intéressé par plus de détails sur les

distributions pourra consulter l�une des références citées ci-après.

Les principales références pour ces notes de cours sont :

1- L SCHWARTZ , Théorie des Distributions. Hermann, 1966, Paris.

2- L SCHWARTZ, Méthodes Mathématiques pour les Sciences Physiques. Hermann,

1983, Paris.

3- C ZUILY, Eléments de Distributions et d�Equations aux Dérivées Partielles. Dunod,

2002, Paris.

4- C ZUILY, Problems in Distributions and Partial Di¤erential Equations. Hermann,

1988, Paris.

5- R S PATHAK, A Cours in Distribution Theory and Applications. Alpha Science,

2001, UK.

6- F HIRSCH - G LACOMBE, Eléments d�Analyse Fonctionnelle. Dunod, 1999, Paris.
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Chapitre 1

LES DISTRIBUTIONS

Les distributions sont des objets qui généralisent les fonctions localement intégrables

et les mesures de Radon surRn: L�un des intérêts principaux de la théorie des distributions

est de permettre la construction d�un calcul di¤érentiel qui prolonge le calcul di¤érentiel

ordinaire et pour lequel toute distribution est indé�niment dérivable. Cette théorie est

devenue un outil essentiel, notamment dans l�étude des équations aux dérivées partielles.

Elle a aussi permis une modernisation mathématique pour de nombreux phénomènes

physiques. L�idée de base de la théorie des distributions est de dé�nir les distributions

par leur action sur un espace de fonctions appelées " fonctions-test". On peut noter que

cette idée apparait déjà dans la dé�nition de mesures et en particulier dans la dé�nition

des mesures de Radon.

Avant d�aborder les distributions donnons quelques espaces fonctionnels sur lesquels

on dé�nit des structures topologiques qui nous permettrons de mieux comprendre les

notions de limite, de continuité...etc pour les distributions.
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1.1 Les espaces Ck(
); 0 � k � +1

Dans tout ce qui suit 
 désigne toujours un ouvert de Rn. On désigne par C(
) où

C0(
) (resp. C1(
)) l�espace des fonctions continues (resp. continûment di¤érentiables)

sur 
 à valeurs numériques (i.e réelles ou complexes).

Pour k 2 N; k � 2; on pose

Ck(
) =

�

u 2 Ck�1(
) :
@u

@xi
2 Ck�1(
); i = 1; :::; n

�

c�est l�espace des fonctions k fois continûment di¤érentiables sur 
.

En�n on notera

C1(
) =
\

k2N

Ck(
) ;

c�est l�espace des fonctions indé�niment di¤érentiables sur 
:

Avant de dé�nir la topologie "naturelle" sur les espaces fonctionnels Ck(
); donnons

d�abord un lemme qui nous permet d�écrire tout ouvert 
 de Rn comme réunion croissante

de compacts.

Lemme I� 1

Pour i 2 N� ; soit

Ki = fx 2 R
n : jxj � ig \

�

x 2 
 : d(x ; C
) �
1

i

�

:

Alors

1) fKigi2N� est une suite croissante de compacts tels que Ki � �Ki+1 ;

2) 
 =
[

i2N�

Ki =
[

i�2

�Ki ;

3) Pour tout compact K de 
 il existe un i0 2 N
� tel que K � Ki0 :
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Dé�nissons maintenant pour chaque i 2 N�; les semi-normes suivantes :

pi(u) =
X

j�j�k

sup
x2Ki

jD�u(x)j ; si u 2 Ck(
); k 2 N ;

pi(u) =
X

j�j�i

sup
x2Ki

jD�u(x)j ; si u 2 C1(
):

Les (pi) sont des semi-normes puisque elles possèdent les propriétés suivantes

pi(0) = 0 ; pi(�u) = j�j pi(u) si � 2 C ; pi(u+ v) � pi(u) + pi(v)

i.e elles véri�ent les axiomes des normes sauf que pi(u) = 0 ; u = 0 mais seulement

u = 0 sur Ki:

On va dé�nir une topologie sur ces espaces, en dé�nissant une base de voisinages.

Pour u 2 Ck(
); k 2 N [ f+1g ; " > 0 et i 2 N� on pose

V "
i (u) =

�

v 2 Ck(
) : pi(v � u) < "
	

:

Un voisinage de u sera alors un sous-ensemble de Ck(
) qui contient un voisinage

V "
i (u) pour un certain couple (i ; "): Donc si on dé�nit un ouvert comme étant un sous-

ensemble de Ck(
) qui est voisinage de chacun de ses points, on véri�e bien que l�on

obtient une topologie � sur Ck(
):

Proposition I� 1 (Caractérisation de la topologie � de Ck(
))

Soit fungn2N une suite de C
k(
) et u 2 Ck(
): Les propositions suivantes sont

équivalentes :

1) La suite fungn2N converge vers u pour la topologie �:

2) Pour tout j�j � k (tout � si k = +1) et pour tout compactK de 
;

la suite fD�ungn2N converge uniformément sur K vers D�u:
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Proposition I� 2

La topologie � ainsi dé�nie sur Ck(
) est métrisable. Plus précisément, si on prend

pour u; v 2 Ck(
) :

d(u ; v) =

+1
X

i=1

1

2i
pi(u� v)

1 + pi(u� v)
: (1.1)

Alors

1) d est une métrique sur Ck(
) qui dé�nit la même topologie que �:

2) Ck(
) muni de cette métrique est un espace complet.

Remarque I� 1

La topologie � de l�espace Ck(
), dé�nie précédemment, n�est pas normable (i.e n�est

pas induite par une norme).

1.2 Les espaces Ck
0 (
); 0 � k � +1

D�e�nition I� 1 (Th�eor�eme)

Soit u 2 C(
): Le support de u est le sous-ensemble fermé de Rn dé�ni par l�une des

assertions équivalentes suivantes :

1) supp u = fx 2 
 : u(x) 6= 0g ;

2) x0 =2supp u , 9 Vx0 : u(x) = 0 ; 8x 2 Vx0 ;

3) C(supp u) est le plus grand ouvert où u est nulle.

On peut facilement véri�er les propriétés suivantes :

a) supp u = ? , u � 0 dans 
 ;

b) supp (u:v) � supp u \ supp v ;

c) supp
@u

@xi
� supp u ; i = 1; :::; n si u 2 C1(
).
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D�e�nition I� 2

Pour k 2 N [ f+1g ; Ck0 (
) désigne l�ensemble des u 2 C
k(
) tels que supp u est

un compact contenu dans 
:

Remarque I� 2

a) Si u 2 Ck0 (
); son prolongement par zéro à l�extérieur de 
 appartient à C
k
0 (R

n); i.e

la fonction dé�nie sur Rn par,

~u(x) =

8

<

:

u(x) si x 2 


0 si x =2 

2 Ck0 (R

n) (1.2)

b) L�espace Ck0 (
) 6= ? ( n�est pas vide) . En e¤et, si on prend un x0 2 
 et a > 0

tel que fx0g 6= fx 2 
 : jx� x0j < ag � 
: La fonction ' dé�nie sur 
 par

'(x) =

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

exp(
1

jx� x0j
2 � a2

) si jx� x0j < a

0 si jx� x0j � a ; x 2 


; (1.3)

appartient à Ck0 (
) (elle est même dans C
1
0 (
)) et son support est la boule fermée de

centre x0 et de rayon a:

1.3 Les fonctions-test

D�e�nition I� 3

L�ensemble de toutes les fonctions indé�niment dérivables dé�nies de 
 dans C et à

support compact est noté D(
) ou C10 (
). Qui est un espace vectoriel et tout élément

de cet espace s�appelle une fonction-test.
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D�e�nition I� 4

Si K est un compact de 
 on note par DK(
) l�espace de toutes les fonctions-test

' 2 D(
) telles que supp ' � K:

Exemple

�(x) =

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

exp(
1

jxj2 � 1
) si jxj < 1

0 si jxj � 1 ;

(1.4)

est une fonction-test sur Rn i.e. � 2 D(Rn):

En utilisant cette fonction �(x) on peut construire une in�nité de fonctions-test, pour

" > 0 on dé�nit

 "(x) =
�(
x

"
)

Z

Rn

�(
x

"
)dx

2 D(Rn) , supp  " = fx : jxj � "g et

Z

Rn

 "(x)dx = 1: (1.5)

Donnons d�abord quelques résultats qu�on utilisera par la suite.

Lemme I� 2 (La régularisation)

Soit  2 D(Rn) telle que  � 0 ;

Z

Rn

 (x)dx = 1 et soit  "(x) = "�n (
x

"
); " > 0:

Si pour f 2 Lp(Rn); 1 � p <1 , on se donne

f"(x) = f �  "(x) =

Z

Rn

f(y) (x� y)dy: (1.6)

alors

f" 2 C
1(Rn) ; f" ! f dans Lp(Rn); "! 0 et on a kf"kp � kfkp :
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Th�eor�eme I� 1 (La densit�e)

D(Rn) est dense dans Lp(Rn) pour 1 � p <1:

Th�eor�eme I� 2 (La partition de l0unit�e)

Soit K est un compact de 
 et soient 
i ; i = 1; 2; ::k; un recouvrement �ni de K i.e.

K �

k
[

i=1


i; alors il existe des fonctions 'i 2 D(
i) telles que 0 � 'i � 1 ; i = 1; 2; ::k et

k
X

i=1

'i = 1 au voisinage de K:

1.4 La convergence dans D(
)

D�e�nition I� 5

Soit 
 un ouvert de Rn. Une suite de fonctions-test f'ngn2N converge vers zéro dans

D(
) si

(i) Il existe un compact K de 
 tel que supp 'n � K , 8n 2 N:

(ii) Pour tout multi-indice � la suite fD�'ngn2N converge uniformément vers zéro

dans 
:

Exemple

La suite �p(x) =
1

p
�(x); �(x) est la fonction donnée dans l�exemple précédent appar-

tient à D(Rn) et converge vers zéro dans D(Rn):

Alors que la suite �p(x) = �(
x

p
) 2 D(Rn) ne converge pas dans D(Rn) lorsque p!1

parce qu�il ne peut exister un compact K en dehors duquel toutes les �p(x) s�annulent.
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1.5 Les distributions

D�e�nition I� 6

Une application f de D(
) dans C est appelée une fonctionnelle et on note sa valeur

par

hf ; 'i ; 8' 2 D(
):

D�e�nition I� 7

Une fonctionnelle linéaire f dé�nie sur D(
) est dite continue si pour toute suite de

fonctions-test f'ngn2N qui converge vers zéro dansD(
) la suite numérique fhf ; 'nign2N

converge vers zéro.

D�e�nition I� 8

On appelle distribution dé�nie dans 
 toute fonctionnelle linéaire continue sur D(
):

L�espace de toutes les distributions dé�nies sur 
 est noté D0(
) ou simplement D0:

Cet espace est appelé espace dual de D(
):

Donnons quelques exemples de distributions :

1.5.1 Les Fonctions localement intégrables

Soit f une fonction localement intégrable sur R; i.e. absolument intégrable sur tout

intervalle borné de R; alors f dé�nit une distribution par :

hf ; 'i =

+1
Z

�1

f(x)'(x)dx ; 8' 2 D(R): (1.7)

La distribution dé�nie par f est notée aussi f . Il est assez clair que f est linéaire

sur D(R): Montrons la continuité de f , soit f'ngn2N une suite de D(R) qui converge vers

zéro dans D(R) tel que supp 'n � [a ; b] alors :

jhf ; 'nij �

b
Z

a

jf(x)'n(x)j dx � sup
[a ; b]

j'n(x)j

b
Z

a

jf(x)j dx! 0 ; quand n!1 (1.8)
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car f'ngn2N converge vers zéro dans D(R):

Les distributions qui sont dé�nies par des fonctions localement intégrables sont ap-

pelées distributions régulières.

Proposition I� 3

Deux fonctions localement intégrables sur 
 dé�nissent la même distribution si et

seulement si elles sont égales presque partout.

Exemple

Pour tout nombre complexe �; Re� > �1 ; les fonctions

x�+ =

8

<

:

x� si x > 0

0 si x � 0
; x�� =

8

<

:

jxj� si x < 0

0 si x � 0
: (1.9)

dé�nissent des distributions régulières dans R car elles sont localement intégrables.

1.5.2 La distribution delta de Dirac

Elle est dé�nie par

h� ; 'i = '(0) ; 8' 2 D(R) ; (1.10)

de cette dé�nition on peut voir facilement que � est linéaire sur D(R); i.e.

h� ; �'1 + �'2i = � h� ; '1i+ � h� ; '2i ; 8'1; '2 2 D(R) et 8 �; � 2 C:

Montrons la continuité de � et soit f'ngn2N une suite de D(R) qui converge vers zéro

dans D(R): Alors

h� ; 'ni = 'n(0) ! 0 quand n! +1

donc � est une fonctionnelle linéaire continue sur D(R) i.e c�est une distribution sur R:
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Remarquons que � n�est pas une distribution régulière, en e¤et supposons le contraire

i.e qu�elle est dé�nie par une fonction localement intégrable alors on aura

'(0) = h� ; 'i =

+1
Z

�1

�(x)'(x)dx ; 8' 2 D(R):

Soit '(x) = �(
x

a
); a > 0 ; où � est la fonction donnée plus haut.

Alors

e�1 =

+a
Z

�a

�(x) exp(
�a2

a2 � x2
)dx (1.11)

i.e. e�1 � e�1
+a
Z

�a

j�(x)j dx! 0 ; quand a! 0+ ; (1.12)

ce qui est impossible d�où la contradiction i.e. � ne peut être une distribution régulière.

De la dé�nition de la distribution Delta de Dirac il est possible de véri�er les propriétés

suivantes :

(i) �(x) = �(�x) ;

(ii) �(ax) =
1

jaj
�(x) ; a 6= 0 ;

(iii) �(x2 � a2) =
1

2 jaj
(�(x� a) + �(x+ a)) ;

(iv) �(f(x)) =
X

k

1

jf 0(xk)j
�(x� xk) ; f(xk) = 0:

Remarque I� 3

Toute distribution qui n�est pas régulière est appelée distribution singulière.

1.5.3 La distribution " Valeur principale "

Considérons la fonction x 7!
1

x
de R dans R: Cette fonction n�est pas localement

intégrable sur R; mais elle l�est sur R�: Nous allons voir comment prolonger à R la

distribution que cette fonction dé�nit sur R�:
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Proposition I� 4

Pour toute fonction-test ' 2 D(R); la limite

V P

+1
Z

�1

'(x)

x
dx = lim

"!0+

Z

jxj>"

'(x)

x
dx (1.13)

existe. La fonctionnelle linéaire ainsi dé�nie est une distribution sur R; appelée " valeur

principale" de
1

x
et notée V P (

1

x
):

En e¤et, soit ' 2 D(R) et soit a > 0 tel que supp' � [�a ; a] :En utlisant le

développement de Taylor on peut écrire :

'(x) = '(0) + x (x) (1.14)

où  (x) est une fonction continue sur R:

Alors si " < a

a
Z

"

'(x)

x
dx = '(0)

a
Z

"

dx

x
+

a
Z

"

 (x)dx et

�"
Z

�a

'(x)

x
dx = �'(0)

a
Z

"

dx

x
+

�"
Z

�a

 (x)dx

d�où
Z

jxj>"

'(x)

x
dx =

�"
Z

�a

 (x)dx+

a
Z

"

 (x)dx (1.15)

et puisque  (x) est continue en x = 0 alors

V P

+1
Z

�1

'(x)

x
dx = lim

"!0+

Z

jxj>"

'(x)

x
dx =

a
Z

�a

 (x)dx (1.16)

i.e.

�

V P (
1

x
) ; '

�

=

a
Z

�a

 (x)dx ; (1.17)

il est assez clair que V P (
1

x
) est linéaire sur D(R):
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Montrons que V P (
1

x
) est continue sur D(R): Soit f'ngn2N une suite de D(R) qui

converge vers zéro dans D(R) et a > 0 tel que supp 'n � [�a ; a] 8n 2 N; alors on

peut écrire :

�

�

�

�

�

V P (
1

x
) ; 'n

��

�

�

�

=

�

�

�

�

�

�

a
Z

�a

 n(x)dx

�

�

�

�

�

�

=

�

�

�

�

�

�

a
Z

�a

'n(x)� 'n(0)

x
dx

�

�

�

�

�

�

�

a
Z

�a

1

jxj

�

�

�

�

�

�

x
Z

0

'
0

n(t)dt

�

�

�

�

�

�

dx

�

a
Z

�a

1

jxj

�

�

�

�

�

�

x
Z

0

�

�

�
'
0

n(t)
�

�

�
dt

�

�

�

�

�

�

dx � 2a sup
[�a ; a]

�

�

�
'
0

n(x)
�

�

�
! 0 ; quand n!1 (1.18)

d�où V P (
1

x
) 2 D

0

(R):

Le théorème suivant donne une caractérisation très utile de D
0

(
):

Th�eor�eme I� 3

Une fonctionnelle linéaire f est une distribution sur 
 si et seulement si, pour tout

compact K de 
 il existe CK > 0 et k 2 N tels que

jhf ; 'ij � CK
X

j�j�k

sup
x2K

jD�'(x)j ; 8' 2 DK(
): (1.19)

Exercice 01 :

Montrer que les applications suivantes dé�nissent des distributions :

a) D(R) 3 ' 7! hPf
1

x2
; 'i = lim

�!0

2

6

4

Z

jxj��

'(x)

x2
dx� 2

'(0)

�

3

7

5
;

b) D(R) 3 ' 7! hPf
H

x2
; 'i = lim

�!0

2

4

+1
Z

�

'(x)

x2
dx�

'(0)

�
+ '0(0) ln �

3

5 ;

(Pf := partie �nie ; H := la fonction de Heaviside)

c)Dé�nir Pf
1

xm
; Pf

H

xm
pourm entier m � 3:
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1.6 L�ordre d�une distribution

L�entier k 2 N intervenant dans la relation (1.19) du théorème précédent peut dé-

pendre du compact K: Si par contre un même k est valable pour tous les compacts on

dit que la distribution f est d�ordre inférieur ou égal à k:

D�e�nition I� 9

Le plus petit k pour lequel la relation (1.19) est véri�ée pour tous les compacts K

est appelé l�ordre de la distribution f 2 D0(
): L�ensemble de ces distributions est noté

D0 (k)(
):

On note aussi D0 F (
) =
[

k2N

D0 (k)(
) , l�espace des distributions d�ordre �ni.

Remarque I� 4

On peut dire alors qu�une distribution f est d�ordre k si f appartient D0 (k)(
) mais

pas à D0 (k�1)(
):

Exercice 2

Montrer que :

a) Toute distribution régulière est d�ordre zéro.

b) La distribution de Dirac est d�ordre zéro.

c) La distribution V P (
1

x
) est d�ordre 1.

1.7 Le support d�une distribution

Nous allons introduire maintenant la notion de support pour une distribution qui

généralise celle donnée plus haut pour les fonctions continues.

D�e�nition I� 10

Soit f 2 D0(
) et ! un ouvert contenu dans 
: On dit que f est nulle dans ! si

hf ; 'i = 0 ; 8' 2 D(!):
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Lemme I� 3

Soit (!i)i2I une famille d�ouverts de 
 et ! =
[

i2I

!i: Si f 2 D0(
) est nulle dans

chaque !i alors f est nulle dans !:

Preuve

Soit ' 2 D(!); posons K le compact de 
 tel que supp ' = K:On a évidemment

K �
[

i2I

!i alors il existe un ensemble �ni d�indices J � I tel que K �
[

i2J

!i: Soit (�i )i2J

une partition de l�unité relative au recouvrement (!i )i2J de K i.e

�i 2 D(!i); 8i 2 J et
X

i2J

�i (x) = 1 pour x 2
[

i2J

!i:

Comme supp ' = K on a alors

'(x) =
X

i2J

�i (x)'(x)

et donc

hf ; 'i =
X

i2J

hf ; �i 'i

or �i ' 2 D(!i), f est nulle dans !i donc hf ; �i 'i = 0 et par suite hf ; 'i = 0 i.e

f = 0 dans !:

Remarque I� 5

Ce lemme montre que pour toute distribution f 2 D0(
) il existe un plus grand

ouvert où f est nulle : c�est la réunion de tous les ouverts où f = 0: On introduit alors

la dé�nition suivante.

D�e�nition I� 11

Pour f 2 D0(
), le support de f , que l�on note supp f ; est le complémentaire du

plus grand ouvert où f est nulle.

18



Donnons quelques propriétés du support d�une distribution qui sont facile à obtenir

directement de la dé�nition du support.

P1 x0 =2supp f , 9Vx0 voisinage de x0 tel que hf ; 'i = 0 ; 8' 2 D(Vx0):

P2 x0 2supp f , 8Vx0 voisinage de x0 9' 2 D(Vx0) tel que hf ; 'i 6= 0 :

P3 supp f � F , f = 0 dans CF :

Exemples

1) Si f est une fonction continue alors le support de f autant que fonction et le support

de f autant que distribution coïncident i.e. si on note la distribution associée à f par Tf

alors supp f =supp Tf : En e¤et si x0 =2supp f il existe Vx0 tel que f (x) = 0 ; 8x 2 Vx0 :

Alors si ' 2 D(Vx0) f (x)'(x) = 0 dans 
 et donc hTf ; 'i = 0 i.e. x0 =2supp Tf :

Inversement si x0 =2supp Tf il existe Vx0 tel que hTf ; 'i =

Z

f (x)'(x)dx =

0 ; 8' 2 D(Vx0) ce qui implique que f (x) = 0 dans Vx0 et donc x0 =2supp f:

2) Si hf ; 'i = D�'(x0) alors supp f = fx0g : En e¤et si ' 2 D(
 � fx0g ) on a

hf ; 'i = 0 et donc supp f � fx0g :

Inversement x0 2 supp f: En e¤et soit Vx0 un voisinage ouvert de x0 et � 2

D(Vx0); � = 1 au voisinage de x0: Prenons '(x) =
(x� x0)

�

�!
�(x); alors par applica-

tion de la formule de Leibniz; il est facile de voir que D�'(x0) = 1:

Th�eor�eme I� 4

Soit f 2 D0(
) et ' 2 D(
) tels que

supp f \ supp ' = ? ; alors hf ; 'i = 0 .

Preuve

Si supp f\ supp ' = ? alors supp ' est contenu dans le complémentaire du support

de f; donc pour tout x 2 supp ' il existe un voisinage Vx tel que

hf ;  i = 0 pour tout  2 D(Vx):
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Alors supp ' �
[

x2supp '

Vx ; comme supp ' est un compact donc il existe un nombre

�ni de points x1; x2; :::; xn du support de ' tel que supp ' �
n
[

i=1

Vxi : Soit (�i )
n
i=1 une

partition de l�unité relative au recouvrement (Vxi)
n
i=1 i.e

�i 2 D(Vxi); 8i = 1; 2; ::; n et

n
X

i=1

�i (x) = 1 pour x 2

n
[

i=1

Vxi :

Comme supp ' �
n
[

i=1

Vxi on a alors

'(x) =

n
X

i=1

�i (x)'(x) ; pour x 2 supp '

et donc

hf ; 'i =
n
X

i=1

hf ; �i 'i = 0 , car �i ' 2 D(Vxi) :

1.8 Les opérations sur les distributions

Plusieurs opérations dé�nies pour les fonctions peuvent être prolongées de la même

manière pour les distributions i.e. dans D
0

:

1.8.1 Addition

La somme de deux distributions de f et g D
0

(
) est dé�nie par

hf + g ; 'i = hf ; 'i+ hg ; 'i ; 8' 2 D(
):

f + g est bien une distribution car elle dé�nit une fonctionnelle linéaire et continue

sur D(
):
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1.8.2 La multiplication par une constante

La multiplication d�une distribution par une constante � 2 C est dé�nie par

h�f ; 'i = hf ; �'i ; 8' 2 D(
):

Il est évident que c�est une distribution de D
0

(
):

Remarque I� 6

Il est clair que d�après ce qui précède on vient de munir l�espace D
0

(
) d�une structure

d�espace vectoriel sur C:

1.8.3 La translat�ee d0une distribution

Notons d�abord que pour une fonction f localement intégrable dans Rn et a 2 Rn; par

le changement de variable on a

Z

Rn

f(x� a)'(x)dx =

Z

Rn

f(x)'(x+ a)dx ; 8' 2 D(Rn) (1.20)

ce qui peut être étendu facilement et de la même manière pour une distribution f 2

D0(Rn) et a 2 Rn; i.e. on dé�nit la translatée de la distribution f 2 D0(Rn) par

hf(x� a) ; '(x)i = hf(x) ; '(x+ a)i ; 8' 2 D(Rn): (1.21)

f(x� a) est bien une distribution dans D0(Rn):

De là on a h�(x� a) ; '(x)i = h�(x) ; '(x+ a)i = '(a) ; 8' 2 D(Rn):
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1.8.4 La multiplication par une fonction C1

La multiplication ou la division de deux distributions est une chose qui n�est pas tou-

jours valable et qui peut engendrer des problèmes, elle n�est pas en général dé�nie; comme

on peut le voir sur cet exemple pour f(x) = g(x) =
1

p

jxj
2 D0(R) car elles sont lo-

calement intégrables mais f(x)g(x) =
1

jxj
=2 D0(R): Par contre si f(x) 2 D0(
) et

 (x) 2 C1(
) le produit  (x)f(x) peut avoir un sens et dé�nit une distribution sur 
;

comme on peut le voir d�après ce qui suit.

D�e�nition I� 12 (Th�eor�eme)

Soit f(x) 2 D0(
) et  (x) 2 C1(
): La fonctionnelle linéaire  f sur D(
) dé�nie

par

h f ; 'i = hf ;  'i ; 8' 2 D(
) ; (1.22)

est une distribution sur 
:

Il est assez facile de véri�er les propriétés suivantes :

P4 Pour f1; f2 2 D
0(
) et  1;  2 2 C

1(
) on a

( 1 +  2) f1 =  1 f1+ 2 f1 ;  1 2 f1 =  1 ( 2 f1) ;  1 (f1 + f2) =  1 f1+ 1 f2 :

P5 Pour f 2 D0(
) et  2 C1(
) on a

supp (  f) � supp (  ) \ supp ( f) :

Exemples

1) Si  2 C1(
) et x0 2 
 on a :  �(x� x0) =  (x0)�(x� x0) ; en particulier

sur R on a xn� = 0 ; 8n � 1:
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2) Le produit cosx � est une distribution dé�nie sur D(R) par

hcosx � ; 'i = h� ; cosx 'i = '(0) ; 8' 2 D(R)

de même

hsin x � ; 'i = h� ; sin x 'i = 0 ; 8' 2 D(R):

Proposition I� 5

Si f 2 D0(R): On a équivalence entre les deux propositions suivantes :

a) xf = 0 au sens de D0(R):

b) f = c� ; où c 2 C et � est la distribution Delta de Dirac à l�origine.

Preuve

b)) a) c�est évident.

Montrons la réciproque. Pour toute fonction ' 2 D(R) on a

hxf ; 'i = hf ; x'i = 0 : (1.23)

Donc f s�annule sur toutes les fonctions de la forme x' où ' 2 D(R). Or on a

l�équivalence

 = x' ; ' 2 D(R),  2 D(R) et  (0) = 0: (1.24)

L�implication) est évidente. Inversement si  2 D(R); supp  � [�a ; a] ; a > 0; et

 (0) = 0; la formule de Taylor permet d�écrire

 (x) =  (0) + x

1
Z

0

 
0

(tx)dt = x'(x):

La fonction ' est de classe C1 et si jxj > a on a  (x) = 0 d�où '(x) = 0; i.e.

' 2 D(R):
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On déduit alors de (1.24) que f s�annule sur toutes les fonctions  2 D(R) et

 (0) = 0: Fixons � 2 D(R); � = 1 pour jxj � 1: Soit ' 2 D(R) quelconque. Posons

 = '� '(0)� alors

hf ;  i = 0 ; d�où hf ; 'i = '(0) hf ; �i

i.e hf ; 'i = c h� ; 'i où c = hf ; �i

ce qui prouve b):

1.9 Les distributions à support compact

D�e�nition I� 13

On note E
0

(
) l�espace vectoriel sur C des distributions à support compact.

D�e�nition I� 14

On dit qu�une suite f'ngn2N de C
1(
) converge vers zéro dans C1(
) si pour tout

multi-indice �; D�'n converge vers zéro uniformément dans tout compact de 
:

Th�eor�eme I� 5

Soit 
 un ouvert de Rn: Alors D(
) est dense dans C1(
):

Remarque I� 7

On dé�nit la continuité et la linéarité d�une fonctionnelle sur C1(
) de la même

manière que dans D(
); le dual de C1(
) est noté (C1(
))
0

qui est l�espace des fonc-

tionnelles linéaires continues dé�nies sur C1(
):

On a le résultat principal suivant.

Th�eor�eme I� 6

Il existe une application linéaire bijective � de E
0

(
) dans le dual de C1(
) qui

permet d�identi�er E
0

(
) à (C1(
))
0

:
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On peut caractériser cette application par :

Proposition I� 6

Soit f 2 E
0

(
) et K0 =supp f: Il existe une application linéaire ~f de C1(
) dans

C telle que

(i)
D

~f ; '
E

= hf ; 'i si ' 2 D(
):

(ii)
D

~f ; '
E

= 0 si ' 2 C1(
); supp ' \K0 = ?:

(iii) Il existe k 2 N; un compact K � 
 (voisinage de K0) et c > 0 tels que

�

�

�

D

~f ; '
E�

�

�
� c

X

j�j�k

sup
K

jD�'(x)j ; 8 ' 2 C1(
):

On note par � l�application f 7! ~f dé�nie de E
0

(
) dans (C1(
))
0

:

Proposition I� 7

Soit ~f 2 (C1(
))
0

: La restriction de ~f à D(
) est une distribution à support

compact.

L�application R ~f 7! ~f/D(
) de (C1(
))
0

dans E
0

(
) est un inverse à droite de

l�application � dé�nie ci-dessus.

1.10 Exercices

Exercice 01 :

Soient ' 2 D(Rn); h 2 Rnnf0g: pour t 2 Rnf0g on pose

't(x) =
'(x+ th)� '(x)

t
:

a) Montrer que 't 2 D(R
n) pour t 6= 0:

b) Montrer que lorsque t tend vers 0, 't converge dans D(R
n) vers une fonction de

D(Rn) et calculer cette fonction.
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Exercice 02 :

a) Soit ' 2 D(R) telle que supp ' � ]1 ; 2[ ; 0 � '(x) � 1 et '(x) = 1 pour

a � x � b où 1 < a < b < 2: Pour n 2 N� posons

'n(x) = e�n'(nx):

Montrer que f'ngn2N� converge vers zéro dans D(R):

b) Montrer qu�il n�existe pas de distribution f 2 D0(R) telle que

hf ; 'i =

Z

R

exp(
1

x2
) '(x)dx :

Exercice 03 :

a) Montrer que pour � 2 C avec Re� > �1 les fonctions

x�+ =

8

<

:

x� ; x > 0

0 ; x � 0
; x�� =

8

<

:

jxj� ; x < 0

0 ; x � 0

dé�nissent des distributions sur R:

b) En remarquant que pour Re� > �1 on a

+1
Z

0

x�'(x)dx =

1
Z

0

x� ['(x)� '(0)] dx+

+1
Z

1

x�'(x)dx+
'(0)

�+ 1
;

montrer que l�on peut dé�nir une distribution x�+ pour Re� > �2 et � 6= �1:

Dé�nir la même chose pour x�� et pour les mêmes valeurs de �:

c) Généraliser ce procédé au cas où Re� > �n� 1 ; � 6= �1; �2; :::;�n:

d) Soient x�+ ; x
�
� les distributions dé�nies pour Re� > �n�1 ; � 6= �1; �2; :::;�n:

Calculer : x:x�+ ; x: x�� :
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Chapitre 2

LA DERIVATION DES DISTRIBUTIONS

On introduit dans ce chapitre la notion de dérivation pour les distributions. On donne

une généralisation de la notion de dérivée pour les distributions mais tout en conservant

cette même notion classique pour des fonctions ordinaires. Par un choix particulier de

quelques exemples on met en exergue la diférence entre la dérivation classique (i.e. la

dérivation des fonctions) et la dérivation distributionnelle.

2.1 La Dérivation des distributions

Soit f 2 C1(R) et ' 2 D(R): Alors une intégration par parties donne

D

f
0

; '
E

=

+1
Z

�1

f
0

(x) '(x)dx = �

+1
Z

�1

f(x) '
0

(x)dx = �
D

f ; '
0

E

(2.1)

ce qui motive la dé�nition suivante :

D�e�nition II� 1

Soit 
 un ouvert de Rn: Alors la dérivée Df de f 2 D
0

(
) est dé�nie par

hDf ; 'i = �hf ; D'i ; 8' 2 D(
) ; (2.2)
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quelquefois on note aussi la dérivée par f
0

et
d

dx
f:

Si � est un multi-indice on dé�nit

hD�f ; 'i = (�1)j�j hf ; D�'i ; 8' 2 D(
) : (2.3)

On note que le second membre de (2.3) est bien dé�ni pour tout multi-indice � et qui

représente une fonctionnelle linéaire continue dans D(
) i.e. une distribution sur 
:

Remarque II� 1

Il est assez clair, d�après la dé�nition II - 1, que toute distribution est indé�niment

di¤érentiable, i.e. de classe C1:

Exemples

1) Soit H la fonction de Heaviside sur R dé�nie par

H(x) =

8

<

:

1 si x > 0

0 si x < 0
: (2.4)

Alors

D

H
0

; '
E

= �
D

H ; '
0

E

= �

+1
Z

0

'
0

(x)dx = '(0) = h� ; 'i ; 8' 2 D(R) (2.5)

i.e. au sens des distributions la dérivée de H est égale à � (la distribution de Dirac),

H
0

= �:

2) La fonction signe sur R est dé�nie par :

Sign x =

8

<

:

1 si x > 0

�1 si x < 0
: (2.6)

Donnons une autre forme de la fonction signe

Sign x = H(x)�H(�x) ; (2.7)
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donc de 1) on aura au sens des distributions

d

dx
Sign x = 2�: (2.8)

Th�eor�eme II� 1

(i) La dérivée d�une distribution est aussi une distribution.

(ii) On peut intervertir l�ordre de dérivation dans la dérivation au sens des distribu-

tions.

Th�eor�eme II� 2

La dérivation est une opération linéaire continue dans D
0

(
) dans le sens suivant

D�(af + bg) = aD�f + bD�g ; 8f; g 2 D
0

(
) et a; b 2 C; 8� 2 Nn: (2.9)

Si fn ! f dans D
0

(
) alors D�fn ! D�f dans D
0

(
); 8� 2 Nn. (2.10)

Remarque II� 2

On dit qu�une suite de distributions ffng dans D
0

(
) converge vers zéro si et seule-

ment si pour toute fonction-test ' 2 D(
) la suite numérique fhfn ; 'ig converge vers

zéro au sens usuel.

Preuve ( du Théorème II -2)

Soit ' 2 D(
), pour f; g 2 D
0

(
); a; b 2 C et � 2 Nn on a

hD�(af + bg) ; 'i = (�1)j�j haf + bg ; D�'i = (�1)j�j haf ; D�'i+ (�1)j�j hbg ; D�'i

= (�1)j�j hf ; aD�'i+ (�1)j�j hg ; bD�'i

= (�1)j�j hf ; D�(a')i+ (�1)j�j hg ; D�(b')i

= hD�f ; a'i+ hD�g ; b'i = haD�f ; 'i+ hbD�g ; 'i

= haD�f + bD�g ; 'i :

i.e. que D�; 8� 2 Nn; est une opération linéaire sur D
0

(
):
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Montrons que si fn ! f dans D
0

(
) alors D�fn ! D�f dans D
0

(
); 8� 2 Nn:

En e¤et puisque fn ! f dansD
0

(
) donc 8' 2 D(
) on a hfn ; 'i ! hf ; 'i ; quand

n ! +1: On sait que si ' 2 D(
) alors D�' 2 D(
); 8� 2 Nn; et par suite

hfn ; D
�'i ! hf ; D�'i ; quand n ! +1 donc hD�fn ; 'i ! hD�f ; 'i ; quand

n! +1 i.e. D�fn ! D�f ; 8� 2 Nn; au sens de D
0

(
):

Exemples

1) Soit la fonction

x+ =

8

<

:

x si x > 0

0 si x � 0
(2.11)

qui dé�nit bien une distribution régulière, car elle est localement intégrable. Elle n�est

pas dérivable au sens classique au point x = 0; mais on peut voir qu�elle est dérivable au

sens distributionnel, en e¤et :

D

x
0

+ ; '
E

= �
D

x+ ; '
0

E

= �

+1
Z

0

x'
0

(x)dx ; 8' 2 D(R) (2.12)

une intégration par parties donne

D

x
0

+ ; '
E

= [�x'(x)]+10 +

+1
Z

0

'(x)dx =

+1
Z

0

H(x) '(x)dx

= hH(x) ; 'i ;8' 2 D(R); i.e. x
0

+ = H(x) au sens de D
0

; (2.13)

où H est la fonction de Heaviside:

2) On dé�nit la fonction caractéristique sur [a ; b] dans R par

I[a ; b](x) =

8

<

:

1 si x 2 [a ; b]

0 si x =2 [a ; b]
: (2.14)
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Il est facile de véri�er que

I[a ; b](x) = H(x� a)�H(x� b) ;

alors

I
0

[a ; b](x) = �(x� a)� �(x� b) : (2.15)

3) La fonction ln jxj ; pour x 6= 0; est intégrable au voisinage de l�origine donc elle

est localement intégrable sur R i.e. elle dé�nit une distribution règulière dans D
0

(R): Sa

dérivée classique
d

dx
ln jxj =

1

x
; x 6= 0 (2.16)

qui ne dé�nit pas une distribution sur R; car elle n�est pas intégrable au voisinage de

l�origine ; mais sa dérivée au sens des distributions existe et on peut la calculer comme

suit :
�

d

dx
ln jxj ; '

�

= �
D

ln jxj ; '
0

E

; 8' 2 D(R) ; (2.17)

donc

�

d

dx
ln jxj ; '

�

= �

+1
Z

�1

ln jxj '
0

(x)dx

= � lim
"!0

0

@

�"
Z

�1

ln jxj '
0

(x)dx+

+1
Z

"

ln jxj '
0

(x)dx

1

A ; (2.18)

des intégrations par parties donnent

�

d

dx
ln jxj ; '

�

= lim
"!0

�

" ln "
'(")� '(�")

"

�

+lim
"!0

0

@

�"
Z

�1

'(x)

x
dx+

+1
Z

"

'(x)

x
dx

1

A : (2.19)

Le premier terme au second membre est nul car ' est dérivable à l�origine et le second
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terme est bien dé�ni et tend vers

�

V P (
1

x
) ; '

�

lorsque "! 0 ; i.e.

d

dx
ln jxj = V P (

1

x
) au sens de D

0

(R): (2.20)

2.2 La Dérivation d�un produit  f

On va montrer que la dérivée d�un produit  f pour f 2 D
0

(
) et  2 C1(
) obéit

à la même règle ordinaire pour le produit de deux fonctions classiques

D( f) = D f +  Df: (2.21)

En e¤et pour ' 2 D(
) on a

hD( f) ; 'i = �h f ; D'i = �hf ;  D'i (2.22)

= �hf ;D( ')�D 'i = �hf ;D( ')i+ hf ;D 'i

= hDf ;  'i+ hf ; D 'i = h Df ; 'i+ hD f ; 'i

= h Df +D f; 'i : (2.23)

En général on peut démontrer la formule de Leibniz pour le produit d�une distribution

par une fonction de classe C1 et on a

D�( f) =
X

���

0

@

�

�

1

AD� D���f

pour f 2 D
0

(
) et  2 C1(
):
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Exemple

Pour ' 2 D(R) et  2 C1(R) on a

h D� ; 'i = hD� ;  'i = �h� ; D( ')i (2.24)

= �D( ')(0) = � (0)'
0

(0)�  
0

(0)'(0)

=
D

 (0)D� �  
0

(0)� ; '
E

(2.25)

d�où

 D� =  (0)D� �  
0

(0)� : (2.26)

En particulier

xD� = �� ; xkD� = 0 ; k > 1: (2.27)

2.3 La formule des sauts

Soit f une fonction localement intégrable sur R telle que
d

dx
f existe au sens ordinaire

partout sauf en un nombre �ni de points ai ; i = 1:::n tel que f(a�i ) et f(a
+
i ) existent.

Alors la dérivée au sens des distributions est :

Df(x) =
d

dx
f +

n
X

i=1

�

f(a+i )� f(a�i )
�

�(x� ai) (2.28)

cette formule s�appelle formule des sauts.

En e¤et, soit ' 2 D(R), alors pour un point de discontinuité a; on a

hDf(x) ; 'i = �hf(x) ; D'i = �

a
Z

�1

f(x)'
0

(x)dx�

+1
Z

a

f(x)'
0

(x)dx
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=
�

f(a+)� f(a�)
�

'(a) +

a
Z

�1

d

dx
f '(x)dx�

+1
Z

a

d

dx
f '(x)dx

=
�

f(a+)� f(a�)
�

h�(x� a) ; 'i+

+1
Z

�1

d

dx
f '(x)dx

alors

Df(x) =
�

f(a+)� f(a�)
�

h�(x� a) ; 'i+
d

dx
f :

Remplaçons maintenant a par ai et sommons pour i = 1; 2; :::n i.e. si on suppose que

a1 < a2 < ::: < an alors pour tout ' 2 D(R) on a

hDf(x) ; 'i = �hf(x) ; D'i = �

a1
Z

�1

f(x)'
0

(x)dx�
n�1
X

i=1

ai+1
Z

ai

f(x)'
0

(x)dx�

+1
Z

an

f(x)'
0

(x)dx:

Par des intégrations par parties on peut facilement voir que

hDf(x) ; 'i =

n
X

i=1

�

f(a+i )� f(a�i )
�

'(ai) +

+1
Z

�1

d

dx
f(x) '(x)dx

=

n
X

i=1

�

f(a+i )� f(a�i )
�

h�(x� ai) ; 'i+

+1
Z

�1

d

dx
f(x) '(x)dx

i.e. au sens des distributions on a

Df(x) =
d

dx
f +

n
X

i=1

�

f(a+i )� f(a�i )
�

�(x� ai):
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Remarque II� 3

On peut avoir la même chose même dans le cas d�un nombre dénombrable de points

de discontinuité (ai)
1
i=1 i.e.

Df(x) =
d

dx
f +

+1
X

i=1

�

f(a+i )� f(a�i )
�

�(x� ai):

Exemple

Soit f la fonction dé�nie sur R telle que

f(x) =
1

2
(1�

x

�
) ; x 2 [0 ; 2�]

périodique de période 2�: Le saut aux points de discontinuité x = �2m�; m 2 N, est

1: Alors en appliquant la formule des sauts on obtient

Df(x) = �
1

2�
+

+1
X

m=�1

�(x� 2m�):

2.4 Les distributions homogènes

D�e�nition II� 2

Soit f 2 D
0

(Rn) et � 2 R: On dit que f est homogène de degré � si pour tout � > 0 et

8' 2 D(Rn) on a

hf ; '�i = ��n�� hf ; 'i (2.29)

où '� est la fonction x 7! '(�x):
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Exemples et remarques

1) Si f est donnée par une fonction continue cette dé�nition coïncide avec la notion

classique de fonction homogène de degré � 2 R i.e. f(�x) = ��f(x) pour x 2 Rn et

� > 0: En e¤et si f est homogène en ce dernier sens, alors 8' 2 D(Rn) on a

hf ; '�i =

Z

Rn

f(x)'(�x)dx = ��n
Z

Rn

f(
x

�
)'(x)dx = ��n��

Z

Rn

f(x)'(x)dx = ��n�� hf ; 'i

(2.30)

d�où (2.29) et réciproquement.

2) Si f est une distribution homogène de degré � 2 R; alors
@

@xi
f est homogène de

degré �� 1:

3) Si  est une fonction C1 homogène de degré �1 et f une distribution homogène

de degré �2 alors  f est homogène de degré �1 + �2:

4) La distribution f = D�� est homogène de degré �n� j�j : En e¤et

hD�� ; '�i = (�1)
j�j h� ; D�'�i = (�1)

j�j



� ; �j�j (D�')�
�

= (�1)j�j �j�jD�'(0) = (�1)j�j �j�j h� ; D�'i

= �j�j hD�� ; 'i == ��n�(�n�j�j) hD�� ; 'i 8' 2 D(Rn): (2.31)

Le théorème suivant donne une caractérisation des distributions homogènes.

Th�eor�eme II� 3

Une distribution f 2 D
0

(Rn) est homogène de degré � 2 R si et seulement si

n
X

i=1

xi
@

@xi
f = �f : (2.32)
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2.4.1 Les distributions indépendantes d�une variable

Si f 2 D
0

(Rn); h 2 R et si ek est le k-ième vecteur de la base canonique de R
n; la

distribution �hekf (la translatée suivant la direction k) est dé�nie par

h�hekf ; 'i = hf ; ��hek'i ; 8' 2 D(Rn) ; (2.33)

où (��hek') (x) = '(x� hek):

D�e�nition II� 3

Soit f 2 D
0

(Rn) et k 2 f1; 2; :::; ng : on dit que f est indépendante de xk si

�hekf = f ; 8h 2 R: (2.34)

Remarque II� 4

Notons que si f est donnée par une fonction continue alors la dé�nition ci-dessus

signi�e que

f(x) = ~f(x1; ::; xk�1; xk+1; ::; xn): (2.35)

Th�eor�eme II� 4

Soit f 2 D
0

(Rn). Les propositions suivantes équivalentes.

(i) f est indépendante de xk :

(ii)
@f

@xk
= 0 dans D

0

(Rn):

(iii) 8' 2 D(Rn) de la forme '(x) = '0(xk) ~'(x1; ::; xk�1; xk+1; ::; xn) où '0 2

D(R); ~' 2 D(Rn�1) on a

hf ; 'i = hf ; � ~'i

+1
Z

�1

'0(t)dt ; (2.36)

où � 2 D(R) telle que

+1
Z

�1

�(t)dt = 1:
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Remarque II� 5

Si f est donnée par une fonction continue et si
@f

@xk
= 0 dans D

0

(Rn); le résultat

précédent montre que

f(x) = ~f(x1; ::; xk�1; xk+1; ::; xn): (2.37)

Corollaire II� 1

Soit f 2 D
0

(Rn) telle que
@f

@xk
= 0 dans D

0

(Rn) pour k = 1; 2; :::n: Alors il existe

une constante C 2 R telle que

hf ; 'i = C

Z

Rn

'(x)dx ; 8' 2 D(Rn): (2.38)

i.e. f est constante.

Corollaire II� 2

Soit f 2 D
0

(Rn). Les propositions suivantes équivalentes.

(i) f 2 C0(Rn);
@f

@xk
2 C0(Rn) pour k = 1; 2; :::n (au sens de D

0

(Rn)):

(ii) f 2 C1(Rn):

Corollaire II� 3

Soit f 2 D
0

(Rn) et k 2 N: Les propositions suivantes équivalentes.

(i) f 2 C0(Rn); D�f 2 C0(Rn) pour j�j � k (au sens de D
0

(Rn)):

(ii) f 2 Ck(Rn):

Corollaire II� 4

L�énoncé du corollaire II-3 est encore valable lorsqu�on remplace Rn par un ouvert 


de Rn:
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2.5 Les Solutions élémentaires

D�e�nitions II� 4

Soit P un opérateur di¤érentiel à coe¢cients constants sur Rn: Une solution élémén-

taire de P est une distributions G sur Rn telle que

P [G(x)] = �(x): (2.39)

Exemple

La fonction localement intégrable

G(t; x) =
H(t)

(4�t)
n

2

exp(�
jxj2

4t
) (2.40)

est une solution élémentaire de l�opérateur de la chaleur P =
@

@t
��x sur Rt � R

n
x:

2.6 Exercices

Exercice 01 :

a) Soient p; q 2 N ; calculer : f = xp�(q) où �(k) est la dérivée k�eme de la

distribution de Dirac sur R:

b) Soient � 2 C et k 2 N ; calculer f = e�x �(k) :

Exercice 02 :

On considère l�application linéaire f de D(R2) dans C dé�nie par

f : D(R2) ! C

' 7! hf ; 'i =

Z

R

'(x ;�x)dx :

Montrer que f 2 D0(R2) et calculer au sens des distributions

�

@

@x
�

@

@y

�

f :
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Exercice 03 :

On considère l�opérateur di¤érentiel sur R

P =
d2

dx2
+ a

d

dx
+ b ; a; b 2 C:

Soient f et g deux fonctions de classe C2 sur R telles que

(i) Pf(x) = Pg(x) = 0 ; x 2 R ;

(ii) f(0) = g(0) ;

(iii) f 0(0)�g0(0) = 1:

On pose

h(x) =

8

<

:

f(x) ; x � 0

g(x) ; x > 0
;

et on considère la distribution f1 dé�nie par

hf1 ; 'i = �

Z

R

h(x)'(x)dx ; ' 2 D(R):

Calculer Pf1 au sens des distributions.

Exercice 04 :

I) Soit H la fonction de Heaviside

H (x) =

8

<

:

1 si x > 0

0 si x � 0
:

Calculer
d

dx
H au sens des distributions et en déduire une solution élémentaire de

d

dx
:
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II) Soit, pour k � 2

Ek =
xk�1

(k � 1)!
H (x) ;

1) Montrer que Ek est une solution de

�

d

dx

�k�1

E = H (x) :

2) Déduire une solution élémentaire de

�

d

dx

�k

:

III) Soit, k � 1:

1) Donner une solution particulière de

�

d

dx

�k

U = f (F)

où f 2 E 0(R) i.e f est une distribution à support compact.

2) Déduire ensuite la solution générale de l�équation (F):

( Ind : xp�(q) = 0 si p > q ).
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Chapitre 3

LA CONVERGENCE DES DISTRIBUTIONS

3.1 La convergence des distributions

Soit 
 un ouvert de Rn. La notion de convergence des distributions est dite aussi

convergence faible au sens suivant :

D�e�nition III� 1

Une suite ffng de distributions converge vers zéro dans D
0

(
) si et seulement, pour

toute fonction-test ' 2 D(
); la suite numérique fhfn ; 'ig converge vers zéro au sens

ordinaire.

Remarque III� 1

On dit que fn converge vers f dans D
0

(
) si la suite ffn � fg converge vers zéro au

sens de la dé�nition ci-dessus.

Exemple

Soit fn(x) = einx; n 2 N: Alors la suite ffn(x)g 2 D
0

(R) et qui converge simplement

vers 1 si et seulement si x = 2k�; k 2 Z ; mais elle converge vers zéro dans D
0

(R):
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En e¤et pour ' 2 D(R); une intégration par parties nous donne

hfn ; 'i =
+1
Z

�1

einx'(x)dx =
�1
in

+1
Z

�1

einx'
0

(x)dx! 0 lorsque n! +1: (3.1)

Remarque III� 2
Quand une suite ffng de distributions, qui est dé�nie par des fonctions localement

intégrables, il faut bien faire la di¤érence entre la convergence au sens classique (conver-

gence simple) et la convergence au sens des distributions.

Le théorème suivant caratérise les suites de fonctions pour lesquelles les limites simples

coïncident avec les limites dans D0

(
):

Th�eor�eme III� 1
Soit ffng une suite de fonctions localement intégrables dans 
 qui converge vers f

presque partout dans 
; et soit g 2 L1
loc
(
) telle que jfnj � g; alors

fn converge vers f dans D0

(
):

Preuve

Soit ' 2 D(
); alors
hfn ; 'i =

Z




fn(x)'(x)dx :

Puisque fn converge vers f presque partout dans 
 donc fn' converge vers

f' presque partout dans 
; 8' 2 D(
): En plus on a jfn'j � g j'j alors par ap-

plication du théorème de la convergence dominée de Lebesgue on a

lim
n!+1

hfn ; 'i = lim
n!+1

Z




fn(x)'(x)dx =

Z




f(x)'(x)dx = hf ; 'i

i.e. fn converge vers f au sens de D0

(
):
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Exemples

1) Dans l�exemple suivant on va montrer que la convergence presque partout des

fonctions localement intégrables n�implique pas toujours la convergence dans D
0

(
):

Soit n 2 N�

f
n
(x) =

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

n2 si jxj <
1

n

0 si jxj �
1

n

; (3.2)

il est clair que f
n
(x) converge vers zéro presque partout. Mais si on prend ' 2 D(R) telle

que '(x) = 1 pour x 2 ]�1 ; 1[ alors

hf
n
; 'i =

1

n
Z

�1

n

n2'(x)dx = n2

1

n
Z

�1

n

dx = 2n!1 lorsque n! +1 ; (3.3)

i.e. que la suite ff
n
g ne converge pas dans D

0

(R):

2) L�exemple suivant nous montre qu�une suite de fonctions ff
n
g converge presque

partout dans 
 et qui converge dans D
0

(
) mais que les deux limites sont di¤érentes.

Soit n 2 N�

f
n
(x) =

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

n si jxj <
1

2n

0 si jxj �
1

2n

: (3.4)

Il est facile de véri�er que f
n
(x) converge vers zéro pour tout x 6= 0 :

Pour ' 2 D(R) on a

hf
n
; 'i =

1

2n
Z

�1

2n

n'(x)dx = '(0) + n

1

2n
Z

�1

2n

['(x)� '(0)] dx : (3.5)
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Mais

�

�

�

�

�

�

�

n

1

2n
Z

�1

2n

['(x)� '(0)] dx

�

�

�

�

�

�

�

� n

1

2n
Z

�1

2n

�

�

�

�

�

�

x
Z

0

'
0

(�)d�

�

�

�

�

�

�

dx � 2n sup
x2R

�

�

�
'
0

(x)
�

�

�

1

2n
Z

0

x dx

� sup
x2R

�

�

�
'
0

(x)
�

�

�

1

4n
! 0 lorsque n! +1 ; (3.6)

alors

lim
n!1

hfn ; 'i = '(0) = h� ; 'i ; (3.7)

i.e. que la suite ffng converge vers � dans D0

(R):

D�une façon générale on a le résultat suivant.

Th�eor�eme III� 2
Soit f une fonction positive localement intégrable sur R telle que

+1
Z

�1

f(x)dx = 1 ;

et soit f�(x) =
1

�
f(
x

�
) ; � > 0 ; alors

f� ! � dans D0

(R) quand �! 0+:

Exemples

1) Puisque
1

�

+1
Z

�1

dx

1 + x2
= 1, on dé�nit alors

f�(x) =
1

�

1

�

�

1 +
�x

�

�2
� =

�

� (�2 + x2)
; � > 0 : (3.8)
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Donc d�après le théorème précédent on a

�

� (�2 + x2)
! � dans D0

(R) quand �! 0+:

2) Montrons que

lim
"!0+

1

x� i"
= V P (

1

x
)� i�� dans D0

(R):

En e¤et soit ' 2 D(R); supp' � [�M ; M ] ; M > 0: Alors en écrivant

'(x) = '(0) + x (x) ;

où  (x) est continue en zéro, on aura alors :

M
Z

�M

'(x)

x+ i"
dx =

M
Z

�M

'(0) + x (x)

x+ i"
dx = '(0)

M
Z

�M

dx

x+ i"
+

M
Z

�M

x (x)

x+ i"
dx: (3.9)

Calculons d�abord les deux termes du second membre de l�équation précédente i.e.

I1 = '(0)

M
Z

�M

dx

x+ i"
et I2 =

M
Z

�M

x (x)

x+ i"
dx ; (3.10)
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alors

I1 = '(0)

M
Z

�M

dx

x+ i"
= '(0)

M
Z

�M

x� i"

x2 + "2
dx

= '(0)

M
Z

�M

x

x2 + "2
dx� i'(0)"

M
Z

�M

1

x2 + "2
dx

= �2i'(0) arctan(M
"
)! �i�'(0) = �i� h� ; 'i quand "! 0+ ; (3.11)

en plus

I2 =

M
Z

�M

x (x)

x+ i"
dx =

M
Z

�M

 (x) dx � i"

M
Z

�M

 (x)

x+ i"
dx : (3.12)

Soit sup
jxj�M

j (x)j � A; alors

�

�

�

�

�

�

�i"
M
Z

�M

 (x)

x+ i"
dx

�

�

�

�

�

�

� j"j
M
Z

�M

j (x)jp
x2 + "2

dx � j"j A
M
Z

�M

dxp
x2 + "2

� 2 j"j A arg sinh(
M

"
)! 0 quand "! 0+ ;

i.e. quand quand "! 0+ on a

I2 !
M
Z

�M

 (x) dx =

�

V P (
1

x
) ; '

�

il en résulte alors

lim
"!0+

�

1

x+ i"
; '(x)

�

= lim
"!0+

M
Z

�M

'(x)

x+ i"
dx

=

�

V P (
1

x
) ; '

�

� i� h� ; 'i : (3.13)

47



De la même manière on démontre que

lim
"!0+

1

x� i"
= V P (

1

x
) + i�� dans D0

(R): (3.14)

On note souvent

lim
"!0+

1

x� i"
=

1

x� i0
(3.15)

d�après ce qui précède on a

1

x+ i0
= V P (

1

x
) � i�� et

1

x� i0
= V P (

1

x
) + i�� ; (3.16)

d�où

V P (
1

x
) =

1

2

�

1

x+ i0
+

1

x� i0

�

= lim
"!0+

x

x2 + "2
(3.17)

et on a aussi

� =
1

2i�

�

1

x� i0
� 1

x+ i0

�

= lim
"!0+

"

�(x2 + "2)
: (3.18)

Propri�et�es

P1 Si ffng est une suite de distributions qui converge vers f dans D0

(
); alors

pour tout � 2 Nn la suite fD�fng converge vers D�f : Plus généralement, si P =
X

j�j�m

a�(x)D
� est un opérateur di¤érentiel à coe¢cients C1(
); alors fPfng converge

vers Pf dans D0

(
):

P2 Si ffng est une suite de distributions de D0

(
); on dira que la série
X

n2N

fn est

convergente dansD0

(
) si la suite des sommes partielles fSng =
(

n
X

k=0

fk

)

est convergente

dans D0

(
): Si la série
X

n2N

fn est convergente dans D0

(
); alors pour tout � 2 Nn; la série
X

n2N

D�fn est convergente dans D0

(
) et on a

D�
X

n2N

fn =
X

n2N

D�fn :
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Th�eor�eme III� 3
Soit ffng est une suite de distributions de D0

(
): Supposons que pour tout ' 2
D(
); la suite numérique fhfn ; 'ign2N converge dans C: Il existe alors f 2 D

0

(
) telle

que ffng converge vers f dans D0

(
):

Remarque III� 3
Il faut remarquer que ce résultat est inhabituel classiquement, car si on a une suite

ffng de fonctions continues telles que, pour tout x; la suite ffn(x)g converge (i.e. converge
simplement) sa limite n�est pas nécessairement continue.

3.2 Exercices

Exercice 01

Montrer qu�au sens des distributions on a :
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Exercice 02

Pour x 2 R et " > 0 on pose

f"(x) = ln(x+ i") = ln jx+ i"j+ i arg(x+ i"):

a)Montrer que lorsque "! 0; f" converge dans D
0(R) vers la distribution f0 donnée

par
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ln(x) ; x > 0

ln jxj+ i� ; x < 0
:
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b) Calculer
df0

dx
au sens des distributions.

c) En déduire que dans D0(R) on a
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d) Montrer que
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et en déduire que
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Exercice 03 :

En utilisant le résultat suivant

1

x� i0
= V P (

1

x
) + i�� :

Montrer que

lim
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exp(ixt)

x� i0
= 2i��:

Indication : utiliser que
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exp(ixt) (x)dx = 0 ; 8 2 C0(R) (Théorème

de Riemann� Lebesgue):

50


